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УДК 519.6
М. М. КОВАЛЕВ, НГУЕН НГИА

МНОГОГРАННИК МЕДИАН ГРАФА

Целые точки многогранника медиан графа служат допустимой об
ластью дискретного аналога известной задачи Ферма—Вебера: в метри
ческом пространстве найти местоположение точек, сумма расстояний ко
торых до данных k точек минимальна. Подмечено, что симплекс-метод 
на .многограннике медиан графа почти всегда приводит к целочисленно
му оптимуму, в связи с чем Спинетто в 1976 г. сформулировал проблему: 
изучить строение целочисленных вершин многогранника медиан графа. 
Результаты работ. [1—3] по частичному решению проблемы Спинетто 
обобщены в [4] (с.м. § 7); в [5] приведен критерий смежности целочислен
ных вершин. В предлагаемой статье дается полное решение проблемы 
Спинетто.

Многогранник M{k, п) медиан графа задается условиями:

2  М; ^/еЛ'
'.о V(i, j )^Ny(.N,

1 V; е  М, 2  Mi = ( 1) - ( 2)

Aij^O V(i, j ) ^ N x N ,  (3) —(4)
где A =  {1, 2, . . . , n}.

Напомним (см. [4]), что многогранник М называется квазицелочис- 
ленны.м, если всякое ребро многогранника conv{M[\Z'^) является реб
ром многогранника М. Многогранник называется связноцелочисленным, 
если подграф графа многогранника Л1, порожденный его целочисленны
ми вершинами, является остовным подграфом графа многогранника 
conv(MnZ”).

Перейдем к формулировке основной теоремы о структуре вершин 
многогранника ^-медиан графа.

Теорема. Многогранник М (k, п) й-медиан графа является 
i) целочисленным п р и й = 1, ц —1,п;
Н) квазицелочисленным, но нецелочнсленным при k=2,  3, п—2;
Hi) связноцелочисленным, но не квазицелочисленным при 
—3. Доказательство теоремы основано на ряде лемм.

Лемма 1. Многогранник М{п),  заданный условиями (1), (3), (4), яв
ляется квазицелочисленным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введя фиктивные переменные
г/ii^O  V(i, /)еМ хМ , г^у, (5)

приведем ограничения (3) к виду:
Xii—Xij-\-yij=0 V(i, j ) ^ N x N ,  i ^ j .  (3')

Система ограничений (1), (3'), (4), (5) определяет в многогран
ник, который будем обозначать М'{п). Сложением строк можем преоб
разовать систему ограничений, задающих многогранник Ai'{n), к сле
дующей эквивалентной форме; 2  х^ = 1 V/ е  N, Хи Д 2  Мр Ун ^

/елг рФ1реи
V (г, j ) ^ N X N ,  1ф},  V (t, j ) ^ N x N ,  y/,v>0V((, j ) ^ N X N ,

Последняя по теореме 7.2 из [4] определяет квазицелочисленный 
многогранник, откуда следует и квазнцелочисленность многогранника 
М («).

Лемма 2 [1]. Все целочисленные точки многогранника — вершины 
целочисленных граней f  (ш) =  {х е  М {к, п) : Хц =  0 V/ е  А\со} для 
каждого ^-подмножества со мнолсества N.

Лемма 3 [4]. Пусть со', d)"czN, |со' П ш"| = k — \, х' и х" — две целочис-
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ленные точки, принадлежащие соответственно граням f((d') и /■'(со") 
многогранника М (k, п). Тогда существует целочисленная грань /  (со', о/'), 
содержащая как х', так и х!'.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .
г) Целочисленность многогранников М{\ ,  п) и М {п, п) установлена 

в [1]. Покажем, что многогранник М{п  — 1, п) определяется только ог
раничениями (1), (2), (4), а ограничения (3) являются их следствием. 
Действительно, если х® =  (х°.) удовлетворяет ограничениям (1), (2), (4), 
но не удовлетворяет ограничениям (3), то существуют такие г'о, j a ^ N ,

что х1.>х1.^. Тогда, подставив 
i =  с'о, с учетом > 0  'V (г, j) G  N X  N , k

ограничения ( 1) 
1, имеем 1 =

при

/SiV̂
/о

iol А'У.*0*0 Х° >Л-0. -f А». >  1./о/о *0*0 /о/о

1 < 1 =isN
Полученное противоречие по

казывает, что должен удовлетворять ограничениям (3). Целочислен
ность многогранника М(п—1, п) немедленно следует из абсолютной уни- 
.модулярности матрицы ограничений (1), (2), (4).

И) Заметим, что многогранник М {k, п) при 1 < /г <  п — 1 содержит 
дробную вершину хр\  координаты которой определяются следующей
, „ п — k — 1 . _ ,, k — I . ,  k — 1 ,
с()Ор.МуЛОИ: X ip  =  ----, I e  N ,  Xjj =  , }  4= P, 'V  =  „ _ 2  ’

^ij
n — 2 ’

0 ДЛЯ остальных (г, /).
Остается доказать квазицелочисленность М(к, п) при /г=2, 3, п—2. 

Поскольку любая целочисленная точка многогранника M{k, п) являет
ся его вершиной, для доказательства квазицелочислеииости достаточно 
показать, что всякое ребро [x̂ , лД многогранника сопу(Л4(/, n)[\Z'^) яв
ляется ребром многогранника М (к, п ) . Пусть со, =  {/: x\j = 1 , / е  Л̂ }, I =  
=  1, 2.

Случай к = 2  или п—2. Тогда в силу |coi П Шг| —2 имеет место одна 
из следующих воз,можностей: |(0i r |w2| = / —1, к или к—2. В первом слу
чае, согласно лемме 3, грань /(соь озг), содержащая x̂  и есть цело
численный многогранник. Поэтому [а‘, аД — ребро М{к, п). Во втором, 
по лемме 2, грань /(со), где со=со1 =  Ш2, содержит а* и .г- и является цело
численным многогранником. Откуда следует, что [а*, аД также ребро 
М{к, п) . Наконец, если |со1Псо2| = / —2, рассмотрим грань минимальной 
размерности G многогранника М{к, п), содержащую A'̂  и а̂ . Предполо
жим, что а/у =  а,7 для всех (с, j )^Jo<^NxN.  Тогда Хц = xjjY {i, / ) е / о  
для любой точки А= (Xij) этой грани, иначе существует грань меньшей 
размерности, содержащая х̂  и x̂■. Подставив а,̂  =  а,7, (i, / ) е / о  в систе
му (1) — (4) и удалив ограничения, которые обратились в тождества, по
лучим систему ограничений, определяющую вместе с с()иксированпыми 
переменными грань G. В получившейся системе ограничений ограничения
(2) можно эквивалентно заменить следующими: -Т7,7-|-Ау-,/,= 1, ДсЕсо/хсо,,

Чг1:
.со.

-̂ /2/2 — G G  вде {(]̂ , Гт} — ® i\'0)оJl ^  ^2
{/l> /2} =  ®2\^"l■

Рассуждая так же, как и при доказательстве леммы 1, легко пока
зать, что грань G квазицелочислениая, поэтому [а‘, аД — ребро много
гранника М {к, п).

Квазицелочисленность многогранника М{к, п) при к=2,  п—2 дока
зана. Случай /  =  3 рассматривается аналогично.

Ш) Связноцелочисленность многогранника М{к, п) при любом к до
казана в [1]. Чтобы показать его неквазицелочисленность при 4 ; ^ / ^  

—3, рассмотрим следующие две целочисленные вершины:
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о .
0 .

1 .
о .

1 о . . .  о . . .  о

А'“ =

о о о i о 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0

о
о
о
о
0

1
о

0 0 0 1 0 . . . 0 . . . о

Нетрудно показать, что [а‘, x̂■] является ребром многогранника 
conv(M(/e, п) но не является ребром многогранника M{k, п). Тео
рема полностью доказана.
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УДК 519.25
X. Д. ШУИ Г АРОВ

К РЕШЕНИЮ ОДНОЙ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ 
ЗАДАЧИ ПОКРЫТИЯ ГРАФА ЗВЕЗДАМИ

1. В практике автоматизированного проектирования электронно-вы
числительной аппаратуры [1, 2] возникает следующая многокритериаль
ная задача дискретной оптимизации. Заданы: п-вершинный граф G =  
=  {V, Е),  в котором каждое ребро e = i j ^ E  взвешено целым числом 
щ (е) (/, /) ^ 0, II множество натуральных чисел Н =  {hi, . . . , кт).
Каждому числу ft(eH, ^=1, Т, соответствует /ггзвезда (звезда типа /). 
Множество Н будем называть множеством типовых звезд. Напомним, 
что Л-звездой называется полный двудольный граф Ki.h-i [3].

Покрытием графа G звездами будем называть его остовный подграф 
x=[V,  Ex), Ex'^E,  каждая компонента связности которого представляет 
собой звезду, изоморфную некоторой типовой звезде из множества типо
вых звезд Н.

На множестве А={л'} всех покрытий графа G задана векторная це
левая функция (ВЦФ) F (х) =  (Fi{x), Кг (а), Кз(а)), частные критерии 
которой f;,(A)^min, k = \ ,  3, имеют вид: Ki(а) =  |£ | — ]Кл-] — число ре

бер графа G, не вошедших в покрытие а; Ко =  2 ■ стоимость по-
/=1

крытия А, где С( — стоимость звезды типа t', Кз(а)=  . ^ ^  w(e) — удель-
' ' гея,.

ныи вес покрытия а.
ВЦФ К ( а ) определяет паретовское множество Х ^ Х  [4, 5]. Проблема
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