
Теорема 3. Пусть оператор-функция (2) и оператор (3) связаны соотношениями:
t + Tlim sup a<s<6 с(т, s)dx — c{s)

ь t + Tlim sup 1 k{x,  s, a)dx — k{s,  a)
7̂ .00 —=c<« = , a<s<* Q ‘ f

0 ,

do == 0,
причем задача об ограниченных решениях для уравнения d x ! d t = A x  обладает функцией Грина G{t,  т). Тогда при достаточно малых е задача об ограниченных решениях для уравнения d x | d t = г A { t ) x  такл^е обладает фЗ'нкцией Грина Gs{t,  т), равномерно сходящейся при е^О  к функции Грина G (t, т ) .В заключение автор выражает благодарность П. П. Забрейко, под руководством которого он работает.
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Е. Н. М ЕЛ Ь Н И К ОВ А , Ю. С. Х А Р И Н

О КЛАССИФИКАЦИИ СЕРИЙ МНОГОМЕРНЫХ 
НАБЛЮДЕНИЙ ПРИ СЛУЧАЙНОЙ ДЛИНЕ СЕРИЙПри разработке автоматизированных комплексов идентификации сложных систем, имеющих на случайных интервалах времени различную структуру или различные режимы функционирования, возникают задачи классификации наблюдений, образованных сериями случайной длины. Рассматриваемая в работе задача является обобщением задачи [1] и отличается тем, что длины серий являются случайными величинами.

Математическая модель. Пусть в пространстве наблюдений определено т-параметрическое семейство плотностей Q — {p{x]  0): x ^ R ^ ,  0  с : 3 с : R ’"}, L >  2 — натуральное число, обозначающее число классов, {0®, ... , 0  °} с : 3 — подмножество L различных точек. Пусть далее 
xi, . . . ,  Xn^R^'  — наблюдаемый временной ряд, образованный из независимых серий случайной длины:

{Xi, Х2 , ... , х,,} — {Ах Х 2 , ( 1)где X j  =  {xi,  . . .  , X 0} — /-Я случайная серия (/ =  1, К°),  состоящая из т? независимых наблюдений одного и того же класса Q̂ q (/° S  S  (L) =  =  {1, ... , L}),  имеющих плотность распределения вероятностей р{х;43



0 ° q )  и з  Q. Номера классов /°, ... , Р  — независимые случайные величины с распределением вероятностей
P { j ^ ^ k }  =  n ^ > 0  (/г =  Т 7Т ), 2 Яь 1 . (2)

к= 1Длины серий г°, ... , образуют не зависящую от {/9} последователь ность независимых случайных величин с распределениемТ ,|̂ 7̂ (т), если
=  =  2 ^ Д х )  =  1,[О, в противном случае; (3)

где т _ , т+ — заданные нижняя и верхняя границы длин серий. Параметры до {09}, {т9}, {/9} неизвестны.Задача классификации временного ряда длительностью п заключается в определении номеров классов, к которым принадлежит каждое из наблюдений (с точностью до переобозначения классов).Определим моменты «разладки» временного ряда То, ... , Т к »:Т о = 0 , 
Т^о =  п, Т° =  т ° -|- ... Д — случайный момент t-ro возможного перехода от одного класса к другому (i =  1, Д “). Тогда, согласно (1), задача классификации состоит в построении решающих правил для определения

(7’ ?}, { /9} .Оценивание моментов «разладки». Определим статистику (4)0 =  argmax 0).везОбозначим: р (х; 0) =  V g  In/? (х; 0) — щ-вектор-столбец частных производных первого порядка; у (х; 0) =  v |  In /? (х; 0) — {т X  т ) —симметрическая матрица частных производных второго порядка;& (Т ;_1, Т г ) =  'V  Р(хг, +т; 0) — /п-вектор;
I —  1

1

т__ТI 1-1
g { T i - u  Тг) Vt = l

Т  —  Т К ^

Y (хг. j+t; 0) — (m X  "О'^^атрпца; (5)
а ( Х )  =  V \пр{хт._^+х\ =  ©)•t = l  Т = 1  <=1Теорема 1. Если Q — регулярное семейство и рассматривается случай «сближающихся» классов:|0 О - 0 О |  =  О(е), е ^ 0 ,( Т  / S 5 ( L ) ) , (6)то в 8-окрестности точек {0°} логарифмическая функция правдоподобия допускает представление/ ( { 0 J , К,  ( т а , { / а ) = 7 ( ( 0 а , к ,  i t j , | / а ) + о ( 8 а ,^ к7 ( .)  =  а ( Х ) - ь  2  +  Т’/) (0/  ̂ - 0 ) - г

j=\

+  ^ ( 0 ; . - 0 ) ^ g ( T y _ b  Т , . ) ( 0 / , - 0 ) ) .  (7)При доказательстве используются (1) — (5), формула Тейлора для44



In/? (х; 0 ) в окрестности 0 , а также тот факт, что 0 -i”'0 °, где |0 ® — - 0 ?| =  О(е).Используя теорему 1, будем строить приближенные оценки максимального правдоподобия для /С®, {Г®}, {//} из условия максимума аппроксимирующей функции (7):m ax/({0 J ,  К,  {Ti},  {/;})-^  гпах max. {0;} {ГЛ-Иг} л- (8)Максимизируя функцую (7) по { 0 J  и используя вместо матрицы г,—г. ,? 1 п
(Tj— Tj^i)-^  ^  y{xTj_-^~x; 0 ) ее оценку у =  п-^ ©). приве-т=1 ;=1дем задачу (8) к виду:

к
1х(К,  { T J ,  {/г}) =  а ( Х ) Н - 2 ;( ln (я ^ .< 7 ;• (Г ,-r ;• _l))-^+  б(Г/_ь  Т j, Tj^i ,Tj)/(2nnjj))

K { K - l )  I К { К ~ \ )
2n

- I K -l к2  2  6 ;  T j ,  T k - U  T ,/=1 О *=/-rI- max max, 
{Ti), ih)  « (9)где Tj, T k - u  П )  =  - 6?-(Г/_1, Ti) y~ ^b {T k-x ,  П ) ,  6; —  символ Кронекера. С учетом (9) определим семейство целевых функций:

к ,
к { К ,  { T J ,  {/,}; /?) =  а ( Х ) - г 2 ( 1 п ( % - 9 ;( 7 ’ —

/ = 1

+  2 п л ,  В ( Т , - ^ и  T j T j - u  T j )  +
ч /+р\I) Чг' \2  б,., Т ,- ,П _ ь Г ,) ) , (10)п р  {2 К  —  р

* = / - г  1где и  (г) =  {0, если z < ; 0 ; 1, если г >  0}; р — параметр семейства, 1 < ; 
<  р К К  — 1. Если р =  К  — 1, то 4 (•) =  (•)>■ при р < К  — 1 /2(') следует рассматривать как аппроксимацию /i(-)- Тогда правило для совместного определения К°,  {Т?}, {/?} примет вид:

К - р2 ... , Tjj p̂-, I j ,  ... , I j+p)-^  max max, (11)/=1 ^'T/c. i i T j ~ u  ••• , Tj^p; Ij ,  ... , Ij^p) =  \ n [ ni .qj {Tj  — Ti^i))  -+  B ( 7 ’ / _ i ,  T j ,  T / _ i ,  T j ) / { 2 n n , ^ )  ^

K { K - \ )
+

iyPr= i w  2 Ч  T j ,  T u - u  T ^ ) ,  / =  1, K - P - U
‘ i k = i ~ i

n p  ( 2 K  — p  -

^  K. K - p { T  K - p - i ,  ■ ■ • , T k ; I k - p , . . .  ,  / к )  =  2  { ^ ^ i ^ i j ^ i i T j  —  T / _ i ) )
i = K —p '-Ь В (Г / _ь  7^, 7 /_i, 7^)/(2ля/р-ф к, ______ Я ( / С -I)' np (2/( ^ ( / C - / )  2  Ч  ‘ u ^ ^ T j - u  T j ,  7 , _ b  r , ) j .—̂/4"! 45



Максимум в (И ) находится методом динамического программирования [2].Укажем более простое двухэтапное решающее правило: вначале стро- л л лятся оценки {Тг}, К,  затем {/,}. Для такого разделения используется оценка сверху для h i - )  в (10), представимая в виде
к ,

k i K ,  { r j ,  {Д}; p X ^ l t i K ,  {ГЛ; р) =  а (Х )-Ь 7 ^ -1 п я „а х Д 2
/=1

+  Tj , д - _ ь  Г Д  +

min {/С, /-гР}

д-р-2
=  2  , r / + p + i ) , l < P < i ^ - 3 ,;=1 Л”  лгде (г)+ =  г-  и  (г), Ятш =  min Я;, Ящах =  max я .̂ Тогда оценки;=ТГТ 1=1. Lопределяются из условия:д-р-2

V
jiU/=1 f K . i i T j ,  . . .  , Г/4̂ р+1) - ^ т а х  max.г,л д ( 12)Максимизация в (12) осуществляется с использованием процедуры динамического программирования [2].Классификация серий. Для нахождения оценок {//} при уже найден-

л лных оценках К,  {Д } используем модификацию процедуры кластер-анализа, основанную на минимизации критерия компактности [3]:
djk/idj +  d )̂ ->  min. (13)Л/, л=1, к

л л т__т Л Лг __т3̂ }^\где =  (Tj — T / _i) -' 2  l^t — =  (7 — T / _i) -' ^T=1Л Л Л Л— 7’/ -i) - ' +  ( 7 / ,^ 7 ft _ i) - i) | m ^ -Ш ;Л ^  / ^ / i, /, / г= 1 , Д.Процедура осуществляется в /(—L  этапов. На первом этапе число
лклассов полагается равным К.  Из (13) находятся номера /*, h* двух серий, объединяемых в одну с номером /*, для которой находятся d/*, m,-», dj*h, h =  7̂=  1, /(+1. Число классов становится

лравным К —1. После последнего этапа все серии объединены в L  классов и тем
лсамым найдены оценки {/;}.Исследование эффективности клас-

л л лсификации. Пусть / =  (Д, . . . ,  / л) —
К лвектор решений, где Д  — номер класса, к которому отнесена серия X]-.

Завпспмость v от X, Д; ;  — ?. =  1; 2 — л =  5; 3 — Vo = Ф (-4 )46



Для оценки потенциальной точности классификации рассмотрим случай, когда параметры {0°}, т?, т »̂ известны. Тогда решающееправило для определения I  имеет вид { k = \ ,  /(°):о/ft =  arg max У 1 п (я ^ р (х  о , 0°))-/ S {1.............‘ k - \ - r ^Точность классификации будем характеризовать средним числом ошибочных решений при фиксированном числе /(° (полных) серий:Л̂ до =  Д о . е {тО / 5 { Д ^ / о}}.Пусть L =  2, =  Лз =  0,5. Обозначим г =  3 — 2}), J  (i) =
=  {Р {xf’ Qf)/P{xt', 0 ^ ) )} > О  — дивергенция Кульбака, (i) =
=  D^o{\n(pix, ;  е^)/р{хр, в } ) ) } > 0 ,  bi i)  =  J { i ) / a { i ) : ^ 0 ,  где £  о{-}, 
D  о{’ } — символы математического ожидания и дисперсии по распреде- лению р {х; 0°).Теорема 2- Пусть выполняются условия:1) H/i >  о, такое что Yi ,  k ^ { l ,  2} Е_ р{хй Qj)

р{хр 0 )̂ <  о с ;
2 )  V t e { ] ,  2 }  о < а ( 0  <  о о ;  __________3) Тй — дискретная случайная величина с распределением ( £ =  1, К°)

P { x l  =  t} =
о, если t <  т _ , 
q{t),  если о, если t >  т_|_;4)т->оо, 6(1), 6(2)->-0, так что V i e { l ,  2} 6 (i) =  о (тф'''^)- Тогда для Ыцо справедливо асимптотическое выражение

=  у  ( 1 + 0 ( 1 ) ) .  (14)где Ф (•) — стандартная нормальная функция распределения.Доказательство основывается на применении центральной предельной теоремы с узкими зонами нормальной сходимости [4].Пример. Пусть Q — семейство iV-мерных гауссовских плотностей 
р{х\ 0 )= и л г(х |0 , 2) с неизвестным математическим ожиданием 0 и известной ковариационной матрицей 2; число классов L = 2 . Пр и этом выражение (14) становится точным и принимает вид:

N.к» ^ ■г—’Г
(15)где А =  ((0^ — 0 °)^ 2 "'(0 ^  — 0°))*/2 — межклассовое расстояние Л4аха- ланобиса. Рассмотрим ситуацию с пуассоновскими сериями, когда х\ =  =  1+T]ft, где r\h — случайная величина, имеющая распределение Пуассона с параметром Я.. При этом (15) позволяет получить среднюю относительную долю ошибок классификации (по отношению к средней длине наблюдаемого ряда Я = Д °(1 + Я )) :

N
V  = К"А»(1 +^) L  V  _

‘ А
х-ТЕ

1)!
Ф 1 /“ А ■ У х ^При использовании поточечной классификации ряда лд, . . . , Хп (без учета его «серийной» структуры) средняя относительная доля ошибок47



равна v o = 0 ( —А/2). Из рисунка видно, что учет «серийной» структуры временного ряда при его классификации приводит к существенному выигрышу в эффективности.Решающие правила (12), (13) реализованы на Е С  Э В М , исследованы .методом статистического моделирования н показали достаточную эффективность.
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ПУТЕЙ 
НЕОРИЕНТИРОВАННОГО ГРАФАЭффективность решения многих оптимизационных задач на графах и сетях зависит от способа представления требуемой инфор.мации о сети. Часто в качестве такой информации необходимо множество простых путей (ПП) графа. Для нахождения всех П П  между парой некоторых вершин связного графа G — {X, А)  можно использовать любой алгоритм (например, [1]) определения К  кратчайших П П  с трудоемкостью 

0{КгА).  Однако при изложении этих алгоритмов способы эффективного представления информации о найденных П П  не обсуждаются.Ниже предлагается алгоритм Т П П  (таблица простых путей), с помощью которого сведения о множестве П П  между заданной парой вершин неориентированного графа представляются в виде специальных удобных для дальнейшего использования таблиц без предварительного определения этого множества. Одновременно классифицируются вершины графа по их удаленности в П П  от источника s.Одним из практических применений таких таблиц является использование их при решении задач о максимальном динамическом потоке на простых путях неориентированного графа.Пусть Х =  и А-' и Ы , причем для каждого множества X ’ справед-луег (S). *7ЛИБО условие =  U X ; , где Г (х )̂ =  {% | (х^ kj — длина мак-1=1симального ПП из s в /, проходящего через вершину X je r ( s ) ;  Xi-— подмножество, содержащее вершины, достижимые из xj по всем П П  длины г— 1. В общем случае Хг П Х 1Ф  0 .Каждое множество X ’ представим в виде таблицы Pj  размерности (я—l) X / 2j (где п — число вершин графа), в которой 1-я строка соответствует вершине Х ; е Х  (x ;= / = s) ,  а k-\i столбец —  длине П П  из s  в Х;. Элемент (/, k) таблицы является списком Sik вершин, каждая из которых предшествует вершине х; хотя бы в одном П П  из Xj в xi длины k— 1. Если в графе G не существует П П  из Xj в xi длины k— 1, то S i u = 0  и X i ^ X k .Пусть G = { X ,  А)  — связный неориентированный граф с выделенными вершинами s и t, у которого каждое ребро имеет длину 1.Алгоритм Т П П . Шаг 1. Выбираем некоторую непомеченную вершину х ,е Г ( з ) .1.1. Полагаем i? j= { x ;|( x j , х ;) е Ч , x;=7̂ =s}, N — 0 .  Для всех X i ^ X  
{ X i ^ s ,  Xj, t) полагаем / ? ,=  {xi| (xj, Xi) е Л , Х;=т^Х;}.48


