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Е. А. К Р У Ш Е В С К И И

Р ЕШ ЕНИ Е Л И Н Е Й Н Ы Х  ФУ Н К Ц И О Н АЛ ЬН Ы Х  УРА ВНЕ НИ Й  
С НЕСКОЛЬКИМИ СДВИЕАМИ ВНУТРЬ ОБЛАСТИРешения линейного функционального уравнения с несколькими сдвигами внутрь области, имеющими одну неподвижную точку (см. [3]), с аналитическими коэффициентами

(f{z) = ^ ^ G u { z ) ( f [ h '^ z ]  ~  g {z) ,  |2 | < 1 , \ h \ < l ( 1 )*=iв классе аналитических функций являются решениями задачи сопряжения с несколькими сдвигамиФ(о =  ^ G „ { t ) - r g { t ) ,  m  =  1 ( 2 )
А =1И гёльдеровскими коэффициентами Gh{t), g{t),  причем будем предполагать, что 0.Для решения задачи (2) введем в кольце | / z | < | z | ^  1 новые неизвестные функции (1Д(г) =  ср[/г̂ "̂ 2], k =  \, п. Продолжим функции Ф/Дг) внутрь круга |2 |^ |/ i|  по формуле (/zz) =  (г); таким образо.м,функции Ф/Дг) автоморфны относительно бесконечной циклической группы, порожденной преобразованием Т : z\— >hz (см. [2]). С учетом этого задача сопряжения (2) переходит в векторно-матричную задачу Римана для п пар функций на римановой поверхности, гомеоморфной тору (см. [2]) Ф+(/) =  Л ( Д ф - ( 0 + 5 ( 0 ,  1^1= 1, (3)'СДг) G,(z) ... С „_,(г) G„(z), 1 о ... о о \ Ф(2) =  (Ф1(2), . . . .  Ф „(2))Д

= . .............................................................. I f{z) =  (^(2), о, . . . ,  0) ,̂о о ... 1 Q у  /V ^матрица которой невырождена (det^(/) =  (— (t) Д= 0).В случае постоянных коэффициентов Gk задача (3) легко решается путем доумножения слева на матрицу Т|рансформации S (Л =  S ~ 4 S ,  J  — жорданова нормальная форма матрицы Л ). Для вектор-функции 4^(z) =  =  5Ф (2), составляющие которой также являются автоморфными относительно группы Т, получаем задачу Д +(Д  = / T ~ ( / ) + 5 Д Д , | Д =  1 с треугольной матрицей. Эта задача решается непосредственно по формулам, приведенным в [1] и [2], тем самым находится решение уравнения (1) в кольце |/i|” < | z | ^  1. Продолжение этого решения внутрь круга |z |^ |/ z |” всегда возможно ф п Ф  0) по формулеФ [/г"+>2] =  -^(({>[hz]  — '^G,,(p [/г̂ +>2] — g-(/i2)V  Справедлива (см. [3])Теорема. Функциональное уравнение (1) имеет единственное решение в классе аналитических функций, если для любого целого т,2  G,i(0)/г""* 1. Если же для Wj, . . . ,  ^  Gh{0)h’’G'‘ =  1, то при вы-*=1условий разрешимости f g' (T)— =  0 решение^’уравне-k=iполнении р
L т:ния (1) существует и зависит от р  произвольных комплексных постоянных.64



З а м е ч а н и е  1. Уравнение (1) может иметь и различные сдвиги hi и /12; необходимо лишь, чтобы существовало рациональное число piq, 
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Г. В. Г РИ Н К Е ВИ Ч

Д В У М Е Р Н О Е  ИНТЕГРАЛЬНОЕ У РА ВН Е НИ Е  
С ФУ НКЦ ИЕ Й САРАНА В Я ДРЕРассмотрим следующее двумерное интегральное уравнение Вольтер- ра первого рода:, у I/ ,1" I’ {х  —  и У ^ ~ \ у  —  у У ‘ ~ '^ Р м \ а ъ  0.2, Оо. ^1 , Ь-1, Ь д  Cj, с.,, с.р,Г(д) Г(с,) о о

У — у
u-\-v ’ j  f (и, V) dudv g {х, у); (1)Re Cl, Re C2, R e (02 — ^2), Re{bi  — Oi — 02) >  0; 0 ^  ,v ^  rf <  00, 0 ^  г/ ^  

^ d ' < r ° ° .  Здесь g(x ,  y ) — заданная, f(x,  y )— искомая функции, a 
Рм{аи 02, 02, bi, 62, bi] Cl, C2, C2; X, y, z )— гипергеометрическая функция Сарана [1, 2]. Функцию f{x,  у) будем искать в классе функций, для которых [ х y)'ix’’f {х, у ) ^  L =  Ь({0,  d ) X { 0 ,  d ')) .  В дальнейшем этот класс обозначим Fqj.  Через 1хУу обозначим оператор двумерного дробного интегродифференцирования [3, 4], а через Ix'.y' {Р) — образ некоторого пространства функций Р  после действия оператором Ix'.y ■Для следующего уравнения

у 
О о (х — и)'  ̂  ̂ {у —  v)" '̂  ̂ ( и V  \<Х / и . V г / \ J  J---------- П я  ( - т т у ]  [ ~ 1  =

= у)> ( 2 )Re у. Re у' >  О, х е  [О, d], у  е  [О, d'], О < _  d, d '  <Д 00, справедливаТеорема 1. Если функция р. (х, у ,  и, с) дифференцируема п раз по х и п' раз по у ,  где п =  [Re у] +  1, п' =  [Re у'] +  1, и все эти смешанные производные ограничены, а р(х, у ,  х, y)ф^d,  то уравнение (2) тогда и только тогда имеет решение /(х, y ) ^ R q . r ,  ^ < m in ( 0 , R e a), 
г <  min (О, Re|3), когда g'(x, y ) ^ l l ' , y  {Rq,r)- Причем решение это единственно.Уравнение (1) является частным случаем более общего уравнения (2), при у =  Cl, у' =  С2, а =  bi, р =  62 и р(х, у, и, v) =  Ci — ai.
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