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О К ЛА ССИЧЕ СКО М РЕ Ш Е Н И И  СМЕШАННОЙ  ЗА Д А Ч И  
Д Л Я  ТРЕХМ ЕРНОГО  ГИ П Е РБ О Л И Ч Е С К О Г О  УР АВН ЕН И Я  

С ЦЕ Н ТР АЛ ЬН О Й  СИМ МЕТ РИЕЙ

I. В ци ли ндре  U = G x  (О, Г ),  G = { x e R 3 : |лс| < ./?} , рассмотрим цен
трально-сим м етрическую  по пространственным переменным смешанную 
задачу:

з
(х, t) —  A u  (х, t)  +  2  bt (х, O - ^ r C * .  0  +

+  с ( х ,  t ) ~ ( x ,  t) +  q ( x ,  t) и (х,  0 = 0 .  (х,  О е Ц ,  ( I )

и (х,  0) =  ф (г), (х,  0) =  г}5 (г), 0 <  г <  R,  (2)

и ( х ,  O l r  =  о, 0 < г < 7 \  (3)

д2 O2 д2 ------------- ------- -
где +  ~дЩ’ r = \ x \  =  V x \  +  x\  +  x\, Г  =  {(х,  О е Ц : г =
=  R)  — боковая  поверхность цилиндра.

П р и р о д а  центральной симметрии проявляется  в коэфф ициентах  у р а в 
нения ( I )  следую щ им образом:

bi (x ,  0  — b (г, 0  Xit с (х ,  t) = с  (г, 0 ,  q{x,  t ) = q ( r ,  t ) .
Будем предполагать, что функции Ь, с, q непрерывны в Ц, их произ

водные ограничены в Ц, а b удовлетворяет условию со
гласования.

В рабо те  С. Н. Б арановской  [I] впервые установлено сущ ествование 
классического решения в зам кн утом  прям оугольнике  [О, (IX [О, Т] первой 
смеш анной задачи  д ля  уравнений с одномерным волновым оператором 
(т. е. з ад ач и  вида ( I ) — (3) в случае одной пространственной перем ен
ной) при условиях на н ачальны е функции ф и ф, совпадаю щ их с необхо
димыми:

со GE C2 [О, I] , ф (0 ) =  ф)(/) =  0, ф" (0 ) =  ф" (I) =  0 , (5 )

ф е с м о ,  I ] ,  ф(0) =  ф (/) =  0 . (6)
Е щ е ранее  этот ф акт  был установлен В. А. Ч ернятины м  в работах  
[2— 4] с помощ ью  метода Фурье д л я  телеграф ного  уравнения  с н езави ся 
щим от t коэффициентом  q в свободном члене.

Ц ел ь  наш ей работы  — получить аналогичны й р езультат  д л я  задачи 
( I )  — (3) с трем я  пространственными переменными.

З а м е ч а н и е  I. А нализ форм улы
Г -\-t

и ( г ,  о =  І '  +  ' Ж .  +  О + ф - ' Ж ' - О  +  ^ _  1 1 4 , ( 1 ) , ¾ ,  (7)
r—t

даю щ ей  реш ение зад ач и  Коши вида  ( I ) ,  (2) при й = = с ==9 = 0, п о к азы 
вает, что особенность в точке г = 0  в ы н у ж дает  н алож и ть  требовани я  ф е  
е С 3, ф е С 2, чтобы обеспечить п ри н адлеж н ость  ф ункции и классу  C2 (см. 
напр., [5. С. 326, 327]). С ледовательно, д л я  достиж ения  поставленной 
цели необходимо м одиф ицировать  понятие классического реш ения р а с 
см атри ваем ой  смеш анной задачи  ( I )  — (3).

З а м е ч а н и е  2. В ыводу ф орм улы  (7) и многим другим исследова
ниям волновы х уравнений с центральной симметрией предш ествует  све
дение таких  уравнений к одномерным волновым уравнениям  с операто 
ром Бесселя. Это сведение, к ак  известно, производится  путем перехода
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к сферическим координ атам  (см,, напр., [6. С. 200; 7. С. 115]). П ри  г = 0 
та к а я  зам ен а  переменных является  вы рож денной, и поэтому одномерное 
волновое уравнение с оператором  Бесселя  будет эквивалентны м  трех
мерному волновому уравнению  во всех точках  его зад ан и я  кроме оси 
г — 0. В связи с этим представляется  естественным требовать, чтобы р е 
шение удовлетворяло  трехмерному волновому уравнению  лиш ь в р а с 
см атри ваем ой  области  с выколотой осью г = 0 .

О пределение.  О слабленн ы м  на оси г = 0 классическим решением з а 
дачи  ( I )  — (3) будем н азы в ать  функцию

^G E C 1 (U ) П С2 ( Ц \ { 0 } Х  [0, T]) ,

обращающую уравнение (I) в тождество в Ц \ { 0 }  X  [0, Л  — цилиндре 
с выколотой осью, удовлетворяю щ ую  условиям  (2), (3) в обычном смыс
ле  и

Iim I x |  А и (х,  t) — О,
U K o  (8)

з
Iim У! X i ---S  u .. =  0. (9)U I->о dxidt  У ;

О тметим, что условия (8), (9) явл яю тся  (ослабленной) зам еной  тре
бования при надлеж ности  C2(Ц) обычного классического решения.

Если ф ункц ия  и яв л яется  (ослабленным  или обычным) классическим 
решением зад ач и  ( I )  — (3) ,  то из уравнени я  ( I )  в силу условия (3) пре
дельным переходом устан авли вается ,  что

Au (х, t) |г =  0. (10)

П о к аж ем , что д л я  сущ ествования  ослабленного  классического реш е
ния задачи  ( I )  — (3) необходимо и достаточно, чтобы н ачальны е функции 
Ф и ф удовлетворяли  условиям

ф (г) GE C1 [0, R] П (0, R ] , ф (R)  =  ДФ (R)  =  0,

Iim гДф (г)  =  0, (Д Ф =  - J U  +  ±

ф ( О е С [ 0 ,  R\  n  C1 (0,  R],  Iim г =  0, ф ( R)  =  0. ( 1 2)
/•-►о аг

2. В за д а ч е  ( I ) — (3) перейдем к сферическим координатам . Т ак  как  
р ассм атри вается  ц ен трально-си м м етрическая  за д а ч а ,  то решение зависит 
только  от расстояни я  г, т. е. и(х ,  t ) — u(r ,  t ) .  Д л я  функции u(r ,  t) полу
чим одномерную  см еш анную  задачу:

-g p r -  (O  t)  — ( - ¾ -  (г ,  +  t) ĵ +  rb( r ,  t ) - % - ( r .  t) +

j T с (г, t ) ^ - ( r ,  t) -}- q (г, t) и ( г , 0  =  0, 0 < r < R ,  0 < t < T ,  (13)

и (г, 0) =  ф (г),  (г, 0) =  ф (г),  0 (14)

u ( R ,  0 =  0, (15)

В соответствии с наш им  определением реш ение зад ачи  ( 1 3 ) - ( 1 5 )  
ищ ется в классе  функций

а е С 1 ([0, R] X [0, T]) Л C2( (0, R)  X [0, T ] ) ,

удовлетворяю щ их  условиям:

ES'fS- + ̂  (,6)
lJ mJ - S iST <17>
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Свойство (10), которому всегда удовлетворяет  решение задачи, в пере
менных (г, t ) запиш ется в виде:

( - ^  +  - Н г ) Ц = ° -  0 4
Теорема. Н еобходимыми и достаточными условиями сущ ествования 

ослабленн ого  на оси г — 0 классического реш ения и(х,  І) смешанной з а д а 
чи ( I )  —  (3) явл яю тся  условия (11) ,  (12) на н ачальны е функции ф и ф.

З а м е ч а н и е  3. Единственность ослабленного  на оси г = 0  к л а с с и 
ческого реш ения вы текает  из единственности сильно обобщенного р еш е
ния этой задачи .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть существует о сл аб л ен 
ное на оси г — 0 классическое решение и(х,  t ) смешанной задач и  ( I )  —
(3). Тогда функция u{r,  / ) е С ‘ ([О, 7?]Х[0, 7 ] ) f |C 2((0 , 7?]Х{0, 7]) и у д о вле 
творяет  уравнению  (13), условиям (14) — ( 1 8 ) . Тогда н ачальны е функции 
Ф и из условий (15) — (18) удовлетворяю т условиям  (11), (12).

Достаточность. П усть функции ф и ф удовлетворяю т условиям (11) ,  
(12) .  П о к а ж е м ,  что существует ослабленн ое  на оси г = 0 классическое 
реш ение зад ач и  ( I )  — (3).

П роизведем  в за д ач е  (13) — (15) зам ену  искомой функции по ф орм уле  
V (г1 t ) — ru(r, / ) .  Тогда  д л я  нахож дени я  функции и (г, /) получим задачу :

О — | р г(г* t) +  rb(r, t ) - f i r ( r ,  t ) + C ( r ,  0  (г, /) +

- f  (q(r, t ) — b(r, t))v(r,  /)  =  0, 0 < r < R ,  0 < t < T  (19)

v ( r 0 0) =  Ф ( r ) , - g - ( r ,  0 ) =  ¥ ( r ) ,  (20)

о (0, /) =  0, о (R,  t ) =  0, 0 <  t <  T,  (21 )

где начальн ы е  функции Ф ( г ) = д р ( г )  и хЕ ( г ) = г ф ( г )  удовлетворяю т усло
виям:

Ф е с 2 [0, R], Ф (0) =  Ф (R) =  0, Ф" (0) = Ф" (R) =  0, (22)
¥ е С ф 0 ,  R], W ( O ) = W ( R ) = O ,  (23)

(см. условия (5), ( 6 ) ) .  Т а к  к а к  коэфф ициенты  уравнени я  (19) по п ред 
п олож ению  непреры вны  в зам кнутом  прям оугольнике [0, /?]Х[0, T]=Q,  
имею т в Q ограниченные производны е и вы полняется  условие (4), то, 
как  установлено в [I], за д а ч а  (19) — (21) имеет классическое решение 
U e C 2(Q),  и д л я  него справедли во  равенство:

V (Г, 0 =  - - ) - +  4 - f W ( l ) d l  +
r - t

t  r + ( t — x )  ^

+  4 - f d T  f F  (I, T)dg. (24)
0  r — i t — X)

Здесь Ф и ¥  — продолжения функций Ф и ¥  с отрезка [0, R]  на всю
ось R1: сначала они продолжаются на отрезок [— 7?, 0] нечетным обра

зом, а затем 2/фпериодически на ось R 1. Функции Ф и ¥  являются не

четными, а из условий (22) и (23) следует, что Ф G C 2 (R1) 1 T e C ^ R 1). 

Символом F  обозначено выражение

T  ~  T  до dv F  Т \  ~
г ь ++ с ~+t ~(q b) v ,

где г и V —  нечетные 2/?-периодические продолж ени я  функций г и и 
с [0, /?] и Q на R1 и J^1XfO, 7] соответственно; Ь, с и q ■— продолж ения 
функций Ь, с и q с Q на полосу R ‘ X[0, 7] сн ач ала  четным образом  на 
[ - R ,  0] X [0, 7], а затем  27^-периодически. Отметим, что F является  ни
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чем Иным, к ак  аналогичны м нечетным 2#-перибдиЧесКйм продолж ением  
с Q на полосу R1XtO, T ] функции

F ~  rb с (q b)v.

П о к а ж е м  теперь, что функция

и(г,  І) =  ° Л ± Н =  *(r  +  t) +  «>( r - t )  + ^ Г| ^ Ш 4  +
r — t

t r + ( t - x )

+  ^ r $ dt I  (25)
0  r —  ( t — т )

явл яется  ослабленн ы м  на оси г = 0  классическим решением зад ач и  ( I )  —
(3) или, что одно и то ж е, функция M e C 1(Q) f) C 2 ((0, /?] XfO, T] является  
решением задачи  (13) — (15) и у довлетворяет  условиям  (16) — (18). Т ак
к а к  ^ e C 2(Q) ,  то ф ункц ия  —  при г ^ О  тож е п р и н адл еж и т  классу  С2, и,
следовательно , « е С 2( ( 0, /?] X [0, T]).  Н епосредственным вычислением 
у стан авли вается ,  что ф ункц ия  и удовлетворяет  уравнению  (13) в Q и 
условиям  (14) и (15).  В ыполнимость условия (18) устан авли вается  пу
тем предельного  перехода при г—kR в уравнении (13) в силу граничного 
условия  (15). О сталось  показать , что M e C 1(Q) и д л я  этой функции в ы 
полняю тся  условия (16) и (17). И спользуя  п рави ло  Л оп и таля ,  получим, 
что

~  ~  *
Wmu  (г, t)  =  Ф '  (t) +  ¥  ( 0  +  \ F ( t —  т, т) dr.
г - г О  0

Следовательно, u e C( Q) .  Далее, вычислив в формуле (25) производные
ди ди „

и —щ-  и перейдя в полученных выражениях к пределу при г - >  0,

с помощью правила Лопиталя и разложений значений функций Ф (г +  t),

Ф ' ( г  +  0> Ф (г — О» Ф ' (г — О по степеням г установим, что

J S  T  =  »• -  г  W  +  5 ' « )  +  / 4 1 Д г -1 * •

Тем сам ы м  показано , что M e C 1(Q ) .  Т а к  к ак

г ( -^ - ( г ,  0 +  4 - д г ( г’ о) =  - I -{ф "(/- +  О +  ф"(г — 0  +  (г +  о  —
І

- Y ' ( r - f )  +  J - 5 r f  ( г +  ( * - * ) ,  т) — F (г — (t — т), т)] dx) 
о  '

~  ~  dF
и функции Ф" — нечетная, Tf ' — четная, —̂ -четная, то, перейдя в по
следнем равенстве  к пределу  при г->-0, установим, что функция и удовле
творяет  условию (16). Н аконец , р а з л а г а я  по степеням  г значения ф у н к
ций, входящ и х  в правую  часть  равен ства

r  4 -  { f r  ( г + о  _  ф V  _  _  s  ■ о  7  f r f r  -  о  +

+  T  (г +  t) +  І '  (r —  t) —  +  O +  +

t
г d F ( r + ( t - x ) ,  т) дР (г — (/ — т ) , т)
J
0

дг дг
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— 7 "  J I ?  (r  +  (* — т )> x) — F ( r  — (/ — x), t ) ]  dx I,
о '

и переходя в этом равенстве к пределу при г -> 0, установим, что ф ункц ия  
м удовлетворяет  условию (17). Т еорем а до казан а .
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