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1. Устойчивость решений [I] — одна из цен тральны х проблем  теории 
д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений, поставленны х многочисленными п р и к л а д 
ными зад ач ам и . Результаты , полученные в этой области, давн о  и широко 
использую тся в теории управлени я  д л я  стабили зации  собственно не
устойчивых динам ических систем [2]. В классическую  эпоху теории авто
матического регулирования  часто довольствовались  достиж ением  д ля  
систем общ его  свойства устойчивости. С развитием  техники повы ш ались 
требован и я  к  стабили зации. Устойчивые переходные процессы стали  оце
нивать  по различны м  критериям  качества . Н овы й этап  теории стаб и л и 
зации наступил после создания  теории оптимального  управлени я  [3]. 
П ервы м  крупным и практически важ н ы м  прилож ением  теории оп ти м аль
ных процессов к з ад ач ам  стабили зации  яви лся  м етод  Л етова  — К а л м а н а  
аналитического  конструирования  оптим альны х регуляторов  [4, 5]. Н а и 
более эф ф ективно  он используется д л я  стаби ли зац и и  линейных систем 
с квадрати чн ой  оценкой качества  переходных процессов без учета каких- 
либо ограничений на управлени е  и траекторию . И спользовани е  других 
результатов  м атем атической  теории оптим альны х процессов д л я  решения 
услож ненны х проблем стабили зации  сд ер ж и вается  отсутствием эф ф е к 
тивных алгоритмов синтеза оптим альны х систем.

В последнее врем я  в р а м к а х  М инского сем инара  по конструктивным 
проблем ам  оптимального  уп равлен и я  на  базе  методов реш ения эк стре
м альны х за д ач  [6, 7] р а зр а б о т а н ы  алгоритмы  синтеза оптим альны х си
стем управлени я. Ц ел ь  данной работы  — п оказать , каким  образом  эти 
резу л ьтаты  могут прим еняться  д л я  создан ия  оптим альны х стаб и л и зато 
ров с ограниченными уп равляю щ и м и  воздействиями. П р ед л агаем ы е  а л 
горитмы рассчитаны  на реали зац и ю  с помощ ью средств современной в ы 
числительной техники.

2. Р ассм отри м  я-м ерны й дискретны й процесс x ( t ) ,  0, h, . . . ,  опи
сы ваемый уравнением

x ( t - \ - h ) — A ( h ) x ( t ) .  (I)

Д искретны е системы встречаю тся во многих п ри лож ениях  и поэтому 
их исследование п редставляет  сам остоятельны й интерес. В данной р а б о 
те  они играю т вспомогательную  роль  при стабили зации  непрерывных си
стем

х = А х .  (2)

В связи с тем, что п р ед лагаем ы е  д ал е е  стаби ли заторы  рассчитаны на 
реализаци ю  с помощью микропроцессорны х устройств, работаю щ их 
с тактом h > 0, то целесообразно от системы (2 ) перейти к ( I ) ,  положив
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A  (h) — expAh.  В  этом случае  траектории  двух систем ( I ) ,  (2 ) ,  вы ходящ ие 
из одного начального  состояния, будут совпадать  и в моменты ik — kh,  
k = l ,  2 , . . . . С ледовательно, с таби ли зац и я  дискретной системы ( I )  ве
дет  к стабилизации и непрерывной системы (2 ).

П редп олож им , что система ( I )  неустойчива относительно состояния 
покоя х = 0 ,  т. е. сущ ествует такое  (неустойчивое) н ач аль н о е  состояние 
X0^ O ,  что процесс x ( t ) ,  0 , начавш ийся  в момент / = 0  из состояния х0,
о б л а д а е т  свойством ||x ( t )  ||—>-оо, если i-y-oo.

Пусть д ля  стабили зации  системы (I )  доступны ск ал яр н ы е  у п р а в л я ю 
щ ие воздействия « ( / ) ,  / ^ 0 , стесненные ограничением:

| « ( / ) | s £ l ,  / r s 0 . ( 3 )

Будем  считать, что взаим одействие уп равлени я  (3) с объектом  с та 
билизации ( I )  описывается  уравнением

x ( t - \ - h )  = A { h )  x ( t ) - \ - b  [ h ) u { t ) . (4 )
Обозначим

X a =  [ x ^ R n: \ xj  K  a, / = 1 ,  n}, (0 < a  <  oo). (5)

Определение I. Состояние x ( 0 ) e l a  назовем aB -стабилизируемым, 
если сущ ествует тако е  управлени е  u ( t ) ,  / (= T 0- / , =  (0, h, . . . ,  0 —К),  кото
рое  удовлетворяет  ограничению  (3) и п орож дает  траекторию  x ( t ) ,  Z e T 6, 
вдоль  которой вы полняется  условие

* ( 0 ) е Х а . ( 6 )

Систему ( I )  будем н азы вать  а0 -стабилизи руем ой , если все ее состоя
ния л; (0 ) a 0 •— стабилизируем ы .

Если в дополнение к (6 ) вы полняется  соотношение x ( / ) e X pa, / (= T 01 
( р ^ 1), то будем говорить о равном ерной  аб-стабилизируем ости .

Определение 2. Состояние х ( 0 ) е Х а назовем aq0  — асимптотически 
стабили зируем ы м  0 < К < Д ,  если сущ ествует  такое  управлени е  u ( t ) ,  / е  
евТв-h,  которое у д овлетворяет  ограничению  (3) и п о р о ж дает  траекторию  
х ( / ) ,  Z e T 01 вдоль  которой вы полняется  условие x ( 0 ) e X ga. Систему ( I)  
будем н азы вать  а / / 0-асимптотически стабилизируем ой, если все ее со
стояния х ( 0 ) е Х а а / / 0-асимптотически стабилизируем ы .

3. Н а  я зы ке  теории оптим ального  управлени я  в п. 2 рассмотрены  з а 
дачи  о сущ ествовании стаби ли зи рую щ и х  управлений. . Д л я  построения 
последних мож но было бы в духе  линейного програм м и рован и я  ввести 
первую ф а зу  метода. О дн ако  перейдем сразу  к оптим альной стаб и л и 
зации.

Определение 3. Д л я  задан ного  начального  состояния х ( 0 ) е Х а 
адб -асим птотически  стаби ли зи рую щ ее  управлени е  назовем  о п ти м ал ь
ным, если на нем м ин им ально  значение  п ар ам етр а  q, т. е., если оно я в л я 
ется решением задачи:

g -^ -m in ,  х (/ +  h) =  A  (h) х  (/) -f- b (h) и (/),

X(O) =  X01 ( х Д 0 )  | < qa, / = I 1 п,

I и (Z) ( <  I, / е  Де-л • ’

О п тим альное  равном ерно  д а 0-асимптотически стабилизирую щ ее 
управлени е  явл яется  реш ением задачи:

q -> m in, х (/ -f~ h) =  A  (Zi) х (Z) +  b (/г) и (Z)1
х ( 0 )  =  хо, X  (t) E z X pa, t  EzT%)  (8 )

I x J ( 6 )  К д .  / = I 1 п, I и ( Z ) K Z g T .

4. О п ти м альн ы е  управлени я , введенны е в п. 3, принято назы вать  про
грам м ны м и. Они пригодны лиш ь д л я  разом кн уты х  систем управления.
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Н а п р акти ке  ч ащ е  использую тся зам кнуты е системы (системы у п р ав л е 
ния с обратной  связью ),  более приспособленные д л я  пари рован ия  не
учтенных возмущ ений. П одобны е возмущ ения типичны д л я  процессов, 
которы е требуется  стабили зировать .

Опишем схему синтеза стабилизирую щ его воздействия, которое в ы р а 
баты вается  в р еж и м е  реального времени.

П р едп олож и м , что система управления  (4), (3) п р о р аб о тал а  в д и с
кретны е моменты времени 0 , h, . . . ,  т. К моменту т она под действием 
управлений и ( 0 ), . . . ,  u ( x — h)  и внешних возмущ ений да(0 ), . . . ,  w ( x — h) 
находится в состоянии х ( х ) .  В следую щий момент т + / г  она из-за  возн и к
шего возм ущ ен ия  ш (т)  ок аж ется  не в состоянии x ( x - \ - h ) = A ( h ) x ( x ) - \ -  
-\-b (Ii) и ( х ) , а в состоянии х ( х + /г )  = x ( x - \ - h ) - \ - w  ( х ) .

Устройство, которое д л я  каж дого  т ^ О  за  время, не превосходящ ее h, 
при лю бом х ( х -\-h) р еш ает  экстрем альную  зад ач у  вида:

<7 min, x ( t  +  h)  =  A  (/i) х  (Z) +  b ( h ) u  (/),
  V

I x j ( т  +  9 +  h)  I qa, /  =  I ,  п\ х  ( т  +  К) =  х  ( т  4 -  К) - f  w  ( т ) ,  ( 9 )

I и (Z) I I , t GE {х  h , . . . , т - ( - 0 ),

назовем  оптим альны м  стабили затором .
П онятие равном ерного  оптимального стаб и л и зато р а  м ож ет  быть вве 

дено аналогично.
Очевидно, что непосредственное решение зад ач и  (8 ) в каж д ы й  м о 

мент т слиш ком трудоем ко и не м ож ет  быть осущ ествлено за  реально 
приемлемое врем я Ir. П оэтому оптимальное управлени е  u°( - \ x - \ -h ,  
x { x - \ - h ) )  задач и  (8 ) построим с помощью коррекции управления 
и 0(• |т ,  Jc ( т ) ), полученного стабилизатором  в преды дущ ий момент врем е
ни. В качестве  базового д л я  начального  момента т = 0  м ож н о вы брать 
оптим альную  програм м у и°( ■) д л я  (6 ).

С огласно [7], решением задач и  вида (8 ), построенной д ля  м о
м ента т, является  совокупность {«°(- \х, х ( х ) ) ,  S o n ( T ) )  , ГД6 Son (т) =  
— {70п ( т ) , Гоп ( т ) }, / оп(т) CZ J =  {I, 2, . . . ,  я}, Гоп(т) =  {T i, . . . ,  тг}, 
T ^ T i (т) < т 2(т) <  . . . < т г ( т )  ^ т + 0 .

П ри этом вы полняю тся  соотношения:
| / оп(т) I =  | Г 0П(т) I =  I, O ^ / s ^ n ,  d e tP (T )^ = 0 ,  Р ( х )  — І Х І  —  матрица, 
построенная по элем ентам  системы (4).

К оррекц и я  решения {ы0( - ] т ,  т ( т ) ) ,  S o n ( T ) )  состоит в вычислении чи
сел т і ( т + / і ) ,  T2 ( т + f t ) ,  . . . ,  т г (т + /г ) .  Эти числа в общем случае мало  от
личаю тся от соответствующ их чисел т і ( т ) ,  т2(т ) ,  . . . ,  тг(т), известных 
стаби ли затору  в момент времени т. Алгоритм коррекции сводится к к о 
нечной совокупности арифметических операций. И з -за  больш ого объема 
необходимых вспомогательны х сведений описание алгоритм а здесь не 
приводится. Оно будет опубликовано отдельно. О тметим лишь, что 
в основе алгоритм а  л е ж а т  идеи двойственности.
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