
существования полного набора операторов, коммутирующих между со
бой и с оператором уравнения, как необходимое и достаточное условие 
разделения переменных. Это подтверждается доказанной в [6] теоремой 
и рассмотренным нами случаем уравнения Д К  для частицы со спином О 
в поле КН. Можно предположить, что возможность расширения метода 
разделения переменных заложена в тех случаях, когда ф+ф (крест озна
чает обычное эрмитовское сопряжение) не имеет смысла плотности ве
роятности.

Список литературы

1. Б о г у ш  А.  А.,  О т ч и к  В.  С.,  Р е д ь к о  в В. М. О бщ ековариантны й форм ализм  
Д аф ф и н а  — Кеммера и сферические волны для  векторного поля в пространстве де  Сит- 
тера. М инск, 1986. 45 с. (АН БС С Р. Ин-т физики. П репринт №  426).

2. Б о г у ш  А.  А.,  О т ч и к  В. С., P  е д  ь к о в В. М. / /  Изв. АН Б С С Р . Сер. физ.-мат. 
наук. 1986. №  1. С. 58.

3. Б о г у ш  А.  А., О т ч и к  В. С., P  е д  ь к о в В. М. // Vll Всесоюзн. конференц. С ов
ременные теоретические и экспериментальны е проблемы теории относительности и гр а 
витации: Тез. докл. Ереван , 1988. С. 249.

4. Ф у щ и ч  В.  И. ,  Н и к и т и н  А. Г. Симметрия уравнений М аксвелла. Киев, 1983.
5. T и м о щ  е н к о А. И . / / Г равитация и электромагнетизм . 1990. Вып. 5. С. 162.
6. Ф у щ и ч  В.  И., Ж д а н о в  Р. 3 . / / Симметрии и решения нелинейных уравнений 

мат. физ. Киев, 1987. С. 17.
7. Точные реш ения уравнений Эйнштейна /  П од ред. Э. Ш мутцера. М., 1982.
8. Г а л ь ц о в  Д . В. Частицы  и поля в окрестности черных дыр. М., 1986.

П оступила в редакцию  15.10.90.

У Д К  535.34

А Н  ЧАН M O  ( К Н Д Р ) ,  А. Л. Т О Л С Т Я К ,  А. В. Ч А Л Е Н

П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  РАСЧЕТА  
О Т Р А Ж А Т Е Л Ь Н О Й  СПОСОБНОСТИ ОВФ-ГОЛОГРАММ  

В РАСТВОРАХ КРАСИ ТЕ ЛЕЙ

При рассмотрении отражательной способности динамических ОВФ- 
голограмм, формируемых в растворах красителей при встречном че
тырехволновом взаимодействии, ограничиваются, как правило, прибли
жением заданных полей накачки [1—4]. Учет изменения волн накачки 
при их распространении в объеме среды приводит к рассмотрению си
стемы дифференциальных уравнений, которые могут быть решены лишь 
численно [5, 6]. Аналитические аппроксимации численных решений рас
сматривались в [7]. Анализ проводился для двухуровневой модели ре
зонансной среды. Д ля  растворов красителей характерно частичное пе
рекрытие полос поглощения основного и возбужденного уровней, что 
обусловливает необходимость привлечения более сложных спектроско
пических моделей. При этом вследствие низкого квантового выхода лю 
минесценции в возбужденном канале наряду с резонансным механизмом 
нелинейности следует учитывать тепловую нелинейность.

В настоящей работе рассмотрены аналитические приближения, позво
ляющие рассчитать отражательную способность ОВФ-голограмм в кр а
сителях, моделируемых трех- и четырехуровневыми схемами. Учтены пе
реходы между возбужденными синглетными (S i—S 2) и триплетными 
(T i — T2) состояниями молекул.

О траж ательная способность динамических ОВФ-голограмм, равная 
отношению интенсивностей обращенной и сигнальной волн на входе 
в нелинейную среду, в приближении заданной накачки описывается ф ор
мулой [1]

я  =  IФ I2 [ф +  ( I Ф I2 —  Ф2) 1/2 Ctg {(! ф I2 —  Ф2) 1/2 K 0 А / 2 } ] - 2, (1)
где ф — нормированный амплитудный коэффициент нелинейного погло
щения слабых сигнальной и обращенной волн в присутствии мощных по
лей накачки; ф — коэффициент параметрической связи волн; Ко — на
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чальный коэффициент поглощения; L  — длина взаимодействия. Д л я  кр а
сителей, моделируемых трех- и четырехуровневой схемами, имеем [6]:

_  2С+ / А +  +  2С _ /Л _  — \m D + j A \ .  —  I m D J  А ъ_

2 / 2  (5  +  Л + Л _ ) 1/2

Л+ (]/7+ -  V O 2 +  A -  ( / +  +  j/Г )» +  V T j Z  (F+ jA +  -  F J A J )  

/ 2  А+А_  (В +  А+А _ ) ^ ImG1 (2)

G V j J ( F J A + +  F J A J  D J  У - D J  A ^
у  2 А+ А_(В  +  А+ А_)ъ/2 2 / 2  (В+Л+ Л_)1/2’  ̂ ’

где

А ±  =  [1 +  У ( V I + ±  V I - ) 2 + V  ( V J Z  ±  V ^ i V ' 2,

В  =  I +  Y ( / +  +  / - )  +  P ( / +  -  1 - Г ,  C i =  1 +  ( у  -  а )  ( W  ±  / T I ) 2,

Di  =  а  ( У У  ±  V  У Г  +  2P ( 1/7+ ±  /T A )4 +  (yP -  сф) ( / 7 +  ±  / 7 1 ) 8,

=  2  +  Y  ( Vh-  ±  К / - ) 2- G  =  а  +  2 р  ( / +  +  / _ )  +  ( Y P  - а Р )  ( / +  -  1-Г,

/±  — интенсивности встречных волн накачки. П а р а м е тр ы  a = a + i a ,  P =  
=  & + /р и Y хар ак тер и зу ю т  оптические и спектроскопические свойства 
раствора  краси теля .  У читы вая как  резонансны й (ам плитудны й и ф а з о 
вы й), так  и тепловой м еханизм ы  нелинейности, запиш ем :

а  =  ( O 12 +  $ 21 $ 2з)/vPn  ^  ( I  l-l 2 i)>

P =  [ D 23 (-O1Ia +  $ з г )  +  D 32 ( $ 12 +  $ 21 — Ъм )]/V2р21р32 —  
б [D32 (I \^2l)/Vp32 +  D23 (I H132V yA jlb  

У =  (B12 +  B 21)/vp 21 +  B32/v p 3.2 — для трехуровневой (S 0 - S 1-  S 2) и

« =  [$12 (1 +  Р м / Р з і )  +  $21 —  $34Р м / Р з Г / V  (P21 +  P 2з) — б (I —  P21),

P =  [(^3 4  ($12 “ 1“  $43) +  D 43 ( $ 12 $ 3l ) )  P2з / P21 +  D 43 ( $ 12 - ' - $21 ) ] / + / ½  X
X  (р21 +  Pm ) —  б [D43 (1 — р 21)Л ф 43 +  D34 (I — р43) P2J v p 31 (р21 +  р 23)],

Y = [  Di2 ( I + / W p 3I) + D 2i]/w (Р2 1 + Р 2 3 ) + B J v p i3 — д л я  четырехуровневой 
модели к раси теля  (S 0—S 1- D i — D2). З д есь  б = 2 с о (dn/dT) t / cCp, причем 
dn/dT  — термооптический коэффициент, Cp —  теплоемкость единицы о б ъ 
ема, / — врем я; pij — квантовы й вы ход лю минесценции в к а н а л е  і— /.

$ i j  =  $ j j  +  iBij, Hij (ш) связан ы  дисперсионными соотношениями с ко 
эф ф ициентом  Эйнш тейна д ля  вы нуж денного  перехода  BiДсо) ;pij — сум 
м а р н а я  вероятность  спонтанных и безы злучательн ы х  переходов; v — 
скорость света  в среде.

П ри равн ы х  интенсивностях встречных волн накачки  I += J = I 0 вы 
р аж е н и я  д ля  коэфф ициентов  нелинейного поглощ ения ф и п арам етр и че 
ской связи волн ф упрощ аю тся:

_  $ 2 (А +  А* -  8рН) _  (2g/0 +  8p/g) (1 +  Л +  2Л» -  1бр/§)
/ 2 > ( 1  +  Л +  2у/0)1/2

_  (2а /„ +  8р / 20) ( I +  А  -  16 [У2) +  W 20A*
Ф |Х2"ХЗ (1 +  л +  2Т/0)1/2

где Л =  (I +  4Y/ 0 +  16|3 /о ) ' /2.
Зависи м ости  о тр аж ател ь н о й  способности О В Ф -голограм м  от интен

сивности волн н акачки  и оптической плотности среды, рассчитанные по
ф орм улам  (1 ) ,  (4), (5), и зо б р аж ен ы  ш трих-пунктирной линией д ля  к р а 
сителей, м одели руем ы х трех- (рис. 1а) и четырехуровневой схемами

10



IO0 IO1 IO2. IO3 2уІо

Рис. 1. Зависим ости отраж ательной  способности ОВФ -голо- 
грамм R  от суммарной интенсивности волн накачки 2 \1 0 для 
красителей, моделируемы х трех- (а) и четырехуровневой (б) 
схемами, в нулевом (ш трих-пунктирная линия), первом (1), 
втором (2) и третьем  (3) порядке приближ ения при KoL =  5,
H21 =  0,9, рз2ІР2 і =  100 (а ); Щі =  0,1, Ргз/Рзі =  Ю, Р4з/(Ргі +
+  Po з) =  10 (б ). Сплош ные линии соответствую т точному реш е

нию задачи

(рис. 1, б; 2). Расчеты проведены при следующих параметрах среды и из
лучения: возбуждение красителя осуществляется в центре полосы погло
щения S0—Si (1 = 7 0 0  нм), стоксов сдвиг зеркально-симметричных гаус
совых контуров поглощения и испускания составляет 1,6 полуширины 
контура Д (Д =  30 нм), контур поглощения в возбужденном канале 
S i—S 2(Ti— T2) смещен на 1,2Д в длинноволновую область относительно 
основного канала S0—Si, длительность взаимодействия ( = 2 0  не, 
C y idn/dT = — 10~4 Д ж _1-см3. К ак и следовало ожидать, приближение з а 
данной накачки находится в хорошем согласии с точным решением з а 
дачи при небольшой оптической плотности среды KoL sS 0,2, а такж е и 
при большей оптической плотности, когда интенсивности накачки доста
точно для просветления объема нелинейного слоя.

Д ля  нахождения более точных аналитических аппроксимаций при
меним метод учета нелинейного поглощения, приведенный в [7], для двух-



I n=  I0 exp [ - K 0L (I +

-H 2y In— і -f~ 4p /„_ i) ] . (6)

В качестве нулевого прибли
жения принимается заданная 
интенсивность волн накачки I0.

Результаты  расчетов отра
жательной способности ОВФ- 
голограмм, выполненных по 
формулам (1), (4), (5), с зам е
ной интенсивности накачки I0 
на ее эффективное значение I n 
для различных порядков при

ближений ( п =  1, 2, 3) иллюстрируются на рис. 1, 2 кривыми I ,  2 , 3  соот
ветственно. Введение эффективного значения интенсивности позволило 
качественно правильно описать зависимость отражательной способности 
от оптической плотности раствора красителя и расширить диапазон при
менимости аналитических приближений до величины оптической плот
ности K 0L ̂  2. Причем при интенсивностях накачки I0 sS у-1 (см.
рис. 2, а, б),  а такж е I  о ~  у/|3 (просветление возбужденного канала)
(см. рис. 2, г) приближения, полученные для п  =  2, 3, пригодны вплоть 
до значения K 0L  ^  8.

Следует учесть, что при переходе от выражений (2), (3) к прибли
женным соотношениям (4), (5), полученным при равных интенсивностях

K 0L

Рис. 2. Зависим ости отраж ательной  способно
сти R  от оптической плотности раствора к р а 
сителя K 0L  при интенсивностях накачки на 
входе в нелинейную среду 2 у /0 =  0,1 (а ), 1 (б), 
10 (в) ,  100 (г). О стальны е парам етры  те ж е, что 

и на рис. 1, б

уровневой модели среды. Суть 
метода сводится к использова
нию формул для отраж атель
ной способности ОВФ-голо- 
грамм, полученных в прибли
жении заданной накачки, но с 
заменой интенсивности накачки 
на ее эффективное значение, 
играющее роль средней по дли
не взаимодействия величины 
интенсивности. В предположе
нии экспоненциального убыва
ния полей в процессе распро
странения /+ (z ) =Z0 exp (—K z ) , 
I - ( z )  =  I0 exp [— K (L  — z)] — 
эффективное значение ин
тенсивности 7 =  V l +/ -  =  
=  I0 exp (—K L / 2 ) . В свою оче
редь, существует зависимость 
коэффициента поглощения рас
твора красителя К  от интенсив
ности излучения, которая для 
нашего случая имеет вид [8]:
К = K 0 [1 +  (у—cO I] / ( I +  у/ +
+  PI2). Учесть взаимное влия
ние интенсивности излучения 
и коэффициента поглощения 
можно, используя рекуррентное 
соотношение, связывающее п 
и п — 1 порядки приближений:

+  2  ( у  —  а ) 7 я_ і ) / 2  ( 1  +
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волн накачки (I+ =  I - ) ,  пренебрегли членами вида I+ — I- ,  V і + - V i — 
В условиях же сильного поглощения, когда интенсивности волн накачки 
I+(z) и I-(z) существенно различаются в объеме среды, указанные сла
гаемые могут играть определенную роль. Учитывая, что формулы (4),
(5) позволили описать отражательную способность ОВФ-голограмм при 
интенсивностях накачки I0 3= у/р, рассмотрим диапазон небольших ин
тенсивностей. Когда спектроскопические свойства красителя определяют
ся просветлением резонансного перехода S 0- S i и линейным поглощени
ем с возбужденного уровня S i ( P i). Выражения (2), (3) существенно 
упрощаются:

ф =  1 - а / у + а ( 1  +  у ( / + + /_ ) ) /у Л 3/2, (7)

Ф =  2 (а  -  Ьт/ у )  V u T - /Л 3/2 +  2Ьт / Ц П / у ,  (8)

Рис. 3. Зависим ости отраж ательной  способности R  от интен
сивности накачки 2\10

где Л =  1 + 2 у ( / + + / - ) + у 2(/+—I - V ,  Ьт= — SB23( I - I i s i ) I v p 2I для трех- и 
Ьт = —6Вз4(1—р.4з)Р2зЛфз1 (Р21+ Р 23) для четырехуровневой модели кра
сителя. Рассчитав в приближении экспоненциального убывания полей



в процессе распространения среднее по длине взаимодействия значение 
слагаемого у2(1+— 1 - ) 2 и заменив интенсивности I+, /_  в (7), (8) на их 
эффективное значение 7„, запишем окончательные выражения для коэф
фициентов нелинейного поглощения и параметрической связи волн:

ф =  1 — а /7  +  а  (1 +  2у7п) / у А 3/2, (9)

ср =  2 (а  -  Ьт/У) I j A 3I2 +  2bT7n/y ,  (IO)

где

A =  1 +4у~/п +  2 у Ч 2п Hexp (K nL ) - e x p ( - K nL ) ) / 2 K nL - l ] ,  (11)

/Cn =  TC0 ( 1 + 2  (у—а )7 „ ) / (1 + 2 у 7 „ ) .  О тражательная способность ОВФ-го
лограмм при этом по-прежнему описывается формулой (1), а для э ф 
фективного значения интенсивности накачки Tn имеем рекуррентное со
отношение (6), в котором параметр (3 нужно положить равным нулю. 
Результаты  расчетов, выполненных по формулам (1), (9), (10) для трех- 
и четырехуровневой модели красителя, практически совпадают с кривы
ми 1—3 на рис. 2, а, б и представлены штриховыми линиями 1'—3'  на
рис. 2в, 3, отвечающими приближениям п = \ —3 соответственно. Видно
хорошее совпадение с точным решением задачи (сплошная линия) при 
оптической плотности TC0L =¾ 6.

Учитывая весьма компактный вид формул (9), (10), рассмотрим воз
можность их использования такж е без учета слагаемого у2(I+—I - ) 2, т. е. 
когда для коэффициента А имеем простое выражение А =  1+4у/„ .  Из 
формулы (11) следует, что указанное приближение справедливо при м а
лых интенсивностях накачки у7п<с;1, а такж е при небольшой оптической 
плотности раствора красителя, когда e x p (TC71L) ^  1—TCnL. Анализ, про
веденный для различных значений интенсивности волн накачки и опти
ческой плотности среды, показал хорошую точность приближения при 
значениях KoL +  2.

Подводя итог сказанному, отметим, что при анализе реальных ситуа
ций, когда интенсивности накачки недостаточно для просветления воз
бужденного канала и оптимальная оптическая плотность раствора кр а
сителя < 6 , -  для расчета отражательной способности ОВФ-голограмм це
лесообразно применять формулы (1), (9), (10). В случае просветления 
возбужденного синглетного S i—S 2 либо триплетного перехода Tl— 
— 7’2(/о ~  у/Р) необходимо использовать точные выражения для коэффи
циента нелинейного поглощения (4) и параметрической связи волн (5).
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