
к + о о  при t—>Ро-0, и интегралы от них на любом отрезке [(¾- е ,  (¼] не 
ограничены, то решения уравнения (5 ) не могут удовлетворять условию 
А  ни при каких начальных значениях.

Доказательства этих утверждений, несмотря на то, что р(£ ) = const, 
идейно похожи на доказательства теорем 2 и 3.
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О П ТИ М И ЗАЦ И Я  О Ц ЕН КИ  О БЛАСТИ  П РИ ТЯ Ж Е Н И Я  
М ЕТОДОМ  Ф УН К Ц И Й  Л Я П У Н О В А

The paper deals with the problem of the estimation of regions of asymptotic stability for 
continious autonomous nonlinear systems. The assumed problem on the estimation may be 
reduced to the solution of the special problem of nonlinear programming. The example of 
application is reported.

Пусть G — открытое множество, содержащее начало координат 
n-мерного вещественного пространства R n. Предположим, что G связно 
и рассмотрим систему дифференциальных уравнений

x = f  ( х ) ,  xeG, f  ( о )  = 0, ( I )

где функция f:G—>Rn непрерывна и обеспечивает единственность решений 
( I )  в G.

Известно, что теорема Ляпунова об асимптотической устойчивости в 
прямом методе [ I ]  позволяет оценить область притяжения нулевого

feuienHH (см. [2, С. 17 ]). Обобщение этого утверждения содержится в 
3—5 ] и других работах. Центральное место в этом направлении иссле­

дований занимает критерий В. И. Зубова [ 6, теорема 22], однако в 
практическом отношении он недостаточно эффективен. Приведем одно 
из таких утверждений, вытекающее из [4 ].

Теорема I. Пусть для системы ( I )  существует непрерывно диффе­
ренцируемая функция V:G—»R + такая, что:

1) V (x )> 0 V x e G \ {0 ]  и V (O ) = O;
2) область V c = fxeG I0<V (x ) < с )  ограничена;
3) V ( x ) < 0  V xeVc{0 }.

Тогда нулевое решение ( I )  асимптотически устойчиво и.множество V c 
содержится в области притяжения этого решения. Здесь V  — производ­
ная по времени, вычисленная от функции V  в силу системы ( I ) .

В данной статье показывается, что задача о построении наилучшей 
оценки V c области асимптотической устойчивости с помощью теоремы 
I  может быть сведена к задаче нелинейного программирования. Эта же 
идея была использована в работах [7, 8 ] для частного случая систем 
второго порядка, где в качестве функции Ляпунова взята квадратичная 
форма.

Определение I.  Непрерывная определенно положительная функция 
V :G—>R+ называется концентрической на интервале [0, с*[, если множе­
ство уровня V c= (xeGIOssVx< c }  имеет связное компактное замыкание V c 
для всех 0 < с < с  , содержащееся в области G.

Через C0 будем обозначать верхнюю грань всех таких чисел с* 
(возможно, что C0 =  + о о ),  т. е. [О, с 0[ есть наибольший интервал, на 
котором V  является концентрической.

Теорема 2. Пусть для системы ( I )  существуют окрестность U  точки 
X = O b G h непрерывно дифференируемая концентрическая на интервале 
[О, с0[ функция V :G —>R+ такая, что:

I )  V (x )> 0 V x e G \ {0 }  и V (O ) = O;
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2 )V ( x ) < 0  VxgU \ {0 }.
Пусть x° — решение задачи нелинейного программирования

r V (x )- *m in ,  ( 2 )
■ V ( X )  = O,
. х *0.

Тогда для любого числа г такого, что

OCrCm in {  V  ( х ° ) , C0 } ,  (3 )

множество

V r = {  xeGIOCV ( х ) C r }

расположено в области асимптотической устойчивости нулевого решения 
системы ( I ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  . По теореме I  решение х = 0 асимптотически 
устойчиво. Пусть х° — оптимальный план задачи (2 ), а число г
удовлетворяет (3 ). Покажем, что имеет место соотношение

V ( X ) C O  VxeVr\ {0 } .  (4 )

С этой целью предположим противное, т. е. существует точка x*eVr\ {0 } ,  
что V (x*)^0 . Сразу отметим, что равенство V (x * )  = 0 в  данном случае 
невозможно, поскольку, иначе, на плане х* задачи ( 2 ) функция V (x )  
принимала, бы  значение, меньшее, чем в оптимальной точке х°. Следо­
вательно, V ( x * ) > 0.

Далее, множество V r есть. окрестность нуля и поэтому существует 
точка у6V 1TiU, для которой V (y )C 0 .  При этом так как мнoжecтвoVr 
связно (функция V  — концентрическая на интервале [0, с0[),т о  точки 
у и х* можно соединить непрерывной линией, целиком содержащейся 
в V r. П о . построению в концевых точках этой линии непрерывная 
функция V (x )  принимает значения разных знаков. Поэтому в одной из 
точек линии (пусть это будет в точке z * 0) неизбежно выполняется 
равенство V ( z ) = 0  и условие V (z )C V (x ° ) .

С другой стороны, точка z есть план задачи (2 ),  т. е. V (z )> V (x ° )  по 
определению ее решения. Ho это приводит нас к противоречию. Таким 
образом, неравенство (4 ) справедливо. Отсюда в силу ограниченности 
множества V r по теореме I  и следует требуемое.

Теорема 3. Пусть для непрерывной определенно положительной 
функции V:G—» R + существует непрерывная определенно положительная 
концентрическая на интервале [0, с*[ функция (p:G—>R+ такая, что

V (x )> < p (x )  VxeG. (5 )

Тогда функция V  является также концентрической на [0, с*[.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, покажем, что для множеств уров­

ней V c= { xgGI0<V(x ) < с }  ифс= { xgG \ 0 «p( x ) C e } имеет место включение
V cCcp0 Vcg [0, с* [. ( 6)

Действительно, в противном случае для некоторого значения cg[0, с*[ 
существует точка yGV/iG, для которой одновременно выполнялись бы 
неравенства V ( v ) < c  и ф(у)>с. Однако это противоречило бы заданному 
неравенству (5 ), т. е, соотношение ( 6 ) справедливо.

Докажем теперь связность замыкания V c. для 0 < с < с * .  Поскольку 
функция ф концентрическая* то множество фс компактно и связно. Из
( 6) следует, что V ^ c, т. е. V c также компактно. Если V  с несвязно, то 
его можно представить как объединение двух непересекающихся мно­
жеств W 1 и W 2, каждое из которых непусто и компактно. Заметим, что 
функция V  определенно положительная, это, в частности, означает, что 
V c есть окрестность нуля. Поэтому, не нарушая общности дальнейших 
рассуждений, можно считать, что W 2 есть компактная связная окре­
стность начала Rn. Пусть X0 есть решение задачи нелинейного програм­
мирования ф (х )—main, XGFrW2, где FrW 2 — граница множества W 2. Тогда 
ясно, что справедливы соотношения

Ф,(хо; cW 2, V ( x ° )  =с. (7 )

Кроме того, так как W 2C V ^ c, то ф(х°)<с.
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С другой стороны, на основании (5 ), с = У (х ° )х р (х ° ).  Следовательно, 
имеем равенство с = ср(х°). Поэтому из (7 ) вытекают условия: 
WifKfty (хо) = W 1PKpc =ф. Ho последнее невозможно на основании ( 6 ), так 
как FrW 1PiVc4Mj). Следовательно, V c связно. Теорема 3 доказана.

П р и м е р .  Рассмотрим систему двух дифференциальных урав­
нений:

X 1 =  X 2, (8 )
X 2 =  - b f  ( X 1 ) -  ах2,

где а > 0 , b > 0; T ( X 1 )  =  S in ( X 1 - I - S ) - S in S ,  0 < 8 < — .
Возьмем семейство функций Ляпунова

V ( x ) - b * f  f ( t ) d t + ^ - + X  ( b * f  f ( t ) d t + l a X l + X 2 ) 2  ) ,  X > 0 .
O 2 O 2

Производная по времени от нее, равная

V  ( х ) = -  X1Xif ( X1 ) -  ах|, X1 = Xab, 

является определенно отрицательной функцией для

-  (д  + 25 ) K x 1C z -  28. ( 9)

В полосе (9 ) плоскости R 2 функция V  определенно положительна 
и, кроме того, имеет место оценка

V ( x ) ^ + U axi+X2)2. 
v 2 2

Поэтому по теореме 3 функция V  является концентрической, по крайней 
мере, на интервале [ 0, с[ при условии, что эллипс

x i  ( а х ! + х 2 ) 2 =

2 2

не выходит за границу вертикальной полосы (9 ). Производя необходи­
мые вычисления, легко видеть, что наибольшее значение с, при котором 
указанный эллипс содержится в замыкании области (9 ),  соответствует
значению с = C0 = а2 ( л - 2 8 )2. Следовательно, функция V  является кон­

центрической на максимальном в данном случае интервале [ 0, с0[.

Решая для каждого значения Х >0  задачу оптимизации (2 ), получим 
семейство оценок области асимптотической устойчивости нулевого ре­
шения системы ( 8 ). Объединение этого семейства по всем Х > 0  дает
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некоторую суммирующую оценку области притяжения, которая изобра­
жена на рисунке сплошной линией для наборов значений параметров 
задачи а = 0,3; в = I; 5 = 0,412.

Для сравнения приведены оценки области притяжения системы ( 8 ), 
полученные методом Попова (на рис. обозначены + + + ) и ТОП-ме- 
тодом ( ------------ ) в [9 ] с теми же значениями параметров а, в, 5. Пунк­
тирной линией отмечена точная граница области притяжения, постро­
енная в [9 ].
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АСИ М П ТО ТИ ЧЕС КИ  О П ТИ М А ЛЬН Ы Й  РЕ ГУ Л Я ТО Р  
Д Л Я  Л И Н Е Й Н О Й  С И Н ГУ ЛЯ РН О  ВОЗМ УЩ ЕННОЙ СИСТЕМ Ы *

An algorithm for the construction of an asymptotically optimal controller for a linear 
singularly perturbed system is described.

I. В классе скалярных кусочно-непрерывных управляющих воздей­
ствий рассмотрим следующее семейство задач терминального управле­
ния линейной стационарной системой:

J ( u )  = c ( y ( t * ) + p c 2z (t* )-> m a x , ( I )

у = Apy + A 2Z + biu, у ( т ) = у*, 

pz = А 3у + A 4Z + b2u, z ( t )  = z*, (2 )

Iu ( I )K l ,  IeTr = [т , t* ], (3 )

H iy  ( t * ) = gi, H 2Z ( t * ) = g 2, (4 )

где р — малый положительный параметр, у, z, gb g2 — векторы 
размерности n1; n2, Hi1, т 2 соответственно (m 1 < n 1, m2«Sn2), а остальные
элементы задач имеют соответствующие размеры. Предполагается, что:

а) матрица A 4 является устойчивой, т. е. действительные части всех 
ее собственных значений отрицательны.

Кусочно-непрерывное управление u(t, р ), teT7, для которого выпол­
нено условие (3 ),  назовем допустимым, если порожденная им траекто­
рия системы (2 ) удовлетворяет терминальным ограничениям (4 ). Если 
же равенства (4 ) выполняются с точностью до О (р ), то управление 
будем называть асимптотически допустимым. Асимптотически допусти­
мое управление назовем асимптотически оптимальным, если оно откло­
няется по критерию качества ( I )  от оптимального управления на 
величину порядка О (р ).

В реальных условиях динамические системы функционируют в при­
сутствии возмущений, не учтенных в модели ( 1 ) - ( 4 ) .  Предположим, 
что в некотором конкретном случае поведение системы на промежутке
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