
Интегралы Z1 и / 2 вычислены в леммах I и 2, для оценки интеграла /3 
воспользуемся неравенством Коши—Буняковского:

з

sin е)
. t - в  s in ——

Таким образом,

I т - с 2я ( х -  f ) s  

2

2 [(і + х л(0))х2я(е) + ^ ( 0)] 
л  (в)

[ M 9W fl + я., (9 » g , (е) + g„(e)] 
я£,(в)

CO

/  • А  Лsm 0

I
V V 4 ( 6 ) /

+  CO
sinGШ

U 9X

, х  = cos 0, X е [-1; I].

Теорема 2 доказана.
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОДНОЗНАЧНОСТИ 
ПОДВИЖНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ КУБИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

The necessary conditions of uniqueness of movable singularities for a system of two differential 
equations with cubic nonlinearities have been obtained. The degenerative cases when the symplifying 
linear transformation of the unknown functions does not work have also been considered.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

I x '  =  CC0 + O t1X T O t2T + • • •  +  (X6X 3 +CX7X 2T +  O W 2 +  Ot9T 3 =  Р з ( х ,  у),  ^

I /  =  Po +  P i *  +  P 2 P  +  • • • +  Р б*3 +  № 2У +  P g V  +  Р з У 3 =  Qi (* »  У)>
где Ot0 = а 0(г),..., р9 = P9(z) — голоморфные функции z  в области D c C ,

д д
(Дз, £?з)= 1> ZeC, (х, у )еС 2, С=Се/{ос}, троеточия означают невыписанные 
члены второй степени относительно х, у. Целью статьи является нахо
ждение необходимых условий однозначности подвижных особенностей 
системы (I), т. е. условий принадлежности ее класу Р. Системам с куби
ческими нелинейностями посвящены работы [I, 2]. Следует отметить, 
что в данных статьях не рассматриваются вырожденные случаи, когда 
упрощающие линейные преобразования искомых функций не действуют. 

С помощью линейного преобразования
х - Х +  р(г)к, у  -  У, (2)

где ц(ф — любой из корней уравнения



CX9 +  ( a 8 -  р9)д + ( a 7 -  р8)д2 +  ( a 6 -  р7)д3 -  р6д4 = О, (3)
исходная система приводится к  виду, не содержащему Y 3 в первом урав
нении:

(Х ' = U0 + U1X  + O2Y+.. .+а6Х 3 + U1X 1Y  + U8X Y 1,

{ р  = Ь0 + ЬхХ  + Ij2Y +.-..+Ь6Х 3 + b2X 2Y  + Zj8X Y 1 + Zj9Y 1.

В (4) коэффициенты uq=uq(z) ,  b9=Zj9(Z) определенным образом выра
жаются через Ot0, •••, P9 и д, т. е. O0 = сх0— р0д, Zj9 = P9 + р8д + р7д2+ р6д3. 
Вводим в систему (4) параметр к  по формулам: X =  %, Y =  т|/к ,  z =  Zo+Z.21, 
где Zoe D (ниже по тексту Zo также берется из D) [3]. Соответствующая 
система нулевого приближения есть

= Й5(^))л2 + O8(Z0) W ,  Ц' =  ^9(го)Л3- 
Очевидно, что последняя система имеет многозначные подвижные осо
бенности, за исключением случая, когда Zj9 (zo) -  0. Так как — любая 
точка из D, то для однозначности подвижных особенностей системы (4) 
(т. е. принадлежности ее P-типу) необходимо, чтобы Zj9 (z) = 0. Более под
робно это условие записывается так:

р9+ р 8д+р7д2+р6д3 -  0, (5)
где д =  д (г) удовлетворяет уравнению (3).

Таким образом, верна следующая
Теорема I. Для того, чтобы система (I) не имела многозначных по

движных особенностей, необходимо выполнение условия (5), где д = 
=д(г) —любой корень алгебраического уравнения (3) (предполагается, что 
корни этого уравнения существуют).

Зимечание. Выразим функцию д =  д (z) через коэффициенты исход
ной системы (I). Умножая (5) на д (z) и складывая полученное уравнение 
с (3), получим уравнение ос6ц3 +  ос7ц2 +  ос8д +  019 =  0. Пусть Ф 0 (если 
аб = 0, то д удовлетворяет квадратному уравнению, которое легко решает
ся). Таким образом, будем рассматривать кубическое уравнение 
д3+дд2+£д+с =  0, где и =  сх7/сх.б, b =  сх8/осб, с  =  0.9/0¾. С помощью замены 
д=  д -  и /  3 кубическое уравнение для д приводится к  виду
ц3 + рр + q = 0, где р = — й2/3 + b, q = 2и3/27 ~(ub) /3 + с. Используя формулу

Кардано, получим д = г + s = \

где г  и s удовлетворяют равенству rs = — р/3. Тем самым д (а значит, и 
д) выражается через коэффициенты исходной системы (I). Аналогичным 
образом функция v =  v(z) может быть выражена через коэффициенты 
исходной системы (см. теорему 3).

Возможен случай, когда уравнение (3) не имеет корней, т. е. когда 
реализуются тождества

“ 8 U )  -  P9 (О = о, »7 (г) -  Ps U ) s  о, 
а 6( г ) - р 7 ( г )  = о, P6U )  s  о, а 9( г ) # о .

В этом случае имеем систему

(6)

Ix' = Ot0 +ape + Ot2 P  + . . .  + Oc6 X 3 + ос7х2р + а 8ху2 + сх9р 3,

I /  =  Po + P i *  +  Р г У  + - . .  +  Oi6X 2P +  Ot7Xy2 +OC8P 3,
(7)

где Ot9 = a 9(z) ¥ 0. Вводя в (7) параметр к по формулам х =  SJk, у  -  г\, 
Z =  Z0 +ZJt и рассматривая систему нулевого приближения, получаем, 
что для принадлежности этой системы P-типу необходимо, чтобы 
a e(z) = 0- Преобразуем систему (7) (условие a 6(z) = 0 имеет место) с
4 0



помощью формул X  =  % /  А.3 , у  =  г] / X 2 , z  =  Z0 + ^ t .  При Ot7(Z0) *  0 со
ответствующая система нулевого приближения = ot7(z0)£2r|> л' =
= a 7(Z0)^p2 сводится к уравнению %" = (3 /¾ ¾ '2, которое имеет много
значные подвижные особенности [3]. Итак, если (7) (при a 6( z )  = 0 ) — Р-ти- 
па, то необходимо a 7(z) = 0. С учетом условий ot6( z )  = ot7( z )  = 0 будем 
рассматривать систему

где второе уравнение содержит только один член третьей степени. Пусть 
х = \  /  X, у  = л /  К  Z = Z0 + ^2/. При X=O получим систему %' = a 8(z0) ^ |2 + 
+ а 9(г0)л3> Л' = а 8(г0)л3, которая заведомо имеет многозначные подвиж
ные особенности, если a 8(z0) * 0. Таким образом, если (8) обладает 
свойством Пенлеве (т. е. принадлежит Р), то необходимо выполнение 
тождества a 8(z) = 0. С учетом этого условия сделаем над системой (8)
преобразование х = £ /  X4, у  = л /  ^3, Z = Z0 + (Z0 и такое, что
Ot9(Z0) * 0 ). В результате (при X=O) получим систему %' = а , ^ ) л \  
г)' = P3(Z0)C12, которая является автономной системой Гамильтона. Ис
ключая из последней системы с помощью первого интеграла

— ot9(z0)p4 -  —Рз(^і)^3 = Со (Q) — произвольная постоянная) переменную

Л(z) [4], получим уравнение первого порядка

По теореме Фукса [5] имеем следующее: если уравнение (9) — Р-типа, 
то необходимо P3(Z0) = 0 (условие a 9(z0) *■ 0 учтено). Тем самым мы по
лучили утверждение: если (8) (при a 8(z) = 0 ) есть система класса Р, то 
необходимо p3(z) = 0, и она имеет вид

Jx ' = Ot0 +Ot1X + a 2jt +Ot3X2 + a 4xjt+ a 5jt2 + a 9jt3, ^

I /  = Po + Plx + р2 У + Ра*У + Psy2-
Полагая в (10) х = с /  X1, у  = г \ /  X2, z = Z0 + X3/ , будем иметь систему 

нулевого приближения = ot9(z0)p3 +Qt3(Z0)^2, л' = Р4(^о)4л> которая 
сводится к уравнению

Решения (11) имеют многозначные подвижные особенности, если 
P ^ o ) *  О [3] (учитываем то, что a 9(z0) + 0 ). Отсюда следует, что для 
системы (10) необходимым условием принадлежности ее классу P яв
ляется тождество P4 (z) = 0 . В итоге доказана

Теорема 2. Пусть для системы (I) выполняются условия (6). Для того, 
чтобы соответствующая система была P-типа, необходимо, чтобы она 
имела вид

Система (4) с учетом условия b9(z) = 0 записывается следующим об-

X '  =  O l0 +  O l1X  +  O l2 J t + .  . .  O l8 X Jt2 +  O l9 J t 3 ,

У' = Po + Pix + P гУ +• ■ ■ + а 8^3>
(В)

^ 4 -  64a9(z0) ^  P3Qo)^9 + \ p ] ( z 0) C ^  + Pi (Z0)Cfe3 + C30 = 0. (9)

(H)

(В,)

разом
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I x ' = A0 + G1X  + a2Y +. . .+G6X 3 + G7X 2Y  + Gi X Y 2,

[ 7 ' = A) + IhX + Iy2Y+...+b6X 3 + + Iyi X Y 2.
Пусть

X  -  и, Y  = v(^)w + v, (13)
где и, V — новые искомые функции, a v(<;) — любой из корней урав

нения
As + (А -  fl«)v + (As -  й?)у2 -  flSy3 = °- (14)

В результате получим систему
Iu1 = A0 + A1U + A2V+. . .+A6U3 + A7U2V + Ai Uv2 , ^

[v' = B0 + B 1U +  B 2V+.. .+B7U2V +  Bi Uv2,

где A0 = A0( Z) , . . . ,  Bs = Bs(z) — голоморфные функции z, которые опреде
ленным образом выражаются через a0, . . . , b s и v, в частности A6 = 
= а6 + a7v + A8 v2. С  помощью преобразования и = % /  X, v  = р, z = Z0 + X21 в 
(15) вводим параметр I . Это дает систему нулевого приближения 
4' = M Z o ) ^ ’ 1Y = £ 3(^0½2 + £ 7 ( ^ 4  Очевидно, что если A6(Z0) * 0 , то 
последняя система g Р. Значит, необходимое условие принадлежности 
(15) классу P есть тождество A6 (Z) = 0 , т. е.

а6 +s37v + a8v2 s  0, (16)

где v(z) — корень уравнения (14). Значит, справедлива
Теорема 3. Для того, чтобы система (12) была P -типа, необходимо вы

полнение тождества (16), где v(z) — любое решение алгебраического 
уравнения (14) (условия существования корней для (14) имеют место).

Замечание. Здесь также возможен случай, когда уравнение (14) не 
имеет корней, т. е. когда реализуются условия b6(z) Ф 0, fy(z) -  a6(z) = О, 
bs( z ) - a 7(z) = О, A8(z) = 0. В этом случае получается следующее: если со
ответствующая система (12) — P-типа, то необходимо, чтобы она имела 
вид

(X ' =G0 +G1X + G 2Y+ G 3X 2

[ 7 ' =  b0 + b,X +  b2Y  +  ЬЪХ 2 +  b<XY +  Ь6Х \

Для обоснования этого утверждения применяется метод малого пара
метра аналогично изложенному выше.

Из всего вышеизложенного вытекает
Теорема 4. Если исходная система (I) еР, то:
1) либо она с помощью линейных преобразований (2), (13), где ц(г), 

v(z) удовлетворяют соответственно уравнениям (3), (14), приводится к 
виду, не содержащему кубов искомых функций (т. е. a3, v3) в обоих урав
нениях;

2) либо она сводится к системам (ДД или (B2), когда алгебраические 
уравнения (3) или (14) не имеют решений.
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