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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîáëåìà óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ðàñïðåäåëåíèé) äî ñèõ ïîð
ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè òåîðèè íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, à òàêæå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîèçâåäåíèÿ,
íå îïðåäåëåííûå â êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îá-
ùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïî çàäàííîìó
ïðîñòðàíñòâó îáîáùåííûõ ôóíêöèé E äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû G è âëî-
æåíèÿ R : E → G, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé êàê ýëåìåíò àëãåáðû G.

Ýëåìåíòû ïîñòðîåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû G ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé íîâûå îáúåêòû, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ðÿä ñâîéñòâ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, íî
â òî æå âðåìÿ äîïóñêàþò êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ. Òà-
êèå îáúåêòû íàçûâàþò íîâûìè îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè, èëè ìíåìîôóíêöè-
ÿìè. Ñâÿçü ìíåìîôóíêöèé ñ êëàññè÷åñêèìè îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ àññîöèèðîâàííîñòè: íà ÷àñòè àëãåáðû G
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíåìîôóíêöèè íåêî-
òîðóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà E.

Ðàçëè÷íûå àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Â.Ê. Èâàíî-
âà, Þ.Â. Åãîðîâà, Á. Äàìÿíîâà è Õ. Õðèñòîâà, Ñ.Ò. Çàâàëèùèíà è À.Í. Ñåñå-
êèíà, Ý. Ðîçèíãåðà è äð. Íàèáîëüøèé ðåçîíàíñ â ýòîì íàïðàâëåíèè âûçâàëè
ðàáîòû Æ.-Ô. Êîëîìáî, ïîýòîìó ïîñòðîåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå àëãåáðû
ìíåìîôóíêöèé ÷àñòî íàçûâàþò àëãåáðàìè òèïà Êîëîìáî. À.Á. Àíòîíåâè÷åì
è ß.Â. Ðàäûíî áûë îïèñàí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàñøèðåíèé àëãåáð,
â òîì ÷èñëå è ïîñòðîåíèþ àëãåáð ìíåìîôóíêöèé.

Îäíà èç îñíîâíûõ òåíäåíöèé â òåîðèè ìíåìîôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñèñòå-
ìàòèçàöèè, îáîáùåíèÿõ è ïðèëîæåíèÿõ èìåþùèõñÿ êîíñòðóêöèé àëãåáð ìíå-
ìîôóíêöèé, à äðóãàÿ ñâÿçàíà ñ àíàëèçîì êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ïðîèçâåäå-
íèé â àëãåáðàõ ìíåìîôóíêöèé. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà
ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé àññîöèèðîâàíî ñ êëàññè÷å-
ñêîé îáîáùåííîé ôóíêöèåé è åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèåì. Âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ ñëó÷àåâ, îäíàêî îáùèå çàêî-
íîìåðíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå áûëè îáíàðóæåíû. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî âîçíèêàåò çàäà÷à âûäåëåíèÿ êëàññà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèç-
âåäåíèé â óêàçàííîì ñìûñëå.

Îäèí èç òàêèõ êëàññîâ îáðàçîâàí òàê íàçûâàåìûìè ðàöèîíàëüíûìè ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ðà-
öèîíàëüíûå ôóíêöèè. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèÿõ è â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, â ñâÿçè ñ ÷åì èõ äåòàëüíûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòóàëüíóþ
çàäà÷ó.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ðàöèîíàëüíû-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, è ïîëó÷åíèå ÿâíûõ óñëîâèé, êîãäà ïðîèçâåäåíèå àññî-
öèèðîâàíî ñ êëàññè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåíû âîïðîñû î ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàí-
ñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâ-
íåíèé äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà óêàçàííûé îáîáùåííûé êî-
ýôôèöèåíò, òàêèì îáðàçîì ýòîò âîïðîñ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñ çàäà÷åé
óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÍÈÐ 2016-2020 ãã. ïî òå-
ìå 1.4.04 "Íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ïåðåõîäíûìè ðåæèìàìè:
ñïåêòðàëüíûé è ôðàêòàëüíûé àíàëèç ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ôèçè÷åñêèì, ýêîíî-
ìè÷åñêèì è ýêîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì", âõîäÿùåé â ãîñóäàðñòâåííóþ ïðîãðàì-
ìó "Êîíâåðãåíöèÿ-2020", � ÃÐ 20161427.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àëãåáð ðàöèîíàëüíûõ
ìíåìîôóíêöèé è ïðèëîæåíèå èõ ñâîéñòâ ê èññëåäîâàíèþ ñìåæíûõ çàäà÷.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èññëåäîâàòü àëãåáðû, ïîðîæäåííûå ñïåöèàëüíûìè êëàññàìè ðàöèîíàëü-
íûõ ìíåìîôóíêöèé, âûäåëèòü îáðàçóþùèå ýòèõ àëãåáð, â ÿâíîì âèäå îïèñàòü
ïðàâèëî óìíîæåíèÿ â íèõ.

2. Ïîëó÷èòü ÿâíûå óñëîâèÿ, êîãäà ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé àññîöèèðîâàíî ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì.

3. Âûÿñíèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðû ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé.
Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé, àññîöèèðî-
âàííûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè ìíåìîôóíêöèÿìè; ñïîñîáû âëîæåíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèé â àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé; ïðîáëåìà óìíîæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé.

Âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåí êàê åãî áîãàòûì ìàòåìàòè÷åñêèì
ñîäåðæàíèåì, òàê è ðàçíîîáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íîâèçíà è îñ-
íîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Àëãåáðû ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé íà ïðÿìîé è íà îêðóæíîñòè îïè-
ñàíû ÿâíî, ÷òî ïîçâîëèëî ïðîâåñòè ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ àë-
ãåáð è èõ ïðèëîæåíèé ê äðóãèì çàäà÷àì.

2. Âûäåëåí êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ.

3. Ïîëó÷åíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñåìåéñòâà ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Àíàëèç ñòðóêòóðû àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ðàöèîíàëüíûìè ìíåìîôóíê-
öèÿìè íà ïðÿìîé è íà îêðóæíîñòè: îïèñàíèå ýëåìåíòîâ àëãåáð, âûäåëåíèå
îáðàçóþùèõ è çàäàíèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ â ÿâíîì âèäå.

2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå ðàöè-
îíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì.

3. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñåìåéñòâà ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöè-
åíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.
Ðîëü íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ À.Á. Àíòîíåâè÷à ñîñòîÿëà â ïîñòàíîâêå ðàññìîò-
ðåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ è àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû,
îïóáëèêîâàííûå â ñîàâòîðñòâå, ïðèíàäëåæàò àâòîðàì íà ïàðèòåòíûõ íà÷à-
ëàõ.

Èç ñòàòüè [1], íàïèñàííîé â ñîàâòîðñòâå ñ À.Á. Àíòîíåâè÷åì è Å.Â. Øêà-
äèíñêîé, â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíî îïèñàíèå àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé íà
îêðóæíîñòè, ïîëó÷åííîå ëè÷íî àâòîðîì.
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Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè åå

ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèé:

- XVII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì "ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß-2017" (Ìèíñê, 16�20 ìàÿ
2017 ã.);

- XVIII ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì "ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß-2018" (Ãðîäíî, 15�18 ìàÿ
2018 ã.);

- ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-
ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ � IX"
(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 22�25 àïðåëÿ 2019 ã.);

- XIX ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì "ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß-2019" (Ìîãèëåâ, 14�17 ìàÿ 2019 ã.);

- ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "XXX Êðûìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ øêîëà-ñèìïîçèóì ïî ñïåêòðàëüíûì è ýâîëþöèîííûì çàäà÷àì
(ÊÐÎÌØ-2019)" (Áàòèëèìàí, 17�29 ñåíòÿáðÿ 2019 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà 81-îé è 82-îé
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòà-
âà, íàó÷íûõ ñîòðóäíèêîâ è àñïèðàíòîâ (ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì) ÁÃÒÓ
(Ìèíñê, 1�12 ôåâðàëÿ 2017 ã., 1�14 ôåâðàëÿ 2018 ã.).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÁÃÓ (Ìèíñê, 2017, 2018, 2019 ã.), à òàêæå
íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÁÃÓ (Ìèíñê, 2018 ã.).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, èç
íèõ 5 ñòàòåé â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 18 Ïîëîæåíèÿ î ïðèñóæ-
äåíèè ó÷¼íûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷¼íûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü
(îáùèì îáú¼ìîì 3,2 àâòîðñêîãî ëèñòà), 2 ñòàòüè â äðóãèõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ,
3 ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé è 4 òåçèñîâ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, îáùåé
õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî
ñïèñêà. Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðû è îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëå-
äîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ
âî âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâàõ. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
105 ñòðàíèö, â òîì ÷èñëå 2 ðèñóíêà çàíèìàþò 1 ñòðàíèöó. Áèáëèîãðàôè÷å-
ñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 71 íàèìåíîâàíèå, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûå ïóáëèêàöèè
ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,
îáîñíîâûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü èññëåäîâàíèÿ àëãåáð ðàöèîíàëüíûõ ìíåìî-
ôóíêöèé, à òàêæå âûäåëåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé,
äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,
êîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå àññîöèèðîâàíî ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì; ïðèâåäåí
êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå.

Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé D(R) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ íà R ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿ-
æåííîå ê D(R), ò.å. ìíîæåñòâî D′(R), ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà D(R), íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé,

èëè ðàñïðåäåëåíèé, íà R. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f íà îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ

îáîçíà÷àåòñÿ
〈
f, ϕ

〉
.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàäàííî äèôôåðåíöèðîâàíèå è îïðåäåëåíî óìíîæå-
íèå íà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ. Ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî èí-
òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L1

loc(R) âêëàäûâàåòñÿ â D′(R) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè u � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ôîðìóëà〈

fu, ϕ
〉
=

∫
R
u(x)ϕ(x)dx

çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Ïðèìåðàìè íåðåãóëÿðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñèíãóëÿðíûõ ) ñëóæàò äåëüòà-

ôóíêöèÿ Äèðàêà � ôóíêöèîíàë, êîòîðûé íà îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ äåéñòâóåò
ïî ïðàâèëó

〈
δ, ϕ
〉
= ϕ(0), è ðàñïðåäåëåíèå P

(
1
x

)
, çàäàííîå ôîðìóëîé〈

P
(1
x

)
, ϕ
〉
= v.p.

∫ +∞

−∞

ϕ(x)dx

x
,
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ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.
Íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé íåâîçìîæíî çàäàòü àññîöèàòèâíóþ

è êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, äàæå ââåäåííîå óìíîæåíèå íà ãëàä-
êóþ ôóíêöèþ íåàññîöèàòèâíî. Ýòî èëëþñòðèðóåò ïðèìåð Ë. Øâàðöà1, îïè-
ñûâàþùèé ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé P

(
1
x

)
, x è δ. Ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì(

P

(
1

x

)
x

)
δ = 1× δ = δ,

ñ äðóãîé ñòîðîíû

P

(
1

x

)(
xδ
)
= P

(1
x

)
× 0 = 0.

Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû óìíîæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòîèò âî
ââåäåíèè íîâûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ðÿä ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé,
íî äîïóñêàþò êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, ò.å. îáðàçó-
þò àëãåáðó. Òàêèå îáúåêòû íàçûâàþò íîâûìè îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè èëè
ìíåìîôóíêöèÿìè. Ïî ñâîåé êîíñòðóêöèè ìíåìîôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ñåìåéñòâ ãëàäêèõ ôóíêöèé [fε], çàâèñÿùèõ îò ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà ε. Ñâÿçü ìíåìîôóíêöèé ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ àññîöèèðîâàííîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíåìîôóíêöèÿ [fε] àññî-
öèèðîâàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì f, åñëè ñåìåéñòâî fε ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
ðàñïðåäåëåíèé D′(R) ê f. Â îáùåì ñëó÷àå èíôîðìàöèþ î ìíåìîôóíêöèè äà-
åò àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí

〈
fε, ϕ

〉
, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòî â

ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé D′(R) ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
âèäà 〈

fε, ϕ
〉
∼

∞∑
k=k0

〈
uk, ϕ

〉
εk, uk ∈ D′(R). (1)

Â ðàçäåëå 1.3 ïðèâåäåíî èçâåñòíîå îïèñàíèå àëãåáðû ìíåìîôóíêöèé íà
ïðÿìîé G(R). Â íåé ñîäåðæèòñÿ ïîäàëãåáðà ìíåìî÷èñåë C∗, ïîðîæäåííàÿ
ïîñòîÿííûìè, ò.å. ñåìåéñòâàìè wε, íå çàâèñÿùèìè îò x. Â ÷àñòíîñòè, ýòà
àëãåáðà ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà Cεk, C ∈ C, ïðè÷åì ïðè k > 0 èìååì
áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû, à ïðè k < 0 � áåñêîíå÷íî áîëüøèå.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð R : D′(R) → G(R), ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ f åãî îáðàç R(f) = [fε] àññîöèèðîâàí ñ f, íàçûâàåòñÿ ñïîñîáîì

àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé èç D′(R). Ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ïîðîæäàåò
âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé â àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé G(R), ÷òî

1Schwartz, L. Sur l'impossibilit�e de la multiplication des distributions / L. Schwartz // C. R. Acad. Sci.
Paris. � 1954. � Vol. 239. � P. 847�848.
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ïîçâîëÿåò çàäàòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êàê ýëåìåíò àë-
ãåáðû G(R) ïî ôîðìóëå

f ⊗R g := R(f)R(g) ∈ G(R).

Ââåäåííîå óìíîæåíèå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, òàê êàê, ñîãëàñíî
ïðèìåðó Øâàðöà, îíî íå ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàííûì ñ êëàññè÷åñêèì, ò.å. íè
ïðè êàêîì âëîæåíèè íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

R(fg) = R(f)R(g) äëÿ âñåõ f ∈ D′(R), g ∈ C∞(R).

Â ðàçäåëå 1.4 ïîñòðîåíà àëãåáðà ìíåìîôóíêöèé íà îêðóæíîñòè, â êîòîðîé
òàêæå ñîäåðæèòñÿ ïîäàëãåáðà ìíåìî÷èñåë C∗ ; âûäåëåí ðÿä ñâîéñòâ âëîæå-
íèé ðàñïðåäåëåíèé â äàííóþ àëãåáðó [1, 2].

Â ðàçäåëå 1.5 îïèñàíû îñíîâíûå èäåè ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè
ìíåìîôóíêöèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðàñïðå-
äåëåíèé íà ïðÿìîé è èçîìîðôíîå åìó ïðîñòðàíñòâî D′(S1) ðàñïðåäåëåíèé
íà îêðóæíîñòè. Ïîñòðîåíî âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà D′(S1) â àëãåáðó ìíåìî-
ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîëó÷å-
íî îïèñàíèå ïîäàëãåáðû, ïîðîæäåííîé ðàöèîíàëüíûìè ìíåìîôóíêöèÿìè.

Â ðàçäåëå 2.1 ñòðîèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèé íà
îêðóæíîñòè. Òàê êàê êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå èç D′(S1) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôó-
ðüå, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ck âîçðàñòàåò íå áûñòðåå
íåêîòîðîé ñòåïåíè |k|, îïðåäåëåíà ïàðà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (f+, f−),
ãäå

f+(z) =
∞∑
0

Ckz
k, |z| < 1,

f−(z) =
−1∑
−∞

Ckz
k, |z| > 1,

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ

f ∈ D′(S1) íà îêðóæíîñòè. Íèæå ìû îòîæäåñòâëÿåì èñõîäíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé: çàïèñûâàåì
f = (f+, f−). Ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ra ðàñïðåäåëåíèÿ f ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ÷åðåç
çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ ðàäèóñà 1 − ε è
ðàäèóñà 1

1−ε :
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Ra(f) = [fε], fε(z) = f+((1− ε)z) + f−
( z

1− ε

)
=

∞∑
−∞

Ck(1− ε)|k|zk. (2)

Òåîðåìà 2.2. [2] Ôîðìóëà (2) çàäàåò âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà D′(S1)
â àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé G(S1), ïðè÷åì ðàâåíñòâî

Ra(fg) = Ra(f)Ra(g)

íå âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f, g ∈ C∞(S1) , íî âûïîëíåíî äëÿ ïàð ôóíê-

öèé, èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå f = (f+, 0), g = (g+, 0), ãäå ôóíêöèè f+ è

g+ íåïðåðûâíû â çàìêíóòîì êðóãå |z| ≤ 1, à òàêæå äëÿ ïàð ôóíêöèé âèäà

f = (0, f−), g = (0, g−), ãäå f− è g− íåïðåðûâíû â îáëàñòè |z| ≥ 1.
Â ðàçäåëå 2.2 ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è èñ-

ñëåäóåòñÿ ïîðîæäåííàÿ èìè ïîäàëãåáðà â àëãåáðå ìíåìîôóíêöèé.
Ðàñïðåäåëåíèå f íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè ïðè åãî àíàëèòè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè f± ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé z. Óìíîæåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè (f+, 0) è (g+, 0), à òàêæå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè (0, f−) è (0, g−)
ñîâïàäàåò ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îä-
íàêî ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè (f+, 0)
è (0, g−) îïðåäåëÿåòñÿ ïî äðóãîìó ïðàâèëó, êîòîðîå äëÿ ïðîñòåéøèõ ðàöèî-
íàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ëåììà 2.1. [5] Åñëè |ξ| ≥ 1, |η| ≤ 1, òî ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé

f =
(

1
z−ξ , 0

)
è g =

(
0, 1

z−η

)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Ra(f)Ra(g) = c1(r; ξ; η)Ra(f) + c2(r; ξ; η)Ra(g), (3)

ãäå c1(r; ξ; η) =
r2

ξ−ηr2 , c2(r; ξ; η) =
1

ηr2−ξ , r = 1− ε.
Â ñëó÷àå, êîãäà ξ = η, êîýôôèöèåíòû â ïðîèçâåäåíèè (3) ÿâëÿþòñÿ áåñ-

êîíå÷íî áîëüøèìè è òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì.
Ïðèìåðîì ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, íå ñîãëàñîâàííîãî

ñ êëàññè÷åñêèì óìíîæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà ïðè âëîæå-
íèè Ra è ðàöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì
(0, g−), îïèñàííîå ñëåäóþùåé ëåììîé.
Ëåììà 2.2. [5] Åñëè |η| ≤ 1, òî

(z, 0)×
(
0,

1

z − η

)
=

(
1,

η

z − η

)
;

(zn, 0)×
(
0,

1

z − η

)
=

( n−1∑
k=0

zkηn−1−k, ηn
1

z − η

)
.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ ìíåìîôóíêöèè ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè, íàèìåíüøåå
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå îáðàçû ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé ïðè âëîæåíèè Ra, íå îáðàçóåò àëãåáðó. Ëåììû 2.1 è 2.2 ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü îïèñàíèå àëãåáðû A(S1), ïîðîæäåííîé ðàöèîíàëüíûìè ìíåìîôóíê-
öèÿìè íà îêðóæíîñòè.
Òåîðåìà 2.6. [5] Àëãåáðà ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé íà îêðóæíîñòè

A(S1) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

m∑
k=0

A+
k (ε)(1− ε)

kzk +
n+∑
k=1

p+k∑
j=1

B+
kj(ε)

((1− ε)z − ξk)j
+

n−∑
k=1

p−k∑
k=1

B−kj(ε)

( z
1−ε − ηk)j

,

ãäå |ξk| ≥ 1, |ηk| ≤ 1, A+
k (ε), B

+
kj(ε), B

−
kj(ε) ∈ C∗. Â ýòîé àëãåáðå ýëåìåí-

òû âèäà Ra

(
1
z−ξ , 0

)
, Ra

(
0, 1

z−η
)
è Ra(z, 0) ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè. Çàêîí

óìíîæåíèÿ çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñîîòíîøåíèÿìè èç ëåìì 2.1 è 2.2.

Â ðàçäåëå 2.3 äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá
îïðåäåëåíèè óñëîâèé àññîöèèðîâàííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì.
Íåòðèâèàëüíîñòü äàííîãî âîïðîñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåêîòîðûå êîýôôèöèåí-
òû â ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíåìîôóíêöèé ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî
áîëüøèìè è òîãäà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü àññîöèèðîâàííîå
ñ íèì ðàñïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå êîýôôèöèåíòû ìîãóò ïîÿâèòüñÿ
òîëüêî ïðè íàõîæäåíèè ïðîèçâåäåíèé âèäà

Ra

(
1

(z − ξ)m
, 0

)
Ra

(
0,

1

(z − ξ)m

)
=

1

((1− ε)z − ξ)n
× 1

( z
1−ε − ξ)m

,

êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò îñîáåííîñòè â îäíîé òî÷êå. Ïî-
ýòîìó âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè óñëîâèé, êîãäà ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé àññîöèèðîâàíî ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì, ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèíãóëÿðíûå íîñèòåëè ñîìíîæèòåëåé ñîâïàäàþò. Íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àññîöèèðîâàííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ òàêèõ ðàöè-
îíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì îïèñàíî â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.
Òåîðåìà 2.8. [5] Ïóñòü ðàöèîíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ f è g èìåþò âèä

f =

( m∑
k=1

f+k,S(z),
m∑
k=1

f−k,S(z)

)
, g =

( m∑
k=1

g+k,S(z),
m∑
k=1

g−k,S(z)

)
,

ãäå

f±k,S(z) =

nk∑
j=1

A±kj
(z − zk)j

, g±k,S(z) =

nk∑
j=1

B±kj
(z − zk)j

,
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à S = {zk : |zk| = 1, 1 ≤ k ≤ m} � ñèíãóëÿðíûé íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèé f
è g. Ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé Ra(f)Ra(g) àññîöèèðîâàíî

ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî k,
1 ≤ k ≤ m, ïðè êîòîðîì f±k,S 6= 0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî tk, ÷òî äëÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

B+
kj = tkA

+
kj, B−kj = −tkA

−
kj.

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ, êîãäà ïðîèçâåäåíèÿ ðà-
öèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé àññîöèèðîâàíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè è ðàññìîòðåí
àíàëîã ïðèìåðà Ë. Øâàðöà íà îêðóæíîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ òðè ïîäàëãåáðû â àëãåáðå ìíåìîôóíêöèé íà
ïðÿìîé, ïîðîæäåííûå ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíåìîôóíêöèè, ïîðîæäåííûå àíàëèòè÷å-
ñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé. Àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ D′(R) íàçûâàåòñÿ ïàðà (f+, f−), ãäå f± � ôóíê-
öèè, àíàëèòè÷åñêèå â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî, òà-
êàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå f àññîöèèðîâàíî ñ ìíåìîôóíêöèåé

Ra(f) = [fε], ãäå fε(x) = f+(x+ iε)− f−(x− iε). (4)

Åñëè â àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè f± ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ðàöèî-
íàëüíûìè ôóíêöèÿìè, òî ðàñïðåäåëåíèå f íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Ñëó-
÷àé ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ïðÿìîé îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî
âî âòîðîé ãëàâå ñëó÷àÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà îêðóæíîñòè, òàê êàê
ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì îò ïåðåìåííîé z íà îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò íà
ïðÿìîé ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò eix. Ýòî ïðèâîäèò ê ðÿäó êà÷åñòâåííûõ
îòëè÷èé, õîòÿ ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ àíàëîãè÷íû.

Ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè Ra ïîðîæäàåò âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà ðàöèîíàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé D′R(R) â àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé, à òàêæå çàäàåò èçî-
ìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà D′R(R) è ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèõ ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé, ò.å. ïàð (f+, f−), ãäå f± � ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêèå â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Óìíîæåíèå, çàäàííîå ñ ïîìîùüþ âëîæåíèÿ Ra, ñîâïàäàåò ñ ïîòî÷å÷íûì
óìíîæåíèåì òàêèõ ïàð ôóíêöèé òîëüêî äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè (f+, 0) è (g+, 0). Ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ñ àíàëèòè-
÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè (0, f−) è (0, g−) àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì,
àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî åñòü ïàðà (0,−f−g−). Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð f = (f+, 0) è g = (0, g−)
ïðîèçâåäåíèå íå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå ïàð êóñî÷íî àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, íî çàäàåòñÿ ïî äðóãîìó ïðàâèëó. Äëÿ ïðîñòåéøèõ ðà-
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öèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé òàêîãî âèäà ïðàâèëî óìíîæåíèÿ îïèñàíî â ñëå-
äóþùåé ëåììå.
Ëåììà 3.1. [3] Ïóñòü Imξ ≤ 0 è Imη ≥ 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ðàñïðå-

äåëåíèé f =
(

1
z−ξ , 0

)
è g =

(
0,− 1

z−η

)
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Ra(f)Ra(g) = c(ξ; η; ε)
(
Ra(f)−Ra(g)

)
, (5)

ãäå c(ξ; η; ε) = 1
ξ−η−2iε .

Íà îñíîâàíèè äàííîé ëåììû äîêàçàíî ñëåäóþùåå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå,
îïèñûâàþùåå àëãåáðó AR(R), ïîðîæäåííóþ ðàöèîíàëüíûìè ìíåìîôóíêöè-
ÿìè.
Òåîðåìà 3.2. [3] Àëãåáðà ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé AR(R) ñîñòîèò

èç ýëåìåíòîâ âèäà

n+∑
k=1

p+k∑
j=1

A+
kj(ε)

(x+ iε− ξk)j
−

n−∑
k=1

p−k∑
j=1

B−kj(ε)

(x− iε− ηk)j
, (6)

ãäå Imξk ≤ 0, Imηk ≥ 0, A+
kj(ε), B−kj(ε) ∈ C∗. Â ýòîé àëãåáðå ýëåìåíòû

Ra

(
1
z−ξ , 0

)
è Ra

(
0,− 1

z−η

)
ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè è ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ îáðàçóþùèõ, îïèñàííûì â

ëåììå 3.1.

Â ðàçäåëå 3.3 ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì.
Ýòî óñëîâèå àíàëîãè÷íî óñëîâèÿì èç òåîðåìû 2.8.
Òåîðåìà 3.3. [3] Ïóñòü ðàöèîíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ f è g èìåþò âèä:

f =

( m∑
k=1

f+k (z),
m∑
k=1

f−k (z)

)
, g =

( m∑
k=1

g+k (z),
m∑
k=1

g−k (z)

)
,

è

f±k (z) =

nk∑
j=1

A±kj
(z − zk)j

, g±k (z) =

nk∑
j=1

B±kj
(z − zk)j

,

ãäå S = {z1, z2, . . . , zm} � çàäàííûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðîèçâåäå-

íèå fg àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

êàæäîãî k, 1 ≤ k ≤ m, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî tk, ÷òî

B+
kj = tkA

+
kj, B−kj = −tkA

−
kj.

Ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå ïðèìåðû, êîãäà ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ñ
îñîáåííîñòüþ â îäíîé òî÷êå àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ïðèâåäåííûå â
ìîíîãðàôèè2, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

2Àíòîñèê, Ï. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ñåêâåíöèàëüíûé ïîäõîä / Ï. Àíòîñèê, ß. Ìèêóñèíñêèé,
Ð. Ñèêîðñêèé. � Ì.: Ìèð, 1976. � 312 ñ.
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Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëüíûå ñàìîïîäîáíûå ðàöèîíàëüíûå
ìíåìîôóíêöèè, ò.å. ìíåìîôóíêöèè âèäà fε(x) = f

(
x
ε

)
, ãäå f åñòü ïðàâèëüíàÿ

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé â
ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ âèäà
(1), êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f, íå

èìåþùàÿ îñîáåííîñòåé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ïðè x → ∞ îáëàäàåò

àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì f(x) ∼
∑+∞

k=1 akx
−k. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìå-

åò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â D′(R)

fε(x) ∼
∞∑
k=0

εk+1

(
ak+1P

(
1

xk+1

)
+

(−1)kAk

k!
δ(k)
)
, ãäå (7)

Ak = M̃k(f) :=

∫
|x|>1

xk
[
f(x)−

k+1∑
j=1

ajx
−j
]
dx+

∫ 1

−1
xk
[
f(x)−

k∑
j=1

ajx
−j
]
dx

åñòü ðåãóëÿðèçîâàííûå ìîìåíòû ôóíêöèè f.

Ïðèâåäåí ðÿä êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñàìîïî-
äîáíûõ ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé è ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìíåìîôóíêöèè
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñâîåìó ðàçëîæåíèþ.

Â ðàçäåëå 3.5 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñàìîïîäîáíûõ ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé. Îò-
ìå÷åíî, ÷òî ñàìè àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû óìíîæàòü íåëüçÿ, òàê êàê ïðè èõ
ôîðìàëüíîì ïåðåìíîæåíèè âîçíèêàþò ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, íå îïðå-
äåëåííûå â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè óìíîæàþòñÿ
íå àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû, íî ñàìè ìíåìîôóíêöèè, à àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû
ñëóæàò òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå íàãëÿäíîé èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ïðî-
èçâåäåíèÿ ìíåìîôóíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ñàìîïîäîáíûõ ðàöèîíàëü-
íûõ ìíåìîôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàçëîæåíèÿì ñîìíîæèòåëåé, ÷òî íå âûïîëíåíî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ìíåìîôóíêöèé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíåìîôóíêöèè âèäà 1
εmf
(
x
ε

)
, òàê êàê òîëüêî îíè

ìîãóò áûòü àññîöèèðîâàíû ñ íåòðèâèàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Îïèñàíèå
àëãåáðû Aas(R), ïîðîæäåííîé òàêèìè ìíåìîôóíêöèÿìè, ñîäåðæèòñÿ â ñëå-
äóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 3.4. [4] Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Aas(R), ïîðîæäåííîå ýëåìåí-

òàìè âèäà

fε(x) =
n∑
k=1

pk∑
j=1

Bkj(ε)

(x− ξkε)j
, ãäå Imξk 6= 0, Bkj(ε) ∈ C∗, (8)
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îáðàçóåò ïîäàëãåáðó â àëãåáðå ìíåìîôóíêöèé íà ïðÿìîé. Â íåé àñèìïòîòè-

÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ìíåìîôóíêöèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî

àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèÿì ñîìíîæèòåëåé ñ ïîìîùüþ ÿâíî çàäàííûõ

ôîðìóë.

Ñîãëàñíî (7), ìíåìîôóíêöèÿ (8) ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíà òîëüêî ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âèäà

m∑
k=0

[
Ckδ

(k) + C ′kP

(
1

xk+1

)]
. (9)

Â ðàçäåëå 3.6 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñêîøåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ðàöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ
ìîäèôèêàöèþ êëàññè÷åñêîãî. Ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé âèäà (8) ïîõîæå
íà ñåìåéñòâî (4), ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îä-
íàêî îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî â (4) äâèæåíèå ïîëþñîâ ñëàãàåìûõ ê òî÷êå x ïðè
ε → 0 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âåðòèêàëüíûì ïðÿìûì, â òî âðåìÿ, êàê çäåñü äëÿ
êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïî ñâîåé íàêëîííîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó, åñëè ìíåìîôóíê-
öèÿ (8) àññîöèèðîâàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì f , òî ýòó ìíåìîôóíêöèþ áóäåì íà-
çûâàòü ñêîøåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ f . Ïðèíöèïèàëü-
íûì îòëè÷èåì îò ðàññìîòðåííûõ âûøå àëãåáð ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé
çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (9) ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî ñêîøåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîýòîìó òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
íå çàäàåò âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé âèäà (9) â àëãåáðó Aas(R)
è âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèì ïðîñòðàíñòâîì è àëãåáðîé Aas(R) òàêàÿ æå, êàê
ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ðàñïðåäåëåíèé è àëãåáðîé âñåõ ìíåìîôóíêöèé.

Ìíåìîôóíêöèÿ (8) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

fε(x) =
n+∑
k=1

p+k∑
j=1

B+
kj

(x− ξkε)j
−

n−∑
k=1

p−k∑
j=1

B−kj
(x− ηkε)j

,

ãäå Imξk < 0, Imηk > 0. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì Rsl

ìåæäó ìíîæåñòâîì ïàð ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé{( n+∑
k=1

p+k∑
j=1

B+
kj

(z − ξk)j
,

n−∑
k=1

p−k∑
j=1

B−kj
(z − ηk)j

)}
,

ãäå Imξk < 0, Imηk > 0, è àëãåáðîé Aas(R). Äëÿ ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòîâ
àëãåáðû ïðàâèëî óìíîæåíèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ëåììà 3.4. [4] Ïóñòü Imξ < 0 è Imη > 0. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ìíåìî-

ôóíêöèé Rsl

(
1
z−ξ , 0

)
è Rsl

(
0,− 1

z−η
)
, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Rsl

(
1

z − ξ
, 0

)
Rsl

(
0,− 1

z − η

)
= c(ξ; η; ε)

(
Rsl

(
1

z − ξ
, 0

)
−Rsl

(
0,− 1

z − η

))
,
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ãäå c(ξ; η; ε) = 1
ε(ξ−η) .

Â îòëè÷èå îò ëåììû 3.1, êîýôôèöèåíò c(ξ; η; ε) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-
íî áîëüøèì, è ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì,
òîëüêî åñëè îñîáåííîñòè ôóíêöèé â ñêîøåííîì àíàëèòè÷åñêîì ïðåäñòàâëå-
íèè ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî ïîêàçûâàåò

Ëåììà 3.5. [4] Ïóñòü Imξ1 , Imξ2 < 0. Òîãäà Rsl

(
1

z−ξ1 , 0
)
Rsl

(
1

z−ξ2 , 0
)

àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì P
(

1
x2

)
+ iπδ′. Àíàëîãè÷íî ïðîèçâåäåíèå

Rsl

(
0,− 1

z−η1

)
Rsl

(
0,− 1

z−η2

)
, ãäå Imη1 , Imη2 > 0, àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäå-

ëåíèåì P
(

1
x2

)
− iπδ′.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò àëãåáðó ìíåìîôóíêöèé, ïîðîæäåííóþ ñêî-
øåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Òåîðåìà 3.5. [4] Ýëåìåíòû âèäà Rsl

(
1
z−ξ , 0

)
è Rsl

(
0,− 1

z−η
)
ÿâëÿþòñÿ îá-

ðàçóþùèìè â àëãåáðå Aas(R), è ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ àëãåáðû îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ëåììàõ 3.4 è 3.5.

Ãëàâà 4 ñîäåðæèò îäíî èç ïðèëîæåíèé òåîðèè ìíåìîôóíêöèé ê ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

u′ + qu = 0 (10)

ñ îáîáùåííûì êîýôôèöèåíòîì q ∈ D′(R), èìåþùèì îñîáåííîñòü òîëüêî â
íóëå. Ðàñïðåäåëåíèå u ∈ D′(R) íåëüçÿ ïîäñòàâèòü â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ,
ò.ê. â òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå qu, âõîäÿ-
ùåå â óðàâíåíèå. Ïîýòîìó â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé íå
îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ.

Èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ìíåìîôóíêöèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ
ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöèåíòàìè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì. Îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò q çàìåíÿåòñÿ íà àññîöèèðîâàííóþ ñ íèì
ìíåìîôóíêöèþ, ò.å. íà åãî àïïðîêñèìàöèþ ñåìåéñòâîì ãëàäêèõ ôóíêöèé qε,
çàâèñÿùèì îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ñåìåéñòâî
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè

u′ε(x) + qε(x)uε(x) = 0. (11)

Ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à Êîøè u(x0) = C äëÿ óðàâíåíèÿ (10) ðàçðåøèìà â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé, åñëè ó ñåìåéñòâà uε(x) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Êîøè uε(x0) = C, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ε→0

uε := U
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â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â D′(R), à óêàçàííûé ïðåäåë U íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ïðè çàäàííîì

ñïîñîáå àïïðîêñèìàöèè.

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó
â (11) ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî U ′ = −qU, îçíà÷àþùåå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå −U ′ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèé q è U.

Â ðàçäåëå 4.3 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′ +
1

x
u = 0, (12)

ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò èìååò îñîáåííîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ýòîãî
ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñîäåðæàòåëüíóþ çàäà÷ó.

Ïðè ïåðåõîäå ê àíàëèçó îáîáùåííûõ ðåøåíèé ïðåæäå âñåãî ñóùåñòâåí-
íî, ÷òî ôóíêöèè 1

x ñîîòâåòñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé âèäà
q = P ( 1x)+Mδ, ãäå M � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ðåçóëüòàòå
êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (12) ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ñ îáîáùåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

u′ +
[
P
(1
x

)
+Mδ

]
u = 0. (13)

Òàê êàê ïðè ëþáîì M ðàñïðåäåëåíèå q ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî åãî àï-
ïðîêñèìèðóþùåå ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

qε(x) = λ
1

x+ iε
+ (1− λ) 1

x− iε
, ãäå λ =

π + iM

2π
. (14)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ (12) ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ M è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàâèñèò îò äîñòàòî÷íî òîíêèõ ñâîéñòâ
îáîáùåííîãî êîýôôèöèåíòà.
Òåîðåìà 4.1. [10] Ïðè àïïðîêñèìàöèè (14) êîýôôèöèåíòà q = P ( 1x)+Mδ

çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (13) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò èìååò âèä q = P ( 1x) + iπ(2m+ 1)δ, ãäå m öåëîå

÷èñëî. Ïðè m< 0 îáîáùåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå P ( 1x)− iπδ, à ïðè m ≥ 0 � ðàñïðåäåëåíèå P ( 1x) + iπδ.

Äëÿ m = 0 è m = 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) èùåòñÿ â âèäå

uε(x) = tλ
1

x+ iε
− t(1− λ) 1

x− iε
è íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.3 î ñóùåñòâîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèî-
íàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé [3].
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Ïðè äðóãèõ öåëûõ çíà÷åíèÿ m ðåøåíèÿ uε(x) àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâ-
íåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ìíåìîôóíêöèè è
íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèè ìíîãî÷ëåíà, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîâåäåíèå ïðîèçâåäå-
íèÿ uε(x)qε(x) îïèñûâàåòñÿ ëåììîé 3.1 [3].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå àëãåáð ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé íà ïðÿìîé è íà
îêðóæíîñòè: âûäåëåíû èõ îáðàçóþùèå, ñôîðìóëèðîâàíî â ÿâíîì âèäå ïðàâè-
ëî óìíîæåíèÿ îáðàçóþùèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â èññëåäóåìûõ àëãåáðàõ ïðîèçâå-
äåíèå îáðàçóþùèõ ïåðåõîäèò â èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Äàíî ïðèëîæåíèå
ê çàäà÷å ïðèäàíèÿ ñìûñëà ïðîèçâåäåíèþ ðàñïðåäåëåíèé. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
11, 12, 13, 14].

2. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äàíî ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å îá îïðå-
äåëåíèè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûì êîýôôèöè-
åíòîì. [3, 5, 9].

3. Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñåìåéñòâà
ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé. [3, 5, 9, 10].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû óìíîæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé; îíè ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå
íà ñïåöêóðñàõ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó è ñìåæíûì äèñöèïëèíàì.
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ÐÅÇÞÌÅ

Øàãîâà Òàòüÿíà Ãðèãîðüåâíà

Ðàöèîíàëüíûå ìíåìîôóíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, ðàñïðåäåëåíèå, ñïîñîá àïïðîêñè-
ìàöèè, ìíåìîôóíêöèÿ, ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, àëãåáðà
ðàöèîíàëüíûõ ìíåìîôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îáîáùåííûì
êîýôôèöèåíòîì.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àëãåáð ðàöèîíàëüíûõ
ìíåìîôóíêöèé è ïðèëîæåíèå èõ ñâîéñòâ ê èññëåäîâàíèþ ñìåæíûõ çàäà÷.
Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ñîâðåìåííîãî
àíàëèçà, ñâÿçàííûå ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè èíòåãðàëîâ, çàâèñÿ-
ùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà, òåîðèåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, òåîðèåé ìíåìî-
ôóíêöèé.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:
1. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ñòðóêòóðû àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ðàöèî-

íàëüíûìè ìíåìîôóíêöèÿìè íà ïðÿìîé è íà îêðóæíîñòè. Îïèñàíû ýëåìåíòû
àëãåáð, âûäåëåíû îáðàçóþùèå, â ÿâíîì âèäå çàäàíî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ îá-
ðàçóþùèõ.

2. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâå-
äåíèå ðàöèîíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé àññîöèèðîâàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì. Äàíî
ïðèëîæåíèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ îáîáùåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

3. Ïîëó÷åíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñåìåéñòâà ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè 1

x .
Íàñòîÿùèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè

ðàíåå.
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïî-

ñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû óìíîæåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé. Îíè ìîãóò èìåòü ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ.
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ÐÝÇÞÌÝ

Øàãàâà Òàööÿíà Ðûãîðà²íà

Ðàöûÿíàëüíûÿ ìíåìàôóíêöûi i iõ çàñòàñàâàííi

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: àáàãóëüíåíàÿ ôóíêöûÿ, ðàçìåðêàâàííå, ñïîñàá àïðàêñi-
ìàöûi, ïðàñòîðà ðàöûÿíàëüíûõ ðàçìåðêàâàííÿ², àëãåáðà ðàöûÿíàëüíûõ ìíå-
ìàôóíêöûé, äûôåðýíöûÿëüíàå ðà²íàííå ç àáàãóëüíåíûì êàýôiöûåíòàì.

Ìýòà äûñåðòàöûéíàé ïðàöû � âûâó÷ýííå àëãåáð ðàöûÿíàëüíûõ ìíå-
ìàôóíêöûé i çàñòàñàâàííå iõ óëàñöiâàñöåé äà äàñëåäàâàííÿ ñóìåæíûõ çà-
äà÷. Äëÿ äàñÿãíåííÿ ïàñòà²ëåííàé ìýòû âûêàðûñòî²âàëiñÿ ìåòàäû ñó÷àñíàãà
àíàëiçà, çâÿçàíûÿ ç àñiìïòàòû÷íûì ðàñêëàäàì iíòåãðàëà², ÿêiÿ çàëåæàöü àä
ìàëîãà ïàðàìåòðà, òýîðûÿé àíàëiòû÷íûõ ôóíêöûé, òýîðûÿé ìíåìàôóíêöûé.

Ó äûñåðòàöûéíàé ïðàöû àòðûìàíû íàñòóïíûÿ íîâûÿ âûíiêi:
1. Ïðàâåäçåíû äýòàë¼âû àíàëiç ñòðóêòóð àëãåáð, ñïàðîäæàíûõ ðàöûÿíàëü-

íûìi ìíåìàôóíêöûÿìi íà ïðàìîé i íà àêðóæíàñöi. Àïiñàíû ýëåìåíòíû àë-
ãåáð, âûëó÷àíû ²òâàðàëüíûÿ, çàäàäçåíà ïðàâiëà ìíîæàííÿ ²òâàðàëüíûõ ó
ÿ²íûì âûãëÿäçå.

2. Àòðûìàíû íåàáõîäíûÿ i äàñòàòêîâûÿ ²ìîâû, ïðû ÿêiõ çäàáûòàê ðàöû-
ÿíàëüíûõ ðàçìåðêàâàííÿ² àñàöûÿâàíû ç ðàçìåðêàâàííåì. Äàäçåíà çàñòàñà-
âàííå äà òýîðûi äûôåðýíöûÿëüíûõ ðà²íàííÿ² ç àáàãóëüíåíûìi êàýôiöûåí-
òàìi.

3. Àòðûìàíà íåàáõîäíàÿ i äàñòàòêîâàÿ ²ìîâà âûðàøàëüíàñöi ñÿìåéñòâà ìà-
äýëüíûõ äûôåðýíöûÿëüíûõ ðà²íàííÿ², êàýôiöûåíòàìi ÿêiõ ç'ÿ²ëÿþööà ðà-
öûÿíàëüíûÿ ðàçìåðêàâàííi, ÿêiÿ àäïàâÿäàþöü ôóíêöûi 1

x .
Âûíiêi ç'ÿ²ëÿþööà íîâûìi i àäïàâÿäàþöü àòðûìàíûì ðàíåé.
Äûñåðòàöûÿ ìàå òýàðýòû÷íû õàðàêòàð. Àòðûìàíûÿ âûíiêi íåïàñðýäíà

çâÿçàíû ç ïðàáëåìàé ìíîæàííÿ àáàãóëüíåíûõ ôóíêöûé. ßíû ìîãóöü ìåöü
çàñòàñàâàííi ² òýîðûi äûôåðýíöûÿëüíûõ ðà²íàííÿ², êâàíòàâàé òýîðûi ïîëÿ.
Âûíiêi äûñåðòàöûi ìîãóöü áûöü âûêàðûñòàíû ² íàâó÷àëüíûì ïðàöýñå ïðû
÷ûòàííi ñïåöûÿëüíûõ êóðñà².
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SUMMARY

Shahava Tatsiana Rygora�una

Rational mnemofunctions and their applications

Keywords: generalized function, distribution, approximation method, space of
rational distributions, algebra of rational mnemofunctions, di�erential equation
with generalized coe�cient.

The goal of the thesis is to study algebras of rational mnemofunctions and to
apply their properties to related problems. Such modern methods of analysis as
asymptotic expansions of integrals depending on small parameter, the theory of
analytical functions, the theory of mnemofunctions have been used in the thesis.

The following new results have been obtained in the thesis:
1. The structure of algebras generated by rational mnemofunctions has been

analysed in detail. The algebras elements have been described, the generators
have been singled out, the multiplication rule for generators has been formulated
in explicit form.

2. Necessary and su�cient conditions under which the product of rational
distributions is associated with a distribution has been obtained. The application
to the di�erential equations with generalized coe�cients has been given.

3. The necessary and su�cient condition of solvability for the family of model
di�erential equations with generalized coe�cients, corresponding rational function
1
x , has been obtained.

The present results are new and agreed with the obtained earlier.
The results of the thesis are theoretical. They are directly related to the

generalized functions multiplication problem and have applications to the theory
of di�erential equations and the quantum �eld theory. The results of the thesis
can be applied into the educational process when special courses are delivered.


