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ПАРОСОЧЕТАНИЯ С ПРЕДПИСАННЫМИ  
МЕТРИЧЕСКИМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

М. Г. Блоцкий 
ВВЕДЕНИЕ 
Среди многочисленных направлений исследований в теории графов 

паросочетания занимают видное место. Задача нахождения наибольшего 
паросочетания в графе имеет широкие практические и теоретические 
применения [2]. В частности, эта задача моделирует широкий спектр ре-
альных прикладных задач, возникающих при эффективной организации 
современного производства, технологических процессов, при планиро-
вании и оптимальной организации работы транспортных средств, стати-
стической обработке данных, при организации параллельных и конвей-
ерных вычислений. 

Обобщением понятия паросочетания в графе является понятие k-
разделенного паросочетания [4]. Исследование k-разделенных паросоче-
таний в существенной степени стимулируется их значением для приложе-
ний (проектирование СБИС, сетей сотовой связи и широковещательных се-
тей [3,4]) и давно привлекает внимание специалистов. В частности, задача 
нахождения наибольшего 2-разделенного паросочетания имеет приклад-
ной интерес и возникает, при выборе наибольшего числа одновременно 
работающих передатчиков и распределении каналов передачи информа-
ции в коммуникационных сетях со следующим ограничением, обеспечи-
вающим секретность: допускается получение сообщений от одного пере-
датчика только одним приемником по выбранным каналам [3]. 

В настоящей работе установлена сложность задачи о наибольшем k-
разделенном паросочетании в классе двудольных графов, а также для не-
которых его подклассов, определяемых конечными списками запрещен-
ных порожденных подграфов. Найдены новые классы графов, для кото-
рых задача о наибольшем антипаросочетании может быть решена за по-
линомиальное время. 

1. K-РАЗДЕЛЕННЫЕ ПАРОСОЧЕТАНИЯ 
Все определяемые в работе понятия можно найти в [1]. 
Пусть )(GkΣ  обозначает число ребер в наибольшем k-разделенном па-

росочетании графа G , а )(Gα  – число вершин в наибольшем независи-
мом множестве вершин графа G . Для фиксированного k и произвольного 
графа G  можно построить граф ∗G  (конструкция опускается ввиду огра-
ниченности объема курсовой), для которого будет верно следующее ут-
верждение. 

Теорема 1. Справедливо соотношение )()( * GGk α=Σ . 
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Рис. 1. Преобразование Алексеева 

 
Таким образом, поскольку задача нахождения наибольшего независи-

мого множества вершин в произвольном графе является NP-трудной, то 
и задача нахождения наибольшего k-разделенного паросочетания являет-
ся NP-трудной для произвольного графа. 

Более того, наша конструкция обладает тем свойством, что граф ∗G  
является двудольным при 3≥k  и в нем нет циклов длины k≤  при 2≥k . 

Преобразованием Алексеева в графе G  при вершине v  называется 
следующая серия операций (рис. 1): 

1. разбиваем множество )(vN  соседей вершины v  на два множества Y  
и Z  ( U )(vNZY = , I ∅=ZY ); 

2. удаляем из графа G  вершину v  и все инцидентные ей ребра; 
3. добавляем к графу цепь длины 1+k  с концами y  и z ; 
4. соединяем вершину y  со всеми вершинами из множества Y , а z – 

со всеми вершинами из Z . 
Пусть )(vAlek

G  – граф, полученный в результате применения преобразо-
вания Алексеева к графу G  при вершине v . Справедливо следующее ут-
верждение. 

Теорема 2. Для любого графа G , в котором нет циклов длины не бо-
лее k , и любой вершины )(GVv∈  имеет место равенство 

1)())(( +Σ=Σ GvAle kk
G

k . 
Преобразование Алексеева позволяет значительно сузить класс гра-

фов, для которых задача нахождения числа ребер в наибольшем k-
разделенном паросочетании является NP-трудной. 

Следствие. Для любых фиксированных 2≥k  и kl ≥  задача нахожде-
ния )(GkΣ  является NP-трудной для двудольных графов максимальной 
степени 3, в которых нет циклов длины не более l . 
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2. K-РАЗДЕЛЕННЫЕ АНТИПАРОСОЧЕТАНИЯ 

Множество ребер называется k-разделенным антипаросочетанием, ес-
ли расстояние между любыми двумя ребрами из этого множества не бо-
лее k . Пусть )(Gkµ  число ребер в наибольшем по мощности k-
разделенном антипаросочетании. Через )(GL  обозначим реберный граф 
графа G . 

Лемма 1. )(Gkµ  равно числу вершин в наибольшей клике графа 
1))(( +kGL . 

Пусть FFFF ,,, 321  графы, изображенные на рисунке 2. 

F F F F1 2 3

 
Рис. 2. Графы FFFF ,,, 321  

Теорема 3. Задача нахождения наибольшей клики в F -свободном 
графе разрешима за полиномиальное время. 

Теорема 4. Граф G  является },,{ 321 FFF -свободным тогда и только то-
гда, когда в графе 2))(( GL  нет порожденного подграфа F . 

Как следствие теорем 3 и 4 и леммы 1, получается следующее утвер-
ждение. 

Теорема 5. Число )(1 Gµ  для {F1,F2,F3}-свободного графа G может 
быть найдено за полиномиальное время. 
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