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Важным моментом является получение расчетных формул для одного из 
общих случаев прогнозирования темпов инфляции. 
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О ТЕСТЕ НА ОСНОВЕ ЧАСТОТНЫХ СТАТИСТИК 
ЦЕПИ МАРКОВА С ЧАСТИЧНЫМИ СВЯЗЯМИ 

А. И. Петлицкий 

ВВЕДЕНИЕ 
Выявление зависимости в случайной последовательности и обнару-

жение отклонений вероятностного распределения элементов последова-
тельности от равномерного являются важнейшими проблемами в защите 
информации [1,2,3], генетике [4] и других приложениях. Обзор сущест-
вующих методов решения этих задач представлен в [2]. Актуальность 
проблемы построения новых статистических тестов [5] связана с тем, 
что: 1) многие известные тесты проверяют лишь одно из вероятностных 
свойств, характеризующих случайную последовательность; 2) многие 
тесты построены «эвристически» и не фиксируют семейство альтерна-
тив; 3) многие из существующих тестов не имеют теоретических оценок 
мощности. 
В данной статье предлагается тест для статистической проверки гипо-

тезы =0H {наблюдаемая последовательность есть равномерно распреде-
ленная случайная последовательность (РРСП)} против альтернативы 

01 HH = ; РРСП � это случайная последовательность, элементы которой 
независимы в совокупности и имеют равномерное распределение веро-
ятностей [2]. Этот тест TЦМ(s,r) основан на частотных статистиках новой 
марковской модели [6] � цепи Маркова s-го порядка с r частичными свя-
зями. Для теста TЦМ(s,r) исследована мощность для семейства контигуаль-
ных альтернатив. 

1. ЦЕПЬ МАРКОВА С ЧАСТИЧНЫМИ СВЯЗЯМИ 
Обозначим: { }1,...,1,0 −= NA  алфавит мощности ∞<≤ N2 ; 
( ) 1

1,...,, +−
+ ∈= il

lii
l
i AjjjJ  � мультииндекс )1( +− il -го порядка, il ≥ ; 

Axt ∈  � однородная цепь Маркова s-го порядка с вероятностями одно-
шаговых переходов 

 { }1
1

1 1 1Ρ | ,...,s t s s t s s tJp x j x j x j+ + + + −= = = = , 1 1
1
s sJ A+ +∈ , 1t ≥ ; 
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{ }sr ,...,1∈  � параметр, называемый числом связей; ( )00
1

0 ,..., rr mmM =  � це-
лочисленный r-вектор с упорядоченными компонентами 

smm r ≤<<= 00
11 K , называемый шаблоном связей; ( )

11 ,, +
=

rjjqQ K , 
11

1
++ ∈ rr AJ , � некоторая (r+1)-мерная стохастическая матрица. 

Цепь Маркова xt называется [6] цепью Маркова s-го порядка с r час-
тичными связями и обозначается ЦМ(s,r), если ее вероятности одноша-
говых переходов имеют вид 
 

100
1

11 ,,,,,, ++
=

s
rmmss jjjjjj qp KK , 11

1
++ ∈ ss AJ . (1) 

Соотношение (1) означает, что вероятность перехода процесса xt в со-
стояние js+1 зависит не от всех s предыдущих состояний процесса 

sjj ,...,1 , а лишь от r избранных состояний 00
1

,...,
rmm jj . Если rs = , то по-

лучаем обычную цепь Маркова s-го порядка [7]. Условия эргодичности 
ЦМ(s,r) установлены в [8]. Далее предполагаем шаблон связей 0

rM  из-
вестным, а 01

1
>+rJq , 11

1
++ ∈ rr AJ . В этом случае цепь Маркова с частич-

ными связями является эргодической. 
Примем еще несколько обозначений: ( )n

n xxX ,,11 K=  � наблюдаемая 
реализация; ∏ == s

i kjKJ ii
ss 1 ,, 11

δδ  � символ Кронекера для мультииндексов 
sJ1 , sK1 ; ( ) ( ) 1

111 ,,, 00
1

+
+−+−+ ∈= r

stmtmt
n

t AxxxXS
r

K ; 

 ( ) ( )∑ −
=

+
+= sn

t JXS
r

rn
t

J 1 ,
1

1 1
11

δν , 11
1

++ ∈ rr AJ , � (2) 

частотные статистики цепи Маркова ЦМ(s,r); *
1
sKΠ , ss AK ∈1 , � стацио-

нарное распределение вероятностей эргодической ЦМ(s,r); 
 ( ) ( ){ } ∑ ++ +++ ∈

++ Π==Ρ= 11
1 1

1
1

1
11

1
1

*
),(

1
11

1
1 ss srsr AK KJKSJ

rn
t

r qJXSJ δµ ; 

( ) ( ) )/(� 1
1

1
1 snJJ rr −= ++ νµ  � частотная оценка вероятности ( )1

1
+rJµ , которая 

с учетом свойств частот для цепей Маркова [9] является несмещенной и 
состоятельной оценкой. Условимся, что если вместо какого-то индекса 
стоит точка, то это означает суммирование по всем возможным значени-
ям этого индекса: ( ) ( )∑ ∈

+
+

=⋅ Aj
rr

r
JJ

1

1
11 , µµ . 

2. ТЕСТ, ОСНОВАННЫЙ НА ЧАСТОТНЫХ СТАТИСТИКАХ ЦМ(S,R) 

Построим тест проверки гипотез H0: }{ tx  � РРСП, то есть 1
1

1

−≡+ Nq rJ , 
11

1
++ ∈ rr AJ ; H1: }{ tx  � цепь Маркова ЦМ(s,r), для которой матрица Q 

имеет вид: 
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 ( )snbNnqq rrr JJJ −+== +++
− /1)( 1

1
1

1
1

1

1 , 11
1

++ ∈ rr AJ , (3) 

где 0
1

1
1

=∑ ∈+
+Aj Jr

rb , 0||11
1

1
1

≠∑ ++ +∈ rr rAJ Jb . Соотношение (3) определяет 

контигуальное семейство альтернатив [10] и означает, что при увеличе-
нии длительности n наблюдаемой последовательности, гипотеза H1 
сближается с H0 со скоростью ( )2/1−nO . 
Обозначим 

 ( ) ( )( ))1(1
1

11
1 �)( +−+++ −−= rrrr NJNsnJ µξ . (4) 

Теорема 1. При ∞→n  случайная величина 

 ( ) ( )∑ ∑
∈

−

∈
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в случае справедливости гипотезы H0 имеет 2χ -распределение с 
( )1−= NNU r  степенями свободы, а при справедливости гипотезы H1 

имеет нецентральное 2χ -распределение с U  степенями свободы и па-
раметром нецентральности  

∑ ++ +∈
+−= 11

1
1

1

2)1(
),( rr rAJ J

r
rsЦМ bNa .(6) 

Эта теорема является обобщением результатов работы [11]. 
При помощи теоремы 1 построим тест TЦМ(s,r) для проверки гипотез H0 

и H1, основанный на частотных статистиках цепи Маркова с частичными 
связями: 

• по наблюдаемой последовательности nX1  длительности n строятся 
частотные статистики ( ){ }11

1
1

1 : +++ ∈ rrr AJJν  согласно (2); 
• по ( ){ }11

1
1

1 : +++ ∈ rrr AJJν  согласно (4), (5) вычисляются статистики 
( ){ }11

1
1

1 : +++ ∈ rrr AJJξ  и ),( rsЦМρ ; 
• вычисляется Р-значение: ( )),(1 rsЦМUGP ρ−= , где ( )⋅UG  � функция 

2χ -распределения с U степенями свободы; 
• решение выносим с помощью решающего правила: принимается 

{H0, если ε>P ; H1, если ε≤P }, где ( )1,0∈ε  � заданный уровень 
значимости теста. 

Следствие 1. Мощность теста TЦМ(s,r) при ∞→n  удовлетворяет 
асимптотическому соотношению: 
 ( )( )ε−−→ − 11 1

, ),( UaU GGw
rsЦМ

, (7) 
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где ( )⋅
),(, rsЦМaUG  � функция нецентрального 2χ -распределения с U сте-

пенями свободы и параметром нецентральности ),( rsЦМa , определяе-
мым (6). 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ БИЛИНЕЙНЫХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ 
О. Н. Радиевская 

ВВЕДЕНИЕ 
Большинство наблюдаемых процессов окружающего нас мира имеют 

нелинейную природу. Однако в настоящее время в теории и особенно на 
практике нелинейностью пренебрегают и исследуют эти процессы с 
помощью линейных моделей, структура и свойства которых просты и 
хорошо изучены. Но предположение о линейности процесса, как 
правило, является очень грубым. В этом случае встаёт вопрос 
количественной оценки влияния нелинейности на выводы, полученные с 
помощью линейной модели. Наряду с этой проблемой, важным является 
изучение непосредственно нелинейных моделей, которые более точно 
описывают реальные процессы. 


