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ВЫБОР ЛОКАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ  
В НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ТЕСТЕ  
НЕЛИНЕЙНОЙ КОИНТЕГРАЦИИ  

Е. И. Русак 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДАННЫХ 

При совместном анализе и эконометрическом моделировании неста-
ционарных временных рядов значительное место уделяется тестирова-
нию и учету свойства коинтегрированности временных рядов [1]. Боль-
шая часть теоретических результатов и практических приложений связа-
на с понятием линейной коинтегрированности [5]. Однако в последнее 
время исследователей все больше интересует свойства нелинейных пре-
образований интегрированных временных рядов и проблема нелинейной 
коинтеграции [2]. 
Данная статья посвящена разработке правила выбора локальной ап-

проксимирующей окрестности для непараметрического теста коинтегри-
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рованности между нестационарными (интегрированными) временными 
рядами. Сформулируем математическую модель. 
Пусть имеется N -мерный временной ряд 

1( ,..., ) , 1,2,...,N
t t tNx x x R t T= ∈ = , для которого выполняется соотношение: 

 1( ) ( ) ,t t t tT x x xϕ ξ= − =   (1) 

где 2( ,..., ) ;T
t t tN tx x x ξ= −  некоторый стационарный процесс. Функции ( )T ⋅  

и ( )ϕ ⋅  принадлежат некоторому классу достаточно гладких функций.  
В случае, когда компоненты вектора xt∈ℜN являются стационарными 

временными рядами, данный вектор при условии (1) можно рассматри-
вать как вектор с «существенно зависимыми компонентами» [3]. Если 
{ }N

itix 2= −нестационарные интегрированные временные ряды одного по-
рядка интегрированности, то соотношение (1) можно рассматривать как 
свойство нелинейно коинтегрированных с функцией ( )ϕ ⋅  временных ря-
дов { }N

itix 1=  [2].  

НЕПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ПЛОТНОСТИ С АДАПТИВНЫМ 
ЯДРОМ 

Одной из наиболее распространенных оценок многомерной плотности 
распределения вероятностей является оценка Розенблата-Парзена с мно-
гомерным гауссовским ядром: 

 2

1

1( ) ( | , ),
T

T N i
i

f x n x X h H
T =

= ∑   (3) 

где { : , 1, }N
i iA X X R i T= ∈ = −  случайная выборка из N-мерного распре-

деления вероятностей с неизвестной плотностью ( )f ⋅ ; ( | , )Nn x a B N− -
мерная гауссовская плотность с математическим ожиданием a  и кова-
риационной матрицей B ; ( )h h T= −  коэффициенты размытости, удовле-
творяющие при T →∞  условиям: 0, .Nh Th→ →∞  
В [3] в нелинейном случае (1) было предложено использовать моди-

фицированную оценку плотности с адаптивным ядром 

 2
,1

1

1( ) ( | , ( , )).
T

T N i i i
i

f X n X X h S i k
T =

= ∑  (4)  

Адаптация достигается за счет использования локальных оценок 
{ ( , )}iS i k  матрицы ядра H , построенных для каждой точки iX  в некото-
рой локальной окрестности, обеспечивающей линейную аппроксимацию 
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нелинейной гиперповерхности, определяемой соотношением (1). При 
этом коэффициенты размытости ih  для точки iX  вычисляются по формуле 

 
1

4( ) Ni ih N kα −
+= .  (5) 

ВЫБОР ЛОКАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ НА ОСНОВЕ КРИТЕРИЯ 
ОТНОШЕНИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ 

В данной работе предлагается определять оптимальный размер окре-
стности для точки iX  количеством ik  попавших в нее точек из выборки 

iA  на основе теста для проверки гипотезы о линейной зависимости ком-
понент гауссовского случайного вектора, основанного на статистике Ан-
дерсона [4]. 
Опишем вначале сам тест в предположении, что ~ ( , )pX N µ Σ  � p -

мерный случайный гауссовский вектор, для которого µ  � вектор матема-
тического ожидания, Σ  � ковариационная матрица. Разобьем вектор X  
на q  подвекторов с 1 2, ,..., qp p p  компонентами. Соответственным обра-
зом разбиваются вектор µ  и матрица Σ . Пусть 1,.., TX X −  случайная вы-
борка из описанного распределения. 
Введем следующие обозначения: 
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где R  - выборочная матрица корреляции. 
В [4] показано, что для проверки гипотезы Н0 о независимости q  

множеств компонент можно использовать статистику (7). В случае, когда 
q =2 распределение статистики V  совпадает с распределением случай-
ной величины 

1 2 2, , 1p p T pU − − . Тест, основанный на V-статистке (V-тест), оп-
ределяется следующим образом: 

 гипотеза о независимости 




∆≤
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=
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0 TV

TV
H

ε
ε .  (8) 
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При заданном уровне значимости ε , пороговое значение ∆  находится 
из ограничения на вероятность ошибки первого рода и равно квантили 
уровня 1�ε соответствующего распределения: 
 

1 2 2

1
, , 1( , ) ( )p p T pT Uε ε−

− −∆ = ∆ = ,  (9) 

Таким образом, справедливо следующее утверждение. 
Теорема. Статистика отношения правдоподобия для проверки гипоте-

зы о взаимной линейной независимости q  множеств компонент задается 
формулой (7), где A  имеет вид (6). Критерий отношения правдоподобия 
(V-тест) для 2q =  задается формулой (8). Порог теста ( )ε∆  определяется 
формулой (9). 
В [4] также показано, что при 1 1p =   
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,  (10)  

где 
2 2, 1p T pF − −  - величина, распределенная по закону Фишера с 

2 2, 1p T p− −  степенями свободы. Тогда порог критерия имеет вид:  

 
2

12
1, 1

2

1( , )
1 (1 )

1 T p

T p F
T p

ε
ε−

− −

∆ = ∆ =
+ ⋅ −

− −

,  (11).  

Опишем процедуру выбора локальной аппроксимирующей окрестно-
сти. Для каждого выборочного наблюдения iX  будем определять объем 

*
ik  выборки, попадающей в локальную окрестность, которая аппрокси-
мирует нелинейный участок гиперповерхности линейным. Для этой цели 
используется правило: 
 

'
0

* '

1
min ,

i
i i

k k T
k k

≤ < −
= )},()(:{, ''''

iiiiii kkVkKKk ε∆≤=∈  (12) 

где −0k некоторое начальное значение, а статистика '( )iV k  и порог теста 
'( , )ikε∆  определяются из (7), (11). 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ V -ТЕСТА 

Для экспериментального исследования критерия отношения правдо-
подобия используется тестовая модель данных, описывающая двумер-
ный векторный временной ряд с компонентами ,t ty x  ( 1,t T= ) вида: 
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( )

1

( )

, 1, ,

, 1, ,

x
t t t

y
t t t

x x t T

y ax t T

ε

ε
−= + =

= + =
  (13) 

где ( ) ( ),x y
t tε ε - независимы и одинаково распределены по нормальному за-

кону 1(0,0.01)N ,T − длина временного ряда, 0x −некоторое начальное 
значение. Рассматриваемый V-тест применяется не для исходных вре-
менных рядов, а для их первых разностей tt xy ∆∆ , , так как в данном слу-
чае tx∆  является гауссовской случайной величиной, а распределение V-
статистики не зависит от распределения одной из компонент вектора ( в 
нашем случае ty∆ ). Целью модельных экспериментов является исследо-
вание мощности теста для различных объемов выборки и значений пара-
метра a в модели (13), характеризующего степень линейной зависимости 
временных рядов. Результаты, приведенные в табл. 1, свидетельствуют о 
том, что при увеличении объема выборки Т, размер теста при 0.05ε =  
остается неизменным, а мощность теста стремится к 1. Это свойство тес-
та дает возможность использовать данный подход для тестирования ли-
нейной коинтегрированности. 
В общем случае, описанный тест можно использовать для выбора ло-

кальной окрестности в ядерной оценке плотности с адаптивным ядром 
(4). Действительно, пусть )(1, tT xf  � статистика, вычисляемая как непара-
метрическая оценка плотности вектора с существенно зависимыми ком-
понентами с адаптивным ядром. В данной оценке матрица гауссовского 
ядра оценивается по выборкам из локальных окрестностей, которые на-
ходятся по правилу (12). Оценки )(1, tT xf  затем используются для полу-

чения ряда остатков � �t t ty yξ = −  из условия:  

 TixXyfy iiT
Yy

i ,1),|(maxarg� )1(
1, ===

∈
 (14) 

Таблица 1. 
Оценки мощности Объем выбор-

ки 
Порог значимо-

сти a = 0,1 a = 0,2 a = 0,5 a = 0,9 
  6,85 8,41 16,82 37,62 

20 0,803074 6,88 9,45 30,63 70,06 
30 0,869674 6,99 12,01 44,43 87,17 
40 0,902652 7,47 14,26 55,80 94,92 
50 0,922320 8,45 16,02 66,12 98,36 
100 0,961368 10,82 28,21 92,95 100 
500 0,992308 35,73 87,87 100 100 
1000 0,996156 60,61 99,43 100 100 
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Если временной ряд остатков �{ }tξ  является стационарным, то это 
должно свидетельствовать о том что: а) временные ряды{ }N

itix 1=  связаны 
«существенной зависимостью» для стационарных временных рядов 
{ }N

itix 2= ; б) временные ряды{ }N
itix 1=  являются нелинейно коинтегрирован-

ными с некоторой неизвестной функцией ( )ϕ ⋅ . Для тестирования стацио-
нарности остатков �{ }tξ , можно использовать различные тесты единично-
го корня [5]. 
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ТЕКСТУРНАЯ СЕГМЕНТАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
НА БАЗЕ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ МАРКОВА 

П. М. Самойлов 

При анализе изображений важной их характеристикой служит тексту-
ра, которая присутствует во всех изображениях, начиная со снимков, по-
лученных с помощью самолетных и спутниковых устройств и кончая 
микроскопическими изображениями в биомедицинских исследованиях. 
Во многих задачах анализа и интерпретации изображений (визуальное 
слежение, хирургия, мультимедийные приложения и т. д.) текстурное 
изображение необходимо сегментировать для его последующего распо-
знавания.  
Объектами исследования данной работы стали случайные поля Мар-

кова (MRF, Markov Random Fields) и их применение для текстурной сег-
ментации изображений. Целью работы являлась разработка и реализация 
модуля сегментации на однородные регионы аэрофотоснимков и фото-
графий, полученных со спутника.  
Рассмотрим математическую модель MRF. Определим MRF на гра-

фах. Пусть ( )ESG ,=  - граф, где { }NssS ,,1 K=  - множество вершин, E  - 
множество ребер. Пусть sV - множество всех вершин графа, смежных с 


