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давцов на рынке, был строго больше коэффициента, показывающего ин-
тенсивность действий покупателей.  
Рассмотренная модель является неполной, поскольку не учтены мно-

гочисленные силы, действующие на рынке, например, силы государства 
или силы притяжения и отталкивания, порожденные законом спроса и 
предложения. Такие исследования могли бы более полно отразить дина-
мику происходящих процессов. Однако целью проведенных исследова-
ний было выяснение влияния отдельно взятой экономической силы.  
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О  СТАТИСТИЧЕСКОМ  АНАЛИЗЕ  ЦЕПЕЙ  МАРКОВА 
С  ЧАСТИЧНЫМИ  СВЯЗЯМИ 

А. И. Петлицкий 

ВВЕДЕНИЕ 

При математическом моделировании часто возникает необходимость 
построения адекватных вероятностно-статистических моделей дискрет-
ных временных рядов Axt ∈ , Ν∈t  (где пространство состояний 

{ }1,,1,0 −= NA K  � конечное множество мощности 2≥N ) с «длинной 
памятью» («long-memory» time series) [1�6]. Известной моделью таких 
дискретных временных рядов является цепь Маркова достаточно высо-
кого порядка Ν∈s , определяющего «длину памяти»; если 1=s , то цепь 
Маркова называется простой, если s>1 � сложной [7]. Однако для такой 
модели число параметров D растет экспоненциально при увеличении по-
рядка s: ( )1−= NND s , и для статистического оценивания параметров 
требуется иметь реализацию nxx ,,1 K  не всегда доступной на практике 
длительности n > D. В связи с этим актуальна проблема построения «ма-
лопараметрических» моделей цепей Маркова высокого порядка. В [8] 
предложено использовать модель смесей простых цепей Маркова, для 
которой в [9] исследовано предельное распределение. Также использу-
ются цепи Маркова с переменным порядком [10]. Оценивание парамет-
ров данной модели представлено в [11]. В данной работе исследуется но-
вая общая «малопараметрическая» модель цепи Маркова s-го порядка с 
r-частичными связями ЦМ(s, r), предложенная в [12]. 
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ЦЕПЬ МАРКОВА ЦМ(S, R) 

Пусть tx  � однородная цепь Маркова s -го порядка на ( )ΡΩ ,, F  с неко-
торой ( )1+s -мерной матрицей вероятностей переходов ( )1,...,1 += siipP , 

Aii s ∈+11 ,..., ; { }sr ,...,1∈  � параметр, который называется числом связей; 
( ) Μ∈= 00

1
0 ,..., rr mmM  � произвольный целочисленный r -вектор с упоря-

доченными компонентами smmm r ≤<<<= 00
2

0
1 ...1 , который называется 

шаблоном связей; Μ  � множество всевозможных таких векторов с r  
компонентами, имеющее мощность 1

1C −
−=Μ=Κ r

s ; ( )0
1,,...,1

0
+= rjrjjqQ , 

Ajj s ∈+11 ,..., , � некоторая ( )1+r -мерная стохастическая матрица. 
Цепь Маркова tx  называется цепью Маркова s -го порядка с r  час-

тичными связями и обозначается ЦМ(s,r), если ее вероятности одноша-
говых переходов имеют вид: 

 0
1,0,...,0

1
1,,...,1 ++ = si

rm
i

m
isisii qp , Aii s ∈+11 ,..., . (1) 

Примем обозначения: ( ) ( ) s
ssss AjJjjJ ∈== − ,,..., 11  � мультииндекс s -

го порядка; sJsJ ′,δ  � символ Кронекера для мультииндексов sJ , sJ ′ ; 

( ) ( ) r
rmtmtrnt AxxMXS ∈= −+−+ 111 ,...,;  � функция rn AA →Μ× , которую 

условимся называть селектором r -го порядка с параметрами Μ∈rM  и 
{ }1,...,1 +−∈ snt ; { } { }1,0∈Ι B  � индикатор события B ; { }sssK KX =Ρ=Π  � 

начальное s -мерное распределение вероятностей ЦМ(s, r); 
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r AJ  для шаблона ( )1,1 +=+ sMM rr . Ус-
ловимся полагать, что если вместо какого-то индекса стоит точка, то это 
означает суммирование по всем возможным значениям этого индекса. 
Теорема 1. ЦМ(s, r), определяемая (1), эргодична тогда и только то-

гда, когда найдется целое число 0≥l  такое, что 
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По наблюдаемой реализации nX  на основе подстановочного принци-
па построен информационный функционал ( )rr MI 1

�
+ . 
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Теорема 2. ОМП rM� , ( )1��
+= rJqQ , 1

1
+
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rM , 0Q  оп-
ределяются следующими соотношениями: 

 ( )rr
rM

r MIM 1
�maxarg�
+

Μ∈
= , 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )




=⋅
>⋅⋅

=
+

++++
+ .0�;если,/1

,0�;если,�;/�;��
1

1111
1

rrr

rrrrrrrrr
rrJ MJN

MJMJMJMq
ν

ννν   (2) 

Пусть: *
sKΠ  � стационарное распределение вероятностей ЦМ(s,r); 
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Теорема 3. Если ЦМ(s,r), определяемая (1), стационарна и шаблон 
Μ∈0

rM  удовлетворяет условию идентифицируемости, то при ∞→n  
ОМП rM� , Q� , определяемые (2), состоятельны: 

 0�
rr MM →Ρ , 02� QQ L→ , 

причем справедливо асимптотическое разложение для вариации оценки Q� : 
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С помощью оценок (2) построен критерий статистической проверки 
гипотез 0H : 0

0 QQ =  против альтернативы общего вида 01 HH = , где 
( )100 += rJqQ  � некоторая заданная стохастическая матрица. Решающее 

правило заданного асимптотического размера ( )1,0∈ε  имеет вид: 
 принимается { }∆>∆≤ ρρ если,;если, 10 HH , 

 где ( )( )∑
>++

++++ −⋅=
010:1

10
2

1011 /��;
rJqrJ

rJrJrJrrr qqqMJνρ , ( )ε−=∆ − 11
LG . 

На рис. 1 для ЦМ(256,6) приведен график зависимости вариации 2
n∆  

оценки Q�  от длительности наблюдений n  (при числе «прогонов» 
410=L ); кривая вычислена теоретически с помощью главного члена 

разложения (3), «кружки» � экспериментальные значения, вычисленные 
по методу Монте-Карло. 
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Рис. 1. Зависимость 2

n∆  от n при N=4, s=64, r=3. 
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