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УЛУЧШЕНИЕ  СВОЙСТВ  УСТОЙЧИВОСТИ  
ЛИНЕЙНЫХ  РАЗНОСТНЫХ  СХЕМ 

К. А. Кулак, В. И. Репников 

Свойство устойчивости методов решения задачи Коши традиционно 
принято исследовать на модельной задаче  
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Применительно к задаче (1) разностное уравнение, соответствующее 
одношаговым методам, примет вид 
 ( ) nn yEy τλ,1 =+ , 

где ),( τλE  � оператор перехода, который для явных одношаговых мето-
дов s -го порядка точности имеет вид 
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Соответственно область устойчивости определяется как множество 
точек λτ=z  комплексной плоскости, удовлетворяющих неравенству 
 1|),(| ≤τλE .  (3) 
При этом, конечно, форма и размер области устойчивости (в частно-

сти, длина промежутка, по которому она пересекается с вещественной 
осью и даже свойство связности) зависят 
от параметров kiai ,,1, K= . Указанную 
ситуацию иллюстрирует рис. 1, на кото-
ром изображены области устойчивости 
метода  
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Следует отметить также, что в точках 
комплексной плоскости, в которых соот-
ношение (3) выполняется со знаком «=», 
область устойчивости имеет нулевую 
ширину вдоль мнимой оси, что при ин-
тегрировании задач, в спектре матрицы 
Якоби которых присутствуют собствен-
ные значения с отличной от нуля мнимой 
частью, фактически равносильно нару-
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Рис. 1. Область устойчивости  
метода (4) при 001.0,8/1 ±=α  
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Рис. 2. Число обусловленности  
a � рассмотренная матрица,  
б � матрица Гильберта 

шению связности области. Чтобы избавиться от указанного недостатка, 
достаточно заменить в правой части неравенства (3) константу 1 на неко-
торую положительную величину 1<t . Поставим себе задачу определить 
параметры kiai ,,1, K=  оператора перехода (2) таким образом, чтобы 
область устойчивости, оставаясь односвязной, имела максимальную 
длину интервала устойчивости по вещественной оси. Таким образом, 
требуется построить полиномы 
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обладающие тем свойством, что ширина непрерывной области, в которой 
их значения заключены между прямыми t±  является максимальной сре-
ди всех многочленов с такими s и k. В дальнейшем такие многочлены 
будем называть оптимальными. Можно доказать, что многочлен )(xP ks+  
вида (5) с заданными s и k будет оптимальным тогда и только тогда, ко-
гда выполняются условия 
 1...,,1,0,)1()(,0)( −=−==′ +

++ kittPtP si
iksiks .  (6) 

Следовательно, решение поставленной задачи в общем случае сводит-
ся к решению системы k2  нелинейных уравнений (6) относительно ко-
эффициентов многочлена ia  и точек 
it . При решении этой системы мето-
дом Ньютона, даже при малых k воз-
никает проблема выбора начального 
приближения, так как матрица зна-
чений производных для системы ли-
нейных уравнений является очень 
плохо обусловленной (с числом обу-
словленности до 5010 , см. рис. 2). 
Один из способов преодоления этой 
проблемы состоит в последователь-
ном решении системы при 

mk ...,,2,1= , а в качестве начальных приближений служат экстраполи-
рованные значения ii ta , , найденные на предыдущих шагах. 
По описанному алгоритму были построены следующие операторы пе-

рехода: 14,1 == ks  (ширина области устойчивости ~430), 10,2 == ks  
(ширина области устойчивости ~120), 10,3 == ks  (ширина области ус-
тойчивости ~ 85). 
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Отметим, что в случае 1=s  и 1=t  известно аналитическое представ-

ление оптимального полинома: ( ) 
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Чебышева степени n [2]. Опишем способ построения операторов перехо-
да вида (3) для 1=s  и 2=s  с ограничением 1|),(| <≤ tE τλ , используя 
для этого многочлены сдвинутые и растянутые многочлены Чебышева. 
Оптимальные многочлены для случая 1=s  будем искать в виде  

 ( )xttTtxP nnnn )()()( ωε += , 
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Коэффициент )(tnω  можно также вычислять и с помощью приведен-
ного ниже рекуррентного соотношения, напоминающего рекуррентное 
соотношение для многочленов Чебышева. 

 
.2,1

),()(2)(,)))((()(

10

11
1

11

xQQ
xQxQxxQtQntt nnnnnn

==
−== −+

−
+− εω

 

Случай 2=s  реализуется аналогично. При этом многочлены отыски-
ваются в виде (значения коэффициентов )(),(),( tctbta nnn , а также ре-
зультирующий многочлен )(2 xP n  здесь не приводятся из-за громоздкости) 
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Отметим, что построенные таким способом многочлены свойством 
оптимальности обладать уже не будут, однако позволяют увеличить дли-
ну интервала устойчивости практически до любой величины (естествен-
но, за счет увеличения числа стадий) без решения системы (6). Эти поли-
номы обладают также рядом любопытных с точки зрения анализа 
свойств, описать которые не позволяют размеры публикации. 
Рассмотрим теперь простой способ построения методов второго по-

рядка по заданному оператору перехода, наглядно демонстрирующий 
один из возможных подходов к решению данной задачи. 
В качестве основы возьмем метод последовательного повышения по-

рядка точности (4), который при 2/1=α  является методом второго по-
рядка [1]. Заменим вычисление значения α+ny  на рекурсивный вызов 
себя же, но уже с другим 1αα = . Повторяя эту процедуру несколько раз, 
можно получить метод второго порядка (положив 2/10 =α ) с любым 
числом стадий. Например, при 2=k  получается метод 
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параметры iα  которого можно определить по заданным ia  � коэффи-
циентам многочлена (5), используя формулу  
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Приведем результаты сравнительного тестирования построенных та-
ким образом методов второго порядка (6, 9 и 12 стадий) на модельной 
системе из [3], обладающей средней степенью жесткости. 
При малых x многостадийные методы проигрывают методам более 

высоких порядков, но при 1000≈x  ситуация меняется, и с дальнейшим 
ростом x эффективность многостадийных методов проявляется все силь-
нее (см. таблицу). 
Из таблицы можно видеть, что максимальный шаг для построенных 

методов почти прямо пропорционален ширине области устойчивости. 
Также можно сделать вывод, что методы с большим числом стадий эф-
фективнее, а значит, построение таких методов приносит практическую 
пользу. 

Таблица 
Решение модельной задачи в точке 00010=x  

Метод (порядок / стадий) Число откатов Точек всего Макс. шаг Обращений к f 
ПППТ 2 / 6 69 4885 2.16 29310 
ПППТ 2 / 9 36 2663 4.63 23967 
ПППТ 2 / 12 23 1808 7.67 21696 
ПППТ 3 / 3 304 21099 0.46 63297 

Рунге-Кутта 5 / 6 453 31452 0.35 188712 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ  ТРЕБОВАНИЯ,  ПРЕДЪЯВЛЯЕМЫЕ  
К  ЭЛЕКТРОННЫМ  УЧЕБНИКАМ 

С. В. Леончик 

Новые средства и методы обработки информации оказывают сущест-
венное влияние на средства, формы и методы обучения. Сегодня иннова-


