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где C -  произвольная постоянная. C учетом соотношения с0=4яо> (П ), (12) 
найдем коэффициенты с0, с2, с3, например, при E=-I для соответствующего 
уравнения (3).

ехр(-2ал') 1 г„ .ЗаВ2 ехр(2аг), „ ,сп = -------------- Lt Сз =  ------[Зааехр(— -----—----- -) + C y-  а  а/, -
9а C - а / , а

ЗаВ: ехр(2ад) ----- г ,-б а р у а  г ехр(— 1 ^ ------ - + стлОуС -  а/, ],

с, -  -
3aß ехр(2ал)

( С - а / , ) ' М27^-[ЗаР%/а / ехр(

2а
3aß2 ехр(2ах) 

2 а
+ ал)(а/, — С) + ДС — а/, х

х(3аст ехр(^а ^ ехр(2ад)  ̂+ _ 2a ß2 ехр(2стл))(а/1 -C))]. (23)
а

Согласно теореме 2 уравнения (3), (22), (23) интегрируются в квадрату
рах.
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ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ
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- 9  new types non-equivalent maximal non-integer

vertices of the polytope of three-axial assignment problem, i. e. the vertices with the number of 
fractional components being equal 322—2, is researched.

Известно [1], что трехиндексная аксиальная задача о назначениях, 
имеющая многочисленные приложения [2, 3], является NP-нолной.

Целочисленные вершины многогранника

M  (3,п) = {х = [|дСў.,[I : Xijt > 0  V (г, у, г) е = 1 Vre N11,
,=1 2=1

I S - V = I  Y /e tf,,, X ^ 1= 1 V ieA n),
/ = I / = 1 J= 1 / = 1

где л>2, N„={ I, 2, ..., л}, Nl=NllXNllXN,,, порожденного условиями этой за
дачи, просто устроены и их общее количество равно (л!)2 [4]. Сложное 
строение нецелочисленных вершин многогранника М(3, л), естественно, 
создает принципиальные трудности на пути его исследования.

Изучению комбинаторных свойств многогранника М{3, л) посвящено 
большое количество работ (см., например, [1, 4-8]). Так, в работах [1, 5] 
изучается грапевая структура и описываются фасеты (грани максимальной

г80



Математика и информатика

размерности), а в [6-8] исследуются его нецелочислепные вершины. В ча
стности, показано [6], что для любого числа se {4, 6, 7, Зн-2} и только
для него у многогранника М(3, п) существуют s-нецслочпслеппыс верши
ны, т. е. вершины, число дробных компонент у которых равно s.

Так как всякая вершина многогранника М{3, п) содержит не более чем 
3/1-2 положительных компонент (см. [4]), то (3/г-2)-нецслочислеппые верши
ны этого многогранника будем называть максимально нецелочисленпыми.

В [9] указаны три типа неэквивалентных максимально нецелочислеппых 
вершин многогранника М(3, л), п>4. Идентификация типов вершин прово
дится по количеству дробных компонент, содержащихся в двумерных сече
ниях трехиндексных матриц, представляющих собой вершины. Две верши
ны многогранника М(3, л) называются неэквивалентными, если одна из них 
не может быть переведена в другую путем перестановки ее двумерных се
чений.

В настоящей работе приведено
(

п
\ ( п -  2 +  п  +  2

п
11 - — - 3 — —

V 2 / V 2
>

2
- 9  но

вых типов неэквивалентных максимально нецелочислеппых вершин много
гранника М(3, л), п>1 , и исследованы их комбинаторные свойства.

Совокупность элементов матрицы л-||.Ту,||„ с фиксированным значением 
одного индекса, например t, будем называть двумерным сечением ориента
ции (Г,У) матрицы X. Двумерное сечение представляет собой обычную двух- 
ипдекспую матрицу. Таким образом, у матрицы .v имеются двумерные се
чения ориентаций (/,у), (/, t) и (j, /). Произвольную ориентацию двумерного 
сечения матрицы х  будем обозначать (g, Ii), а фиксированное двумерное 
сечение этой ориентации -  s. Двумерное сечение ориентации (g, h) матрицы 
,г с фиксированным индексом J будем обозначать х \ ,  а число дробных

компонент матрицы дф,
Согласно лемме 4 [7] имеет место утверждение: для того чтобы матрица 

X была максимально нспелочислснной вершиной многогранника М(3, л), 
необходимо, чтобы для ее двумерных сечений ориентации (g, Ii) выполня
лись два условия:

2 ф ; „ )  = Зн -2 ; z(.v; ) > 2  V s e N ll, (I)

причем среди этих неравенств имеются хотя бы два равенства. Пусть 
y'sh = г (лф,) -  I Vje N,,. Тогда система (1) принимает вид

£ > й = 2» - 2’ (2)
S —  1

и количество решений _у̂ , ..., уравнения (2) в положительных

целых числах у(л совпадает с числом решений системы (1). Как показано в

[10], количество таких решений равно
2л -  3 
л-1

. Однако до сих пор пока
V /

неизвестно, существует ли матрица .т для каждого такого решения, являю
щаяся максимально нецелочисленной вершиной многогранника М(3, л). 
Решение системы (1) будем записывать в виде вектора (z,, z: , z„) ,
каждая компонента которого обозначает количество дробных компонент 
соответствующего двумерного сечения ориентации (g, /г).
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Наряду с многогранником М{3, л) рассмотрим s-возмущенный (в>0) 
многогранник МЕ(3, л), заданный условиями

X X хф (е) =1 V/е . X X хи» (8)=1+ 'г'е - X X -ч (е)= 1+пг Vj е Nn.1 = 1 у = I <=1 у = I I = I / = 1

X X aV (е) = 1+ е V; е - X  X - v  (е) = 1+ («2 - « + 0 е '
у = 1 I = I у = 1 1 = 1

-yOV (е) - 0  V (/,y,r)е <
Лемма [11]. Существует такое число в,>0, что при 0<е<еi многогранник 

МЕ(3, л) является невырожденным. При этом всякая вершина .v(£)=||.vv,(e)||„ мно
гогранника МЕ(3, л) может быть представлена в виде ||лу,(в)||,,=||А,Д|(,+Е||ау,||,,. 
где л=||ху,||„ -  вершина (возможно, вырожденная) многогранника М(3, /г), а 
ненулевые компоненты (не обязательно положительные) матрицы ||а,„||„ со
ответствуют ненулевым компонентам вершины д(в), т. е. справедливо 
включение

R(x)={(i,j, t)e Nf  :x,j,>0}QR(x(£))={(iJ, t)e N f :x,„(£)>()}.
Множества R(x) и R(x(s)) совпадают, если вершина .v многогранника A/(3, л) 
является невырожденной.

Теорема 1. Для любого числа т£ {0, 1,2, ..., л -3 }, п>3, матрица д'=|| л',,1[„
с ненулевыми элементами

п -  г
-, к = 1, ..., п - г ,

п - г - 1 ,  л - г - 1  ,  л - г - 2 ,  , .  , ,
хш —  у  у i X n l n  —  -  -  , хк к + [  к + ]  —  — у , к —  2 ,  . . . ,  )  +  1 ( /  — 1 ) ,

л — г п -  г п - г
1

* л+* - г - 1 . л+* -г -1 .*  + 1 -  - Л  =X  . . . .  Г  + l( r  >1), X k iп - г
1

п — г
-, к — 2, ..., г -t- 2,

п - к  + \
X ,Jfc-I.*.*

л  -  г

, к = г + 3, .... л,

чтит
J t - T - I

л -  г
, £ = т + 3, ..., л - 1 ( т < л - 4 ) ,

является максимально нецслочисленной вершиной многогранника М(3, л). 
Ранее это утверждение было известно лишь для т=0, л-3 [9].
С хем а д о к а з а т е л ь с т в а  теоремы 1, Зафиксируем некоторое число 

гб{0, 1, 2, ..., л-3}, л>3. Легко проверить, что х'еМ (3, л). Нетрудно убе
диться, что матрица xr (в) = (в) с ненулевыми элементами

С*А1 (^ )~ '
1 (л -  1)(л -  г +1 -  2&)

л — T
в, & = 1, .... п -  г,

,  /  X Л - T - IA122 (В) — +
п - г

(л -  1)(л -  т - 1)
+ 1 в,

И  _  г  - .  I  I  л 2  -  Л Т  +  T  +  1 )А-В,
п — г

•*М + М + 1 (Е)
п - г  -  2

п — г
+ [ ( А г - і ) ( л - і ) ( л - г - 2 )  + /і]е, t= 2 ,  ..., т+1(т>1),

В ,  к = 2, ..., г + 1(т>1),
г , , _ 1 (л — 1)(л — т + 2/: — 3)
n̂+fc-r-l.ij+t-r-U + l V̂ / — '

л  — T
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< * +и ( е) = -п - г
(2к - 3 )(/г - l) ( /i  - г - 1 )  

2
+ J t-I е, к — 2 , ..., г + 2 ,

г  I \ п - к  + 1 
хк-и,к (8) - ---------- +п - г

+ r - \ ) n - 2 r2 - ( к -  r - \ ) ( 2 r+k  - l ) ]  + /: —1 |Е,

к = г + 3,

-v m » u  ( е ) _

к = г + 3, /г,
k - r - 1

п -  г

- | ^  + г - \ ) п - 2 г2 -  (к -  г -  \){2 г + к -1 )]  + к — 11 е,

к = г  + 3, /г -  l( r  < л - 4 ) ,
принадлежит многограннику МЕ(3, /г)- Так как число ненулевых элементов 
матрицы л'(е) равно 3/1-2, а многогранник МЕ(3, /г) невырожден (см. лемму), 
то матрица х'(г) является его вершиной. Отсюда, учитывая равенство 
R(xr)=R(x {8)), заключаем, что матрица хг является максимально нецелочис
ленной вершиной многогранника М(3, /г).

Для вершины л—||Xy,||„ многогранника М(3, п) введем множество 
S(x)={ke (О, 1):Э(/,;, t)e: N 2Xiĵ k  }.

Следствие 1. Для любого числа т е (0, 1, 2, ..., /г-3}, /г>3, максимально 
нецелочислеппая вершинах:' многогранника М(3, /г), указанная в теореме 1, 
обладает свойствами:

/ . .  \ [ 1 2 п — г — 11
1) S (д Ы ------ , ................ ............. Г.

4 ' [ п -  г  п — г  п - г  J
2) количество дробных компонент, содержащихся в ее двумерных сече

ниях, задастся векторами
( \  

п — г, 2, 3, ..., 3, 2 , ..., 2
г /ии  п - г - 2 раз

2, 2, 3 ,..., 3 , 2,3, ...,3 ,2
»-2/«и

Справедливы следующие три теоремы, доказательство которых прово
дится по той же схеме, что и теоремы 1.

. . . .  1
Теорема 2. Для любого числа re 11, 2 , ...,

I
- I k  л>4, матрица .Vr=IUk

с ненулевыми элементами
, 1 , . г п - г - 1 ,. п - г - 1

Jffikl=--------’ ^  =  1- n - r ,  X 122= --------------, Xnln ---------------
Il -  г

х'

k - r - 1

п - г

к -  I Г _ п ~ г - к
> Хк, * + ! ,*  + ! —  i

п -  Г

п - г п -  г
1

| | + * - г - 1 ,  <!+*-<—1, г+2 ’ ^  • • • ’ 1 k l »Il -  Г
. „ , г п -  к + 1 ,, к = г + 2, ..., /г-1, Xt 4 Л і = ------------- , А: =  г +  3 , ..., п,

п - г  п - г
является максимально пецелочисленной вершиной многогранника М(3, /г).

■Jf*. t  + l. к
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Теорема 3. Для любых чисел Ie -j4, п —
L

и ге { 1- 1, п-l}, где

п£2 1 ~ \, матрица хг' = Ilx; с ненулевыми элементами

Xkki , к— \ , . . . ,п  г, Xk i kk
п - г  п - г

V r - 'л к. * + 1, к —___L Ic- 2 i- 1  xrJЛ. — Z . , . . . ,  i  2 , ■̂п-г+ к.п-г + к.1
1

* = 1, ...Д-2,
п - г

"Ч. * + 1, к п -  Г
к I, г+2, Xi i i l  k+l

п -  г 
ii — г — 2

п - г
, к-1, ..., Г + 1 ( / + 1 > / ) ,

Xr jл,п -г+ к-\. п -г+ к -1, к +1
/2 — ІС H- 1----, к=1, .... г+1(г+1>1), хк_[ к к = ---------- , к-г+3, .... п,

п - г
г i к - г - 2  . . г

*k \k .k - i= ----------------, k=r+4, ...,п, X......=

п - г  
п - г  - 1

п - г  п — г
является максимально нецелочисленной вершиной многогранника М(3, п).

(
Теорема 4. Для любого числа г е |4 ,

ненулевыми элементами 
, 1

п>8, матрица xr = ||х('.!| с
Iln

, п -  к + 1  ,
,к=  1,  . . . .  п-г, X, , , ,. --------------- ,к=г+3 ,  п,

п - г
, п - г - I  г _ 1

X1 -у, — , л 2з2 —
п - г

п — г — 3
п - г

1

п - г  
п - г  - 2  

п -  г

> I I — г + 1 ,  л - г + 1 ,  4  ’  л п - г + 2 .  п - г + 2 .  4п - г  п - г  п - г  п - г

X343 = ------ ,
п - г

1 . п - г - 1
— - ■*„,„=-----------

X1к, & + 1, Ä + 1
n - r - k + 2  г к - 3--------------- , к = 4, .... г + 1, Xt t+1 t = ------ , к = 4, г + 1,

п - г  ' п - г

х' +к_гп+к_гг+2 = —— , * = 3, ..., Г, х'к'„+ик= к -r l , к = г + 2 ...... л -1 ,
п -  г п - г

является максимально нецелочисленной вершиной многогранника М(3, п).
Замечание. При г= 1 вершины многогранника М(3, /г), указанные в тео

ремах 1 и 2, совпадают.
Из теорем 2-4 вытекают следующие три утверждения.

, .. 1
Следствие 2. Для любого числа ге  П, 2, ..., - 11 , л>4, максимально

нецелочисленная вершина хг многогранника М(3, п), указанная в теореме 2, 
обладает свойствами:

1 2  n - r - 1 1
I) S (хг) =

n - r  n - r  n - r  J
2) количество дробных компонент, содержащихся в ее двумерных сече

ниях, задается векторами
f  " /  \ {  -N

П-г,  2 , ..., 2 ,  г  +  2, 2 , ..., 2 » 2, 2, 3 ^ 3 у 2, 3 , ..., 3 , 2

 ̂ г раз п-г-2 раз iJ  ̂ п-2 раз І̂I . 11-2 раз j

1
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Следствие 3. Для любых чисел Ie  -J 4, .... п - и ге  {/ -  1, .... п - 1 } ,

где «>2/-1, максимально нецелочисленная вершина х 1 11' 1 многогранника 
М(3, п), указанная в теореме 3, обладает следующими свойствами:

D Ixr-1
V I\ -  J 1 2 а I I

\ х M п -  г ’ и -  г
2) количество дробных компонент, содержащихся в ее двумерных сече

ниях, задается векторами
( \ 

п - г ,  2 , ..., 2, /, 3..... 3, 2 , ..., 2
I - 2  р а з  г - 1  +  2 р а з  i i —г —2  р а з

Jij  V

( \
2, 2, 3,..., 3

п—2 раз H \

( \ 
2, 3 ,.... 3, 2

"-1 Pai Jji

Следствие 4. Для любого числа ге  |4 , , п>8, максимально не-

целочисленпая вершина х' многогранника М(3, п), указанная в теореме 4, 
обладает свойствами:

1 2 п - г  - 1
I) S(.v') =

Il — г п -  г Il -  г
2) количество дробных компонент, содержащихся в ее двумерных се

чениях, задается векторами
г \

п -  г, 2, 2, 4, 2 , ..., 2, г,2 ,..., 2
г-3 раз п-г-2 раз

( \

Ju

2, 2, 3,...,3
л-2 раз

(

) ‘1
2, 3 ,..., 3, 2

/1-2 ра з Jp
Из теорем 1-4 с учетом замечания получаем
Следствие 5. Количество типов неэквивалентных максимально нецело

численных вершин многогранника М{3, /;), указанных в теоремах 1-4, вы
ражается формулой

К” ) =
п + — 4, если п -  4, 5, 6,

( Г н п п 3
+ п + 2 п

п - -3 — - 2
\ _2 _ А _2_ 7 _2 _

-7, если н > 7.
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