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Рассматриваются эколого-экономические модели оптимального
сбора ресурса, заданные дифференциальными уравнениями с им-
пульсным воздействием, зависящими от случайных параметров. Пред-
полагаем, что длины интервалов θk = τk − τk−1 между моментами
импульсов τk являются случайными величинами и размеры импульс-
ного воздействия зависят от случайных параметров vk, k = 1, 2, . . . .
Одним из примеров таких объектов является уравнение с импуль-
сами, моделирующее динамику популяции, подверженной промыслу;
при отсутствии эксплуатации развитие популяции задается уравнени-
ем ẋ = g(x), а в моменты τk из популяции извлекается случайная доля
ресурса vk, k = 1, 2, . . . . Здесь θk ∈ Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 <∞,
vk ∈ Ω2 ⊆ [0, 1].

Пусть имеется возможность влиять на процесс сбора ресурса таким
образом, чтобы остановить заготовку в том случае, когда ее доля ока-
жется достаточно большой (больше некоторого значения uk ∈ [0, 1) в
момент τk), чтобы сохранить возможно больший остаток ресурса для
увеличения размера следующего сбора. Тогда доля добываемого ре-
сурса будет равна `k = `(vk, uk), где `(vk, uk) = vk, если vk < uk и
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`(vk, uk) = uk, если vk > uk. Таким образом, мы рассматриваем эксплу-
атируемую популяцию, динамика которой задана дифференциальным
уравнением с импульсами

ẋ = g(x), t 6= τk,

∆x
∣∣
t=τk

= −`(vk, uk)x, k = 1, 2, . . . .

Пусть θ
.
= (θ1, . . . , θk, . . . ), θk ∈ Ω1, `

.
= (`1, . . . , `k, . . . ), `k =

`(vk, uk), Xk = Xk(θ, `, x0) — количество ресурса до сбора в момент
τk, k = 1, 2, . . . . Для любого x0 > 0 введем в рассмотрение функцию

H∗
(
θ, `, x0

) .
= lim

n→∞

1
n∑
k=1

θk

·
n∑
k=1

Xk

(
θ, `, x0

)
`k ,

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ресурса.
Исследуется задача выбора управления u = (u1, . . . , uk, . . . ) ∈ U,

при котором значение функции H∗
(
θ, `, x0

)
можно оценить снизу с

вероятностью единица по возможности наибольшим числом. Как и в
работе [1], управление uk будем строить таким образом, чтобы экс-
плуатировать популяцию до достижения определенного уровня x > 0.
Обозначим через ϕ(t, x) решение уравнения ẋ = g(x), удовлетворя-
ющее начальному условию ϕ(0, x) = x. Тогда uk = u(x, ϕ(θk, x)) =

1 − x

ϕ(θk, x)
, `(ω, x) = `

(
v, u(x, ϕ(ϑ, x))

)
, где ϑ ∈ Ω1. Буквой M бу-

дем обозначать математическое ожидание случайной величины, mθ

— математическое ожидание θk, F2 — функция распределения vk,
k = 1, 2, . . . . Следующее утверждение доказано в [2] в частном слу-
чае, когда g(x) = x(a− bx) и длины интервалов (τk−1, τk) постоянные.

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) уравнение ẋ = g(x) имеет асимптотически устойчивое реше-

ние ϕ(t) ≡ K и интервал (K1, K2) является областью притяжения
этого решения (0 6 K1 < K < K2).

2) Ω1 ⊆ [α1, β1], где 0 < α1 6 β1 <∞, Ω2 ⊆ [0, 1] и F2(0) < 1.
Тогда для любых (x, x0) ∈ (K1, K) × (K1, K2) существует управ-

ление u ∈ U такое, что с вероятностью единица

M
(
ϕ(ϑ, x)`(ω, x)

)
mθ

6 H∗
(
θ, `, x0

)
6
KM`(ω, x)

mθ
.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №
16–01–00346-а).
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Задача стабилизации является одной из основных задач теории
управления, поскольку устойчивое поведение системы — одно из ее
важнейших свойств. Однако с точки зрения приложений важно, чтобы
переходные процессы обладали дополнительными свойствами. Одним
из таких свойств является требование наибыстрейшего устойчивого
поведения системы. Работа продолжает исследования [1–3], в которых
описаны методы реализации оптимального управления типа обратной
связи и их применение к проблеме стабилизации.

Пусть поведение динамической системы при t ≥ 0 описывается
уравнением

ẋ = Ax+ bu, (1)

где x = x(t) — n-вектор состояния системы в момент времени t, u =
u(t) — значение ограниченного скалярного управляющего воздействия
|u(t)| ≤ L, t ≥ 0, A ∈ Rn×n, rank(b, Ab, ..., An−1b) = n.

Пусть G — ограниченная окрестность состояния равновесия x = 0,
u = 0 системы (1). При фиксированных числах h > 0, L > 0 функцию

u(t, x), t ∈ [0, h[, x ∈ G, (2)

назовем дискретной (с периодом квантования h > 0) ограниченной
стабилизирующей обратной связью системы (1) в области G, если:

1) u(t, 0) = 0, t ∈ [0, h[;
2) |u(t, x)| ≤ L, x ∈ G, t ∈ [0, h[;
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