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Неоднородное уравнение Дуффинга [1, 2]

z̈ + Ω2z = ε(νz3 − γż + a cos Ω1t)

с Ω2 > 0, a > 0, Ω1 > 0, γ > 0 и малым параметром ε > 0 интегриру-
ется асимптотическим методом усреднения. Точка означает производ-
ную по t. В первом приближении (метод ван дер Поля) решение, как
известно [2], имеет вид z = b cosψ. При условии |Ω−Ω1| ∼ ε получаем
усредненную систему

b′ = −γ̃b− χ sin θ, θ′ = h− λb2 − χcos θ

b
, (1)

где θ = ψ − Ω1t – медленная фаза, штрихом обозначено диффе-
ренцирование по τ = εt. Параметры определяются выражениями:
γ̃ = γ/2, χ = a/(2Ω), h = (Ω − Ω1)/ε, λ = 3ν/(8Ω). При b′ = θ′ = 0
имеем систему для постоянных b и θ – амплитуды и фазы стационар-
ных колебаний.

После исключения θ из (1) получаем формулу

h(1,2) = λρ±
√
χ2/ρ− γ̃2,

где ρ = b2. Это выражение связывает амплитуду стационарных коле-
баний с частотной растройкой h (рис. 1). Известно [1, 2], что на участ-
ке NL между минимумом и максимумом функции h(1) стационарные
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колебания неустойчивы, что следует из линейного приближения систе-
мы (1). В настоящей работе вычислены зависимости b(τ) и θ(τ) для
скачков N → S, L → R, M → P, M → Q (рис. 1). В окрестности то-
чек неустойчивости L, M, N решение bI , θI имеет вид разложения по
степеням фиксированного малого начального отклонения δ = b̃0 − b0

амплитуды b от значения в точке неустойчивости (b0 = bL или b0 = bM ,
или b0 = bN): bI = b0+δb1+δ2b2+δ3b3+... , θI = θ0+δθ1+δ2θ2+δ3θ3+... .
Из сравнения коэффициентов следует в каждом приближении линей-
ное уравнение

b′′j + 2γ̃b′j + µbj = fj(τ), j = 1, 2, 3, ... , µ = γ̃2 + (h− λb2
0)(h− 3λb2

0),

в котором fj вычисляется из предыдущего приближения.
Функция bI не содержит колебаний. При достижении стационар-

ного значения (например, в точке P на скачке M → P ) в момент τ1

она получает продолжение в виде функции bII(τ). В качестве bII взято
линейное затухающее колебание, вычисленное из системы линейного
приближения для (1). На границе приравниваются значения функций
bI и bII и их производных. Получена формула для τ1.

На рис. 2 в качестве примера показана функция b(τ) и ее состав-
ляющие bI и bII в случае скачка M → Q. Пунктирная линия полу-
чена численным решением системы (1). Здесь γ̃ = 0.25, χ = 0.5, h =
2.25, λ = 1, bM =

√
2, bQ ≈ 1.565, δ = 0.0001. При вычислении bI в

разложении использовались слагаемые до ∼ δ2 включительно.

Рис. 1. Скачки амплитуды
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Рис. 2. Изменение амплитуды
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В работах [1] и [2] была начата разработка нового направления в
теории ограниченности решений систем дифференциальных уравне-
ний, а именно, развитие теории ограниченности решений по Пуассону.
Понятие ограниченности решений по Пуассону, характеризуются тем,
что решение может не содержаться полностью в некотором шаре фазо-
вого пространства, но обладает свойством счетного числа раз возвра-
щаемости в этот шар. В настоящей работе введено понятие тотальной
ограниченности, т.е. ограниченности при малых возмущениях, реше-
ний по Пуассону. На основе метода вектор-функций Ляпунова получен
достаточный признак тотальной ограниченности решений по Пуассо-
ну.
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