Einige Vereinfachungen des geometrischen
Axiomensystems von Oswald Veblen

und das Problem seiner weiteren Unvereinfachbarkeit

von
Cz. Dabrowski in Minsk

Die Axiome der Geometrie von O. Veblen (,Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society®, vol. 5, number 3, July 1904, Artikel: ,A sy-
stem of axioms for geometry“) sind die folgenden:

[. Es existieren zum mindesten zwei verschiedene Punkte.

II. Wenn A ein Punkt, B ein Punkt, C ein Punkt in der Ordnung
ABC ist, so sind sie in der Ordnung CBA.

. Wenn A ein Punkt, B cin Punkt, C ein Punkt in der Ordnung
ABC ist, so sind sie nicht in der Ordnung BCA.

[V. Wenn A ein Punkt, B ein Punkt, C ein Punkt in der Ordnung
ABC ist, so ist A verschieden von C.

V. Sind A und B irgend zwei verschiedene Punkte, so existiert cin
Punkt C, sodass A, B, C in der Ordnung ABC sind.

VI. Wenn wir delinieren: ,Die Gerade AB (A=£B) ist die Vereinigung
von A, B und von allen Punkten X in einer der moglichen Ordnungen
ABX, AXB, XAB%, —und wenn die Punkte C und D (CsD) auf der Ge-
raden AB liegen, so liegt A aul der Geraden CD.

VII. Existieren drei verschiedene Punkte, so existieren drei Punkte
A, B, C in keiner der Ordnungen ABC, BCA, CAB.

VIII. Liegen irgend drei verschiedenen Punkte A, B und C nicht auf
ein und derselben Geraden und sind D und E zwei Punkte in den Ord-
rungen BCD und CEA, so existiert ein Punkt F in der Ordnung AEB
und zwar ein solcher, dass D, E, I in ein und derselben Geraden liegen.

IX. Wenn wir definieren: ,Die Punkte X in der Ordnung AXB (A~ B)
bilden die Strecke AB. A und B sind die Endpunkte der Strecke. Drei
verschiedene Punkte A, B, C, die nicht auf ein und derselben Geraden
liegen, sind die Ecken eines Dreiecks ABC, dessen Seiten die Strecken
AB, BC, CA sind und dessen Umriss von seinen Ecken und den Punkten
seiner Seiten gebildet ist. Punkte, die in ein und derselben Geraden licgen,
werden kollinear genannt (loc. cit., Seite 355). Wenn A, B, C ein Dreieck
bilden, so ist die Ebene ABC von allen mit irgend zwei Punkten der Sei-
ten dieses Dreiecks kollinearen Punkten gebildet*—und wenn drei nicht
in ein und derselben Geraden liegende Punkte existieren, so gibt es eine
Ebene ABC, sodass ein Punkt D existiert, der nicht in der Ebene ABC liegt

~ X. Wenn wir definieren: ,Ein Punkt O ist in der Fliche eines
Dreiecks, wenn er auf einer Strecke liegt, deren Endpunkie Punkte ver-
schiedener Seiten dieses Dreiecks sind. Die Gesamtheit dieser Punkte O
ist die Fliche des Dreiecks. Sind A, B, C und D vier nicht in ein und
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derselben Ebene liegende Punkte, so bilden sie ein Tetraéder ABCD, dessen
Winde die Flichen der Dreiecke ABC, BCD, CDA, DAB sind (wenn diese
Dreiecke existieren), dessen Ecken die vier Punkte A. B, C und D sind
und dessen Kanten (,edges“) die Strecken AB, BC, CD, DA, AC, BD sind.
Sind A, B, C, D Ecken eines Tetraéders, so besteht der Raum ABCD aus
allen mit irgend zwei Punkten der Winde dieses Tetraéders kollinearen
Punkten“,—und wenn vier Punkte existieren, die weder in ein und der-
selben Geraden, noch in ein und derselben Ebene liegen, so existiert ein
Raum ABCD, sodass kein mit irgend zwei Punkten des Raumes ABCD
nichtkollinearer Punkt E existiert.

XI. Existiert eine unendliche Menge (,,an infinitude*) von Punkten,
so existiert ein gewisses Paar von Punkten AC, ein solches, dass, wenn
[¢] irgend eine unendliche Menge von Strecken der Geraden AC ist, die
die Eigenschaft hat, dass jeder Punkt, der A, C oder ein Punkt der Strecke
AC sein kann, ein Punkt einer der Strecken ¢ ist,—dann existiert eine
endliche Teilmenge ¢, ¢», ..., ¢ mit derselben Eigenschaft.

XII. Ist a irgend eine Gerade von irgend einer Ebene a, so existiert
ein gewisser (,some“) Punkt C von «, durch welchen es nicht mehr als
eine Gerade der Ebene « gibt, die a nicht schneidet.

O. Veblen hat (loc. cit.) die Unabhiingigkeit all seiner Axiome be-
wiesen. Ich werde hier nur die Proben der Unabhingigkeit der Axiome III,
V, VI, VII und VII nach O. Veblen anfiihren. Diese Proben sind ,finite“,
d. h. mit Hilfe von erdlichen Punktmengen K durchgefiihrt.

Er nimmt folgende Systeme:
${325]
123, 234, 345, 451, 512 : 135, 352, 524, 241, 413,
321, 432, 543, 154, 215 : 531; 253, 425, 142, 314.
S (3, 2, 7]: 7 Dreien:
013, 124, 235, 346, 450, 561, 602.
S [5, 2, 21]: 21 Fiinfen:

01 6 818,
1 2 7 919,
2 3 810 20,
3 4 911 O
4 51012 1,
5 61113 92,
6 712 14
7 81315 4,
8 91416 5,
910 15 17 6,
10 11 16 18 7,
11 12 17 19

12 13 18 20

=3I & :;‘:-—\-‘AOC!CJ——'OQD@\]G‘.L'IJ-»_OJ

13 14 19 0 10,
14 15 20 1 11,
1516 0 2 19
16 17 1 313,
17 18 2 4 1
1819 3 5 15,
1920 4 6 16,
20 0 5 71
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Die Probe des VIII. Axioms gibt O. Veblen mit Hilfe von Kg aus 21
Elementen des Systems S [5, 2, 21], wobei in jeder Fiini alle Permutatio-
nen vom Typus S |3, 2, 5, als ,Ordinungen® gelten, Die Punkte 0, 1, 2
liegen nicht in ein und derselben Fiinf (,Gerade“). Wenn im Texte <es Axi-
oms VIII A=0,B=1, C=3sind, sosind D-=13, E==9. Der Schnittpunkt F der
Geraden DE und AB ist 18, sodass A, B, F in der Ordnung FAB sind.

K; ist eine Gesamtheit von 5 Punkten 1, 2, 3, 4, 5. Die Punkte A,
B, C sind in der Ordnung ABC stets und nur, wenn sie eine Drei ABC
im System S {3, 2, 5] bilden.

K’; —eine andere Probe der Unabhingigkeit des Axioms VII-—ist eine
Gerade mit gewohnlichen Ordnungsbeziehungen.

K; ist eine Gesamtheit von 26 Punkten P,, P,, P;, Py, P;, 0, 1, 2, 3,
4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20. Die Punkte
ABC sind in der Ordnung ABC stets und nur, wenn sie eine Drei in einer
der Dreienmengen:

P,, P,, P, P,, P;, geordnet nach S {3, 2, 5},

0,1, 2, 8,4, 5,6, 7, 8 9, 10; 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
georduet nach S [5, 2, 21], wie in der Probe des Axioms VIII,

Pt h P; (i; i=1; 2, 3, 4, 5,iz£); h=0, 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8; 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20),

h Pik (h, k=0, 1,2,3,4,5,6, 7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 20, h=+k, i=1, 2, 3, 4 5)
bilden.

Somit existieren die Ordnungen OP,;1 und 1P,2, nicht aber 012, 120,
noch 201.

K; ist nur aus zwei Punkten 1 und 2 gebildet, wobei die Punkte
A, B, C in der Ordnung ABC gelten, wenn A /B /~C-/A.

Von den drei von Oswald Veblen gegebenen Proben der Unabhin-
gigkeit des Axioms IIl erwédhne ich nur zwei:

K', besteht aus 7 Punkten 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, wobei die Punkte
A, B, C in der Ordnung ABC gelten, wenn sie verschieden sind und eine
Drei aus dem System S [3, 2, 7] bilden. Die ,Gerade“ wird eine Drei von
Punkten sein. Die ,Ebene“ 123 besteht aus den kollinearen Punkten 4, 5, 0.
Das Tetraéder 0124 hat als Wiunde die Flichen der Dreiecke 012, 024, 041
(nicht aber 124); diese Fldchen bestehen aus den Dreien 364, 165, 325.
Der Raum 0124 enthilt alle 7 Punkte.

K’; besteht aus allen Punkten der gewdhnlichen projektiven Geo.
metrie, wobei die Punkte A, B, C in der Ordnung ABC gelten, wenn si-
verschieden sind und ein und derselben projektiven Geraden angehoreie

_Im Jahre 1911 hat Oswald Veblen in einem Artikel der populdren
Schrift u. d. T. ,Monographs on topics of Modern Mathematics relevant
to the elementary field“, herausgegeben von J. W. A. Young in New-York,
sein Axiom IV noch in folgender Weise verstiarkt (loc. cit,, II, ,Assump-

tion I1*): ,Wenn die Punkte A, B, C in der Ordnung { ABC; sind, dann

sind sie verschieden*.

Dann gelang es ihm, sein Axiom II als ein Theorem (loc. cit., Seite 6,
Theorem 1) mit Hilfe der Axiome VI, III und der ,Assumption 1 zu be-
weisen. Er hat auch sein Axiom VIl durch Weglassen der vorangestellten
Voraussetzung verstirkt und in diesem Zusammenhang natiirlich auch sein
Axiom 1 (s. oben) weggelassen.

Meine Uuntersuchungen bewegten sich dagegen in anderer Richtung.
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Wir kénnen nicht nur das Axiom VII, sondern auch die Axiome VI
und VIII in folgender Weise ein wenig verdndern (und damit verstirken):

,0'. Wenn wir delinieren: ,Die Punkte A, B, C in einer der Ordnungen
ABC, CAB, BCA, CBA, BAC, ACB heissen kollinear (,,Cl* nach Peano)“,
und wenn die Punkte A, B, C CI sind und A, B, D CI sind, C-~D, so
gibt es eine der Ordnungen DCA, CDA oder CAD.

7'. (vgl. Veblen, Art. in ,Monographs“, ,Assumption VI, Seite 6),—
Es existieren drei nichtkollineare Punkte.

(Ohne vorangestellte Voraussetzung von VII).

8. Sind die Punkte A, B, C (A-~B) nicht kollinear, und sind D, E
Punkte in den Ordnungen BCD und CEA, so existiert ein Punkt F in der
Ordnung AFB und zwar ein solcher, dass D, E, F ein und derselben Ge-
raden angeh(')reg“.

(Die Definition der Geraden bleibt die vorige).

Dann koénnen wir nicht nur die Axiome I und II, sondern auch das
Axiom IV als ein Theorem beweisen:

1) Das Axiom [ ist offenbar eine Folge von 7.

2) Aus 6 folgt unmittelbar:

Sind A, B, C Cl und A, B, D Cl, C+#£D, so sind C, D, A Cl.

3) Gehoren Punkte X, Y, Z ein und derselben Geraden an und sind sie
voneinander verschieden, so siud sie Cl.

In der Tat, wenn diese Punkte einer Geraden AB angehdren und wenn:

a) weder A noch B mit einem der Punkte X, Y, Z zusammenfillt,
so sind A, B, X Cl, A, B, Y Cl, A, B, Z Cl, X/ Y ~Z /X, folglich nach
2) sind X, Y, A Cl, sowic auch Y, Z, A Cl, und da X-/Z,so sind wieder
nach 2) : X, Y, Z ClL

b) A—X, Y-/ B-/Z. Dann sind X, B, Y Cl und X, B, Z Cl, wobei
Y--Z, folglich nach 2): Y, Z, X CL

¢) A=X, B=Y. Dann sind A, B, Z Cl, d. i. X, Y, Z CL

Folglich ist 3) immer wahr.

4) Die Ordnung AAA ist unmdglich.

In der Tat, sie widerspricht dem Axiom III.

5) Das Axiom II ist bei B-~Cz£A wahr.

In der Tat, in diesem Falle bedingt die Ordnung ABC folgendes:
nach dem Ax. V existiert ein Punkt D in der Ordnung BCD, der nach
dem Ax. IIl von A verschieden ist. Dann sind nach 2) : A, D, B Cl, sowie

auch A, D, CCl. Aber B-~C, folglich, nach
A B C D &', gibt es eine der Ordnungen CBA, BCA
= oler CAB. Bei der Ordnung ABC aber
widersprechen die Ordnungen BCA und CAB dem Ax. III, folglich existiert
die Ordnurg CBA, was zu beweisen war.

6) D¢ Ordnung AAB ist unmoglich.
¢ In der Tat, im Falle A=B

/ haben wir schon ihre Unmog
/ lichkeit in 4) gesehen, und in
dem Falle A7-B hat sie, nach
¢ 5), die Ordnung BAA zur Fol-
P ge, welche mit ihr nach dem

T~ Axiom IIl unvereinbar ist.
7). Die Ordnung ABA

\ bei Az B ist unmoglich.

e T M—*“i*\ Nehmen wir das Gegen-

) . teil an, soexistiert nach 7 ein
Punkt C, verschieden vonr A und von B und mit denselben nichtkollinear.
Nach dem Ax.V existiert ¢in Punkt E in der Ordnung BCE.
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Die Punkte A, B, E sind nicht Cl. Sonst wiire bei B, E, C Cl, B, E,
A Cl und bei C#A, nach 2), C, A, B ClI, was gegen unsere Annahme ist.

Der Punkt E ist von A verschieden (wir wissen aber noch nicht, ob
er von B verschieden ist). Sonst wire die Ordnung BCA und folglich A,
B, C Cl, was gegen die Annahme ist.

Wir konnen folglich das Ax. 8 anwenden, wonach wir einen Punkt
F in der Ordnung EFA haben, der mit C und A auf ein und derselben Ge-
raden liegt.

Es ist F7=C, sonst hiitten wir infolge der Ordnung EFA die Ordnung
ECA und folglich A, C, E Cl. Aber A, C, E Cl ist unmoglich, weit Dbei
B, C, E CI und A=:B sie nach 2) A, B, C Cl geben wiirde, was gegen
die Annahme ist.

Ferner haben wir C#+A und F~A (da A, A, E Cl bei E&£B nach 2)
E, B, A Cl geben wiirde, und wir schon die Unmoglichkeit von A, B, E Cl
bewiesen haben). Folglich sind, nach 3), F, C, A Cl

Dann aber sind A, F, E Cl und A, F, C Cl, E=£C, folglich nach 2):
E, C, A Cl, was unmoglich ist, wie wir schon oben gesehen haben.

In diesem Beweise ist, da E mit B zusammenfallen kann, die neue
Formulierung von 2) in Vergleich mit Ax. VI O. Veblens wesentlich, da
in dem letzten A=/ B ist und folglich im Falle A, B, E Cl, C, B, E (],
A/ C, aber B=E maun aus VI keine Schliisse ziehen konnte.

- 7) und 4) beweisen das Axiom IV O. Veblens vollstdndig.

8). Die Ordnung ABB bei A/ B ist unmoglich.

Bei den neuen Formulierungen und ohne Ax. II kann dies nicht so
einfach, wie in dem Artikel von O. Veblen von 1904 (auf Gru:rd der
Axiome Il und Ill) bewicsen werden.

Nehinen w r doch die Ordnung ABB an. Dann nach 7' existiert ein
Punkt D, verscheden von A und von B und mit ihnen nichtkollinear.
Nach Ax. V existiert ein Punkt E in der Ordnung BDE. Es ist E-~A, sonst

wiren A, D, B Cl. Dic Punkte

E A, B, E sind nicht kollinear,
: sonst wiren nach 2) A, D, B Cl.

Nach 8 existiert ein Punkt I, in

der Ordnung EIA, der mit den

1 Punkten D und B ein und der-

D selben Geraden angehort. Es ist

[~B, sonst hitte man die Ord-

nung ABE, d. h. A, B, E CL

Es ist auch I-~D, sonst wiren

nach 2) infolge der Ordnung

A B 3 ADE, d. h. E, D, A Cl, auch

A, B, D Cl. Folglich sind nach

3): I, D, B Cl. Dann sind, nach 2), da I=~E ist, [, E, B Cl, und ferner,

wiecer nach 2), A, B, E Cl (da wir die Ordnung EIA, folglich I, E, A CI

haben). Aber wir haben oben gesehen, dass A, B, E nichtkollinear sind.
Endlich I=E ist nach 6) unmdéglich.

Das Axiom XII von O. Veblen kann folgendermassen ebgeschwicht
werden:

»12'. Existieren 2 verschiedene Punkte, so existiercn 2 solche ver-
schiedene Punkte A und B, dass es fiir jede Gerade CD, die durch A
geht, in der Ebene BCD nicht mehr als eine Gerade gibt, die durch B
geht und CD nicht schneidet“.

Denn da durch jeden Punkt, der ausser der Ebene CDB liegt, auch
nur eine Parallele (im Sinne Gauss’) zu CD geht, was leicht nach Bonola
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(Artikel in den ,Questioni riguardanti la geometria elerientare* unter der

Red. von Enriques, 1900, II Teil) bewiesen werden kann,—so ist es auch

fiir den ganzen Raum fiir alle Gerade der Richtung von CD wahr. Und

dann ist es noch—um das vorige Ax. XII abzuleiten—nur fiir die Gerade
AB selbst und irgend einen ausser ihr liegenden Punkt C zu beweisen.

Nehmen wir an, dass durch

£ ¢ D C zwei Parallelen CD zu AB und

CE zu BA (der Richtung nach)

gehen. CF sei die Verlingerung

von CD, BG-—die Parallele zu

£ CF durch B, und AH—durch A,

R | Bl—die Verlangerung von BG,

G und AK—die Verldngerung von
AH.

Dann ist AH parallel zu

K BG, also nach 12’ auch AK zu

r F BI. Da .AH;tB{\ (der Richtung

nach) ist (wire AH=BA, so

wiren CF parallel zu BA und CE parallel zu BA, was in ein und der-

selben Richtung nicht moglich ist),--so ist AK#<AB. Auch ist nach obi-

gem CD parallel zu AK, aber CD ist parallel zu AB, alse AB—=AK—ec¢in
Widerspruch mit dem oben Bewiesenen.

Es geht also auch durch irgend einen Punkt ausser der Geraden AB
nur eine Parallele zu dieser Geraden AB. was noch zu beweisen war.

Die Unabhingigkeitsproben, die O. Veblen fiir die Axiome VIII und
VIl gegeben hat, gelten auch fiir 8 und 7’. Die oben erwidhnten Proben
von Il mittels K'; und K"; behalten auch ihr> Geltung. Aber die Veblen-
schen Proben der Ax. VI und V gelten nicht mehr. Denn K; enthilt nur
2 verschiedene Punkte, und nach 7' existieren 3 verschiedene Punkte. In
K; gehdren alle Punkte der Geraden P; P, an und somit ist die Bedin-
oung des Ax. VII nicht erfiillt, die Punkte 0, 1, 2 sind aber nicht nach
der neuen Definition kollinear und somit ist die Bedingung des Ax. 8 er-
fiillt, und doch ist dieses Axiom selbst nicht wahr, genauwie in Ks. Folg-
lich muss man andere Unabhingigkeitsproben fiir Ax. V' und 6’ bringen.

Fiir Ax. V nehmen wir K'; aus 4 Punkten ohne jede Ordnungsbe-
ziehung. In der Tat ist die Existenz dieser Beziehung in der Punktklasse
verade nur vom Axiom V postuliert,—die iibrigen Axiome enthalten diese
Beziehung schon in den Bedingungen (Prdmissen).

Fur 6/ nehmen wir ein System ,S {3, 7}* aus 7 Elementen nach dem
Muster des Veblenschen S {3, 2, 5 mit den ,,Ordnungen*:

123 234 345 456 567 671 712 : 135 357 572 724 246 461 613 :
321 432 543 654 765 176 217 : 531 753 275 427 642 164 316 :

147 473 736 362 625 251 514
741 374 637 263 526 152 415

und die Punktklasse ,K’¢’* aus denselben 7 Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Dann haben wir die Kollinearititen 2, 3, 1 Cl, 2, 3, 4 Cl, nicht aber 1,
2, 4 Cl (oder 1, 3, 4 Cl). Im Ax. IX besteht die ,Ebene“ 124 nur aus
1, 2, 4 und 7, folglich gehort ihr z. B. der Punkt 5 nicht an.

Alle 7 Punkte gehoéren dem ,Raume“ (nach der ,tetraédrischen“ De-
ticition von O. Veblen—das Tetraéder 1245 hat nur zwei ,Winde* 124

14, Tpanm BIY No 17-18.
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und 245) 1245 an und jeder von ihnen ist mit seinen zwei Punkten, in
Uebereirstimmung mit dem Axiom X von O. Veblen, kollinear,

Uns ist es gclungen, das Axiom IV von O. Veblen zu beweisen,
u. a. dadurch, dnss wir dic vorangestellte Voraussetzung ,Existieren 3
verschiedene Punkte, so.. mm Axiom VII von O. Veblen weggelassen
haben.

Es entsteht also die Frage: Ist das System aul diesem Wege weiter
vereinfachbar? Aehuliche vorangestellte Voraussetzungen sind noch in den
Ax. IX, X, XI geblieben und in Ax. 12 (nach seiner ,Abschwichung“ und
in Verbindung mit dem Axiom [ oder Theorem 1)) hinzugefiigt worden,

Wir miissen in Bezug auf IX, XI und 12’ diese Frage verneinen. Das
Axiom XI kann durch das Axiom Dedekinds in der Form: ,Existieren 2
verschiedene Punkte, so existieren 2 solche verschiedene Punkte A und C,
dass, wenn wir die Gesamtheit aller Punkte der Strecke AC, die auf Grund
aller iibrigen Axiome existieren, in 2 solche nicht leere Klassen verteilen,
dass kein Punkt H der einen Kiasse mit zwei Punkten K, M der anderen
Klasse in der Ordnung KHM liegt, so existiert zum mindesten ein solcher
Punkt P, dass zwei Punkte X und Y der Strecke AC, die in der Ordnung
XPY liegen, verschiedenen klassen der gemachten Teilung angehoéren“—
ersetzt werden.

Nach solcher Ersetzung konnen wir die Axiome 7/, IX, 12/ und das
Axiom Dedekinds in ein Postulat mit vier Subpostulaten vereinigen:

,Es existieren 4 solche verschiedene Punkte A, B, C, D, dass:

1) die Punkte A, B, C nicht kollinear sind,

2) der Punkt D nicht der Ebene ABC angehort¢;

als 3) iolgt das Ax. 12 fiir die Punkte A und B, ohne vorangestellte
Voraussetzung,

als 4) folgt das Axiom von Dedekind fir die Punkte A und C (oder
A und B) ohne vorangestellte Voraussetzung.

‘Das Ax. X von O. Veblen kénnte auch als ein fiinftes Subpostulat
in das obige Postulat (Axiom) eingehen. Aber wir kénnen es ginzlich weg-
lassen, wenn wir unser System zu einem explizite definitorischen
machen, z. B. in folgender Weise (diesen Gedanken verdanke ich zum Teil
meinem Warschauer Nachfolger Heinrich Kaptanski):

l1.In der Ordnung ABCliegend nennen wir die Objekte
A, B, C, wenn sie in einer Beziehung bestehen, die folgenden 2 Postula-
ten geniigt:

1,1. Ax. IIl ohne Priamissen: ,Ist A ein Punkt® u. s. w.

1,2. Ax. 6/ mit Ersetzung des Worts ,Punkt“ durch das Wort
jekt* (im Allgemeinen).

2. Punktklasse nennen wir eine Menge, die folgenden 3 Postu-
laten geniige leistet:

2,1. Ax. V mit Ersetzung des Wortes ,existiert* durch die Worte:
yder Punktklasse angehort«.

2,2. Ax. 8 mit derselben Ersetzung,

2,3. Das obige Postuiat mit 4 Subpostulaten, mit derselben Ersetzung.

3. Definition des Raumes nach O. Vebien.

Dann ist das Ax. X iiberfliissig, da wir nur die Geometrie des tetras-
drischen ,,Raums“ aufbauen und uns zur Zeit gar nicht mit der Frage der
Existenz der ausser ihm liegenden Punkte beschéftigen. Bei solcher Anord-
nung wird die Definition 3 das Axiom X ersetzen.

Ob-

”»
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Es werden formell nur 5 Axiome bleiben.

Ausserdem wird die Geometrie des tetraédrischen Raums (in sich)
apodiktisech und nicht mehr hypothetisch sein, da wir, anstatt zu sagen:
»die Theoreme sind wahr, wenn die Axiome es sind®, jetzt sagen konnen:
»alle Theoreme sind unbedingt wahr, da ihre Objekte (Punkte, Gerade,
Ebenen, Ordnungen u. s. w.) nur die Gegenstinde und Beziehungen
bezeichnen, die unseren Postulaten (Axiomen), und folglich auch den
Theoremen geniigen*.

Dies wird logisch viel bequemer sein.

Minsk, den 28-XI 1927.



