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Циркулярные кривые 3го порядка.
Настоящая работа представляет собою попытку систематического

изложения свойств циркулярных кривых Зго порядка при помощи ана
литического метода.

Работа состоит из пяти глав. В главе І рассматриваются способы
приведения уравнения циркулярных кривых к канонической форме и
разбираются главным образом при помощи метода сокращенных обо
значений различные свойства этих кривых, относящиеся к их центру,
вершинам и главной точке. В основу этих свойств кладется так на
зываемая теорема Ескїтагсіїа.

Далее указываются различные способы построения циркуляриых
кривых при помощи проективных пучков прямых и окружностей, а
также способы построения их касательных и нормалей. Здесь иссле~
дование ведется также с помощью теоремы Ескїтагсіїа.

В первой же главе рассматриваются двойные точки циркулярных
кривых. \

Второй основной теоремой общей теории цнркулярных кривых
является так называемая теорема Сазеу. На основании этой теоремы
чисто аналитическим путем доказывается очень много общих свойств
циркулярных кривых.

Глава 2я посвящена инверсии и ее роли в общей теории цир
кулярных кривых. Здесь подробно излагается теория фокусов с тео
ремами Наг1'а н теория аналлагматического преобразования.

Последняя теория, как мне кажется, изложена более подробно.
чем это сделано у Техейра, Лориа и др. В работе введен термин
аллагматического преобразования, при котором не изменяется только
тип кривой, с целью указания роли модуля, ибо характер инверсион~
ного преобразования зависит не только от выбора полюса инверсии,
но и от модуля ее. Во второй же главе подробно излагаются свойства
циркуляриых кривых, связанные с автополярными треугольниками по
люсов инверсии и с окружностью9 точек Эйлера. В заключение главы
указана теорема Сазеу и ее следствия применительно к циркулярным
кривым. Некоторые из приведенных в конце главы доказательств, мне
кажется, не были даны раньше.

В главе ІІІ излагаются проективные свойства циркулярных кри
вых н выясняется с точки зрения проективной геометрии их роль в
общей теории кривых 3го порядка.

Глава І\/ трактует о метрических свойствах циркулярных кривых.
ЗДЄСЬ ВЫВОДЯТСЯ НЄЗЗВИСИМЬІХ ОРТОҐОНЗЛЬНЫХ ИНВЦРИЗНТОВ ЦНР

КУЛЯРПЫХ КР]/ІВЬІХ И ВЫЯСНЯЮТСЯ РЗЗЛИЧНЬІЄ ОСОбЄННОСТИ ЦНрКуЛЯрНЫХ
КРИВЫХ ПУТЄМ ИССЛЄДОВЗНИЯ КЕІК ЭТИХ ИНВЗРИЗНТОВ, ТВК И ПОЛУЧЦЄМЫХ
ИЗ НИХ ПРОИЗВОДНЫХ РІНВТІРИЦНТОВ.



_, 46_
В главе \/ рассматриваются некоторые частные виды циркуляр

ных кривых: косые циссоиды и строфоиды, циссоидалы и строфоидалы,
фокалы Кэтлэ и Дандэлена, триссектрисса Маклорена и т. п.

Первой работой по теории циркулярных кривых является мемуар
В]ег1<пезз'а, помещенный вт. І.\/ .Іоигпа1 бе Сге11е за 1858 г. Ѕпг ппе сег
їаіпе с1аззе бе соигЬез сіе 3 кіедге, гаррогїёез А Іідпез сігоіїез, цці сіе
репсіепї бе рагатеїгез Сіоппёз.

Віегйпезз дал способы построения этих кривых при помощи пря
мых и окружностей и указал некоторые их свойства. Мемуар Віегкпезз
впрочем читается не легко; геометрическая сторона вопроса в нем за
темняется очень сложными преобразованиями уравнений кривых. Віег
ипезз заменяетур ие циркулярной кривой пятью уравнениями, вводя
четыре параметра.

Второй по времени появления служит работа Ескагсіїа. Шеіэег біе
Сцгх/еп 3. Огс1ппп,<; ч/е1с11е с1игсІ1 оіе ігпаёгіпагеп Кгеізрипсїе 11іп<1цгс1т3е11еп,
помещенная в ТХ 2еі'сзс1тгії'с бег Майтетаїік цпсі Рйузіи за 1866 год.
В этом труде автором разобраны при помощи самых элементарных
соображений главнейшие свойства циркулярных кривых. Изложение
очень сжатое и краткое. В начале настоящей работы мы воспользо
вались многими из предложений Ес1<атс1^с'а, изменив и дополнив дока~
зательства. Работа Савеу ,,Оп Вісігсц1аг @цагїісз“ появилась в Тгапз
асїіопз оі Нте 12оуа1Ігіз11 Аиаєіету \/01. 24 в 1871 году, и следовательно
указание, сделанное Р. Ргіске в его диссертации (упомянутой в тексте),
что работа Сазеу является первой аналитической работой по теории
циркулярных кривых, неверно.

Вопросами, связанными с построениями циркулярных кривых,
занимался ІЭцгё,<;е. Статья его помещена в Ееіїзсйгіїї Шг Маїїтетпаїік цпб
Рйузій. Т. ХІ\/ 1869 г. Тем же вопросом занимались Ѕсйгбіег и Рей:
Ѕіі2ып3Ьегіс11'се сїег \)\/іепег Асакїетіе Всі. 64).

Негптез (Сге11е'з .1оыгпа1 Всі. 99) обобщил результаты Ѕс11гбіег'а 11

Ре1і2а. І/Із работ, относящихся сюда, надо упомянуть работу СяцЬег'а
(їеіїзсїтгіїї 1. Маїіт и. Рїтуз. Всі. 32). ,,3адача“ С2цЬег'аупомянута в
тексте).

Свойствам циркулярных кривых посвящена также диссертация Рг.
Ргісие, Стоїйа 1898. Вопрос трактуется автором с точки зрения синте
тической геометрии. Мы воспользовались некоторыми из выводов
Ргісие, изменив метод изложения на аналитический.

І/Із других работ, связанных более с метрическими свойствами
циркулярных кривых, надо отметить работы: ІЭіз±е1і, Віе Меігік кіег
Сігсціагсцгуеп З. Стгасіез. \/іег±е1]а1ттЬегіс11± єіег І\Іа1иг'іогзс1теп<іеп Сгезе11
зс1та1ї іп 2йгіс1т Т. 35 1890, и Ѕ'шгпа<1'а Сігсц1агсцг\/еп 8. Огасіез.

К вопросам, связанным с аналлагматиками, относятся, кроме упо
мянутых в тексте, работы Мапп11еігп'а .Іоптпа1 бе Маї1т 2 зегіе Т. \/ІІ.
1862 г. І2іЬацсопц'а 1\Іоц\/е11е Соггезрошіапсе Майтетаїіоце Т\/ 1879 г.
11 НоЬег±з'а Ргосеесііпдз ої Ше Ьопсіоп Ма11тепта'пісаІЅосіе±уТІІ. Теория
циркулярных кривых изложена и в томе І сочинения: Техеіга: ,Тгаіїе
ое соигЬез зресіа1ез“. В этом труде содержится много ценных изло
женных счрезвычайной ясностью, предложений о циркулярных кривых.
Автору, повидимому, были близки вопросы, связанные с этой теорией.
Ему самому принадлежат несколько теорем о свойствах этих кривых.
Трактат Техеіга является единственной из работ по общей теории
алгебраических кривых, где вопрос о свойствах циркулярных кривых
разбирается настолько подробно.

Нам пришлось воспользоваться многим из материала, имею
щегося в Трактате Техеіга.
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Ценный материал, относящийся к нашей теме, нам удалось найти

также в книге А. В. Ваззеї Ап Е1етепїагу Тгеаіізе оп СпЬіс апкі (Эцагїіс
Сил/ез, Сатртісіде 1901. `

Детальные свойства отдельных кривых имеются в работе Дг.
Н. \?\/іе1еі'кпег Ѕресіе1е ЕЬепе Кцгх/еп [.еір2і,<; 1908 Ѕаттіцпд Ѕс1тцЬегї Ц/І.

В известном тракте Ьогіа: ,,А13еЬгаізс1те Сцп/еп“ глава о цирку
,лярных кривых изложена очень конспективно. Последний труд служил
нам главным образом в качестве справочника и богатого указателя
литературы вопроса.

В КЗЧЄСТВЄ УКЗЗЗТЄЛЯ ЛИТЄРЗТУРЫ МЫ ПОЛЬЗОВЗЛИСЬ ТЗКЖЄ ГЄО
метрическими томами Математической Энциклопедии І/Із новейших
работ, затрагивающих вопросы нашей темы, надо упомянуть труд
НіІ±оп Р1апе А13еЬгаіс Сигуез, Охїого 1920. Теории ортогональных
инвариантов кривых 3го порядка посвящен мемуар. проф. І. Тпотае
ог±о9опаІе Іп\/агіапїеп сіег Снгуеп 3 Огопцпд, помещенный в І.еір2і3ег
Вегістеп за 1899 год. Ученик проф. Тітошае 12. І)оеІ1е написал диссер
тацию Огі11о3опа1е Іпх/агіапіеп сіег Сігсиіагсип/еп З. Огсіпцпд Іепа 1905.
Автор при помощи инвариантов разбирает в ней различные метри
ческие свойства циркулярных кривых. Формулы, получаемые ІЭосНе,
однако чрезвычайно сложны и несимметричны. Остается открытым
вопрос о том, как выбрать систему инвариантов для того, чтобы по
лучить симметричные и удобные формулы.

НЄКОТОРОЄ ПОГІЬІТКИ РЗЗРЄШЄНИЯ ЭТОГО ВОПРОСЗ ИМЄЮТСЯ В НЯСТО
ящей работе.

Более подробный указатель литературы вопроса будет приложен
в конце работы.

,
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Циркулярные кривые 3го порядка.
Г Л А В А І.

Общие свойства циркулярных кривых.
5 1. Циркулярными кривыми наз. такие кривые, которые изобра

жаются в прямоугольной Декартовой системе координат следующим
уравнением:

/ах%Ьу) (х2«}у2)+Ах2{Вху+Су2+ІЭх+Еу+Ё:О . _ . (1)

Нетрудно показать прежде всего, что все кривые, изображаемые
урием (1), проходят через так называемые круговые точки плоскости.

Еще Плюккер') заметил, что все окружности, взятые на какойни
будь плоскости, проходят через две мнимые точки, лежащие на пере›
сечении так называемых изотропных прямых с бесконечно удаленной
прямой. Это точки, которые называются круговыми или циклическими
точками данной плоскости. Эти точки не только вносят надлежащую
общность и стройность в теорию кривых 2го порядка, но и вообще
имеют большое значение в различных вопросах геометрии (мероопре
деление КэлиКлейнаі.

Кроме окружности существует бесчисленное множество кривых
высших порядков, проходящих через эти же точки. Такие кривые об
ладают многими интересными свойствами, аналогичными свойствам
окружности в теории кривых 2го порядка. .

Предметом настоящей работы является систематическое изложе
ние всех свойств кривых 3го порядка, проходящих через эти точки.

Если написать уравнение 111 в однородных координатах, то оно
получит вид: ~

(ахЧ~Ь.у) (хї Ёу2НАхїие}Вхуя+Су22+І)х22+Еуи11 і_Р23:,О . _ (2)

Координаты круговых точек, как легко видеть, будут удовлетворять
у:~_1х›;12і у: 1х112%

/ о [(1) 7 0 (3)

системам (1) и (З). Первые из урий систем (а) и (З› представляют
изотропные прямые. вторыебесконечноудаленную прямую.

Простая подстановка выражений для у и 2 из систем (1) и (З) в
урие 12) показывает, что урие (2) ими удовлетворяется, чем и дока
зывается высказанное предложение.

Можно было бы итти и обратным путем, предложив задачу: на
писать урие кривой 3го порядка, проходящей через круговые точки“.
В результате мы получим урие типа (1).

ІІЄЙСТВИТЄЛЬНО, ИЗОТРОПНЫЄ ІІРЯМЬІС МОЖНО НИЗВЗТЬ КРУГОВЫМИ
ассимптотами. Наша задача сведется таким образом к разысканию
кривой 3~го порядка с круговыми ассимптотами.

Так как у всякой кривой, ассимптоты которой параллельны двум
ДЗППЫМ ПРЯМЬІМІ у ~Ш1Хї О И *~1І11Х~~ О, СУММН СТЗРІЦИХ ЧЛЄНОВ

1) Понятие о цпклпческих точках дано еще ранее Плюккера Рппсеіет в ІЖ22 г. в
его трудІ1е1' ,,'І`гаі1е <Іа ргоргіеїев рго,іес^гі\'ез тіоз ї`і;пгев“ Т. І ё 91. Рагіз 1865 г.
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должна делиться на произведение (у~ пух) (ушгх) и так как в
данном случае 1п:+і, а пп:і, то сумма старших членов урия
кривои должна иметь множителя:

×*+у*›
другими словами, ур›ие искомой кривой Зго порядка должно иметь
вид (1). Последнее же уравнение сразу показывает, что кроме двух
изотропных ассимптог кривая имеет и вещественную ассимптоту, ко
торая будет параллельна прямой:

ахтЬу==0
5 2. С целью упрощения ур~ия (1) найдем уравнения всех трех

ассимптот кривой (1).
І/Із Аналит. геометрии известно, что для нахождения ассимптот не

параллельных осям (асснмптот 11 осям у нашей кривой быть не мо
жет, ибо коэффициенты при х” и уї* постоянные числа) надо в урав
нении кривой положить у:±х. Сделав такую подстановку, мы получим:

›<==(@ энь±›.(1+±2>~;Ах=>вХ2±+с:×2в;*о×..+в×±+Р:0 . _ . (3)

Поделив все члены урия (3) на х”, находим:
, _),1.±[т_,1\±,<1__(а~гь±).<1+±мА. дв. фс. Мо. ТГ. Хто _ .(4)

Положив в урии (4) х:«/думы получим урие:
(а+Ьї).(1+ї2)=0 _ . . . . (5)

для нахождения угловых коэффициентов ассимптот.

Корнями урия (5) будут Ц: Ч'і; Ь: ~і; Ь: ;'
что было впрочем известно и из приведенных в 5 1 рассуждений.

Для нахождения свободного члена п в урии ассимптоты у=тх+п,
как известно, надо подставить в уравнение данной кривой вместо у
его выражение хт~{ 2 и, положив в результате подставки х~:</ч, ре
шить получившееся урие относительно 2.

а .Подстановка дает: у: ее Ь (для вещественнои ассимптоты).

Подставив последнее выражение у в урие (1), находим:

1 _, аїхї 2а . _,1 _, Вахї аїхг 2Са2хьгіхчт Ь2 _ Ь” +1~.!+А× Ь +в×2+с Ё  Ь +с1тщ

4ох” ЁЁчХ+в::о . . . . . . _ . . . .(є)
Поделив все члены урия (6) на хз, получим:

( аї 22171 ,1\ Ва у ,_1тСа2 2Са11,
(7)Ь2!1+ Ьї_“ Ьн х У Йьхї! %_А__ Ь тив! х Ьї 9 Ь Іх Т

4_с22_ 1. +9 1 Еа 1 РЧЅО
' хд х Ь х т х~

при х::</ъ урие (7) получит вид:
'І ї ч

1 а1 , Ва ЬаЬ2ф1+ Ы]ьА›~ Ь ± Ь: _~0 . (8)

или Ёїїїёї* н+е АМ *ВЬЁЫЩ2 =0  (9)
4. Прапы БДУ М; 1Т1:$
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Из урия (9) находим следующее значение для 2.

АІт›2_ВаЬ їСа"23 і *__.___,___` і___,_ . 10
Ь(аї{Ь2) ( )

Таким образом урие вещественной ассимптоты будет:

т т АЬ1«~ВаЬЦіаїахїтьудў ^її О . . . . . . .

Кроме двух мнимых круговых точек кривая (1) имеет еще одну
действительную бесконечно удаленную точку,а именно беск. удаленную
точку вещественной ассимптоты (11).

Найдем теперь точку пересечения двух мнимых ассимптот кривой
(1). Так как изотропные ассимптоты сопряженны, то точка их пересече
ниявещественна. Мы могли бы по предыдущему примеру написать
уравнения обеих мнимых ассимптот и непосредственно найти точку
их пересечения. Но так как этот способ потребовал бы довольно уто
мительных вычислений, то мы найдем точку пересечения мнимых
ассимптот другим приемом.

Обозначим координаты искомой точки через 1 и тогда ур~ие
мнимых ассимптот будет: у~З : ± і хМ . . . . . . . . . (12)

Если мы подставим в урие (1) выражение у из (12›, то если
прямая (12) есть действительно ассимптота кривой (1), мы должны по
лучить в результате подстановкн уравнение относительно а, имеющее
двухкратный корень, равный И. Другими словами вполученном урав
нении доспкны исчезнуть члены, содержащие хї* и хз. Сделав такую
п0дстановку,мы увидим, что член с х” действительно сократился сам
собою. Приравняв же О коэффициент при хї, мы найдем из этого ус
ловия два уравнения (коэффициент этот будет комптексный), из кото
рых сможеч найти 1 и З. Сделав эту подстановку в ур~ие т1)выра›ке
ние у из (12), получим:

[ахїЬЗд~іЬкх_1)] [ХЧ32+2і.З(х~ос)хїееў21х_а2]{~АхЧВх$~}іВх
д×_1)+с52ъ2к:3с><_1)__»со<_аудир×+в{3+і(×_1у,1+ь*=о . . . (13)

Выпишем коэффициент при хї:
231«*2Ь3$*АСІО
2Ьа+2аЗ~}~В:0 ' ' '(14)

І/Із системы (14) получаем:
1А~С, 26Ё

а:_*В›Щ 23» 2а<А«_ус)+2вь а(С_А)вь

юю

579”

\2а, АЙСЁ
3 : __ В 5 __ 23 ВТ Щ? (Аїс) И: (15)
1 28, _2Ь Ё ` 4(аз+Ьв) 2(аг+Ь2) . . . .

2Ь, 23 ;

Результат подстановки в урие (1) выражения у из урия уЗ:і (хи) даст тот же результат, в чем нетрудно убедиться.
Точка, определяемая координатами ми Вт вещественная точка пе

ресечения мнимых ассимптот, наз. особенным фокусом (Ьадцегге) или
центром циркулярной кривой.

он М г›<а21в›ї“ ждчэае “(15)
2аІ
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5 3. Урие кривой (1) значительно упростится, если мы перенесем

начало координат в центр кривой, оставив оси параллельными прежним.
Такое преобразование всегда возможно, если только а иВ не

равныш, другими словами, если ат1і0 и Ь:/*0. Если а=О и Ь=О одно
временно, то кривая (1) переходит в коническое сечение.

Из урий (15) и (16) легко приходим к заключению, что если
а=О и 3:0, то А=С и В:О.

Действительно, а и Ь одновременно не могут равняться О. Зна
чит: или 1) а:о, тогда Ь;~!о, в таком случае из (15) и (16) получим:

ЬВ=О и Ь(С~М)=О. Огкуда В:О ; С=А.
если 2) Ь::о, то ат/*о и те же урия дают а (С~А)=О, а В::О_

Отсюда снова получаем то же самое.
После преобразования урие циркулярной кривой в новых осях

получит такой вид: (ах1 44 Ьу11А1)<х12+у12))І),х1+Е1у1Ь Р1 :О (17)
ах1|Ьу1 А==О есть урие вещественной ассимптоты кривой в новых
осях (х1у1).

ё 4. Если выполнить указанное преобразование, то нетрудно за
метить здесь аналогию с преобразованием урия кривой 2го порядка
к центру.

Возьмем урие (1)
(ах + Ьу› ее + ул + АХ2 + вхуьь су2+ Ш + Еу+ Р = 0

и преобразуем его к новым осям по формулам
х 1: х' + а

у = у' +3
где а и З координаты центра кривой (особенного фокуса).
(ахї 4 Ьуц ахЁ% ЬЗ) (хп + 2мх1 +12 +у12 + 2$у1+[З2)+ Ах” Ь 2Аах1 +
+А«2+В×'у'+Вз›<1 +› В«у1+В1з+<:у12+2Сг›у1+65*+1>×1›+ьВ«+Еу1~ыгз++Р=О..........._......._...(18)

Покажем, что в урии (18) коэфф. при х'у1 будет равен О.
Этот коэфф. будет:

2Ьа12аВ+В (19)
Выражение (19) действительно равно нулю с силу 2го урия (14)
Отберем коэфф. при х12 и у12 в урии (18), эти коэффициенты

будут:
2аа+ЬЗ%аа+А и 2Ь$+аа+ЬЗ+С, но _ _ _ _ _ _ . _ . . (19а)
Заа)Ь$+А=ЗЬ$ 1аи+С в силу уравнения 1го системы (14).

Действительно последнее урние будет:
2аа~~2Ь3+АС:О _ _ _ . _ _ . . _ . . _ (20)

Прибавив к обеим частям равенства (20) по равному выраже
нию: аа+3ЬВ+С, мы получим:

Заэ:1Ь,9+ А_=аа+ЗЬ,З+С _ . _ _ _ _ .(21)
Таким образом,сопоставляя (21) и (19а), мы заключаем, что коэф

фициенты при хп и у12 в преобразованном урии равны между собою.
Сравнив соотношение 19а с урнием (17),мы можем написать,что

3аа~}ЬВ+А=аа›{~ЗЬЗ± С:А1 _ . . _ . _ (22)
Сравнивая коэфф. при х1 и уї в уриях (17)и (18), мы получим, что

1Э,=а(<хЧ~,92)~{~~2а (аа+ЬЗ1 % 2Аи1В{НА
Е,=Ь (аг#52)[~ 2{З(ааЪЬЗ)›~{ь~2СЗ+Ва+Е
ї*1=(г°=+Ь$> (°**+З2)+А1*+В«±9%<СЗ2+0«+~Е$+ї*
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Если мы обозначим левую часть урия циркулярной кривой (1)
через ф(х1у), так что

ф(х1у)=(ах1 Ьу) (х2~#уї){АхїдВку~±~Су2 і~І)х~Еу}І:=О,
то нетрудно видеть, что

2 Ю І 2 "А,=; Ё : Ё :3ам+Ь$+А:3Ь$+аа+С
\°х“›«д \ У'›<×,З

1 д±.в,= І Ю “її :2ь«4.2аа+в:о
\дхру›С<›3 І/

І д (ЭН _ _,[)1::і Й Е1ї.|дЙї' #3 І:'1':і(о))и,З
К У) ща

Значки внизу скобок означают результат подстановки вместо х
н у соответственно 1 и В в выражении, стоящем в скобках.

Таким образом, получаем теорему, аналогичную известной тео
реме из элементарной Аналитической геометрии: при преобразовании
урия циркулярной кривой к ее центру коэффициенты старших чле
нов (3го измер.) не изменяются, коэффициенты при хїї уїї ран

1

чаФ,
><5=

___.

3
Ю

НЫ СООТВЄТСТВЄННО 2 ВТОрЫХ ЧЗСТНЬІХ ПРОИЗВОДНЫХ ОТ ЛЄВОЙ ЧЗСТИ

урИЯ КРИВОЙ ПО Х ПО у (ПІЭИЧЄМ ВЬІРЗЖЄНИЯ ЭТИХ ЧЗСТНЫХ ПРОИЗ
ВОДНЫХ ВМЄСТО ТЄКУЩИХ КООРДИНЕІТ ПОДСТЗВЛЄНЫ КООрДІ/ІНЗТЬІ

1|д2ф\ 1(д2ф\ 1{д2ф\
центра) ке | ~ *га всегда равна О. а 2 | ~г З : | ~~;|

1 ›“~ 2 \ “ ›“

~._.__

Ь2
1.0

'ЦО

2 К дх оу дх2 ду
коэффициенты при х* и у1 равны соответственно:
кд 1 кд 4,51
фдни ! аз и фдуфа и наконец свободныи член Ё, равен результату

1,0

подстанопки в левую часть урзия кривой вместо х и у а и З.

Теорема справедлива вообще при параллельном перенесении осей
в любую точку (щ 3,) нлоскости.кривой. В этом случае коэффициенты
при х12 и уїї не будут равны друг другу, а коэффициент при хїуї, рав

в де (13 \
ный не б дет авен О.

Едх ду ІЩЗІ ' у р

5 5. Не изменяя начала координат, повернем координатные оси
так, чтобы ось У стала параллельной вещественной асснмптоте
кривой.

Угловой коэффициент вещественной ассимптоты, как видно из ее
а а

уравнения, будет _ы Ь след. 'гдз =_Б, отсюда

+ а  Ь
ЗП? = їїїії; ;С05? : 'Г " т

1/ а3+Ь2 1,/ а2_ф_Ь2

Формулы преобразования координат будут:
ах* Ьу1

х=х1соз;у1зп'; = ,Т
У/ а.3_ф_Ь..

Ьхї1ау1
у::х1зпо+у1зось(› = _4/22\,аЬ
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В общих формулах надо вместо 9 взять <р~9О°, ибо угол 9 ту
пой, и поворот оси у до совпадения с ассимптотой должен быть сде
лан на ш 90.

Ы.

Подставив вместо х и у их выражения в урие (17), мы получим:
._3Ьу1~! ЬїХ1__Ё~І1Ьу1 1а3Х]3_2аЬХ1у1_! Ь: 13+Ь2Х[2_1 2аЬ х1у1+_

>і

щффйдёі `:›:_“›7^ї"]" "П 1 5 ___ _ Г_____у _ _ 'П _

"ад}~Ь2 Ё Ё а24еЬ2

1 В ахЬІ)Ьу1~#Е Ьх1~і Е ау'

т агіьг
+а2У“|

1
же

э* ~+ г1=о. <2з>
, / І

Произведя приведение подобных членов, мы получим:

(\/7 ЗЧ *УЁХЧНА1) (Х1*ее?у1*)+1Ё1д'ї]Е*Ё Х_+ ЕЁҐВЁР ут~+г1=о. (24)

>і

›

СТ

1,» в+ьг“ У

Разделив все члены последнего урия на У аїНУ , получим:
, а

Ґ ІЁІ Аі(х13ту13)~}р1ЁЁчЬ1Ьх1} у1<~~ =О.
у а2+ь2 а2+ь: ацЬ: 1/а±+ь2 (25)

Введя новые обозначения коэффициентов, дадим урию следую
щий вид: _

УР

(хї{Ад (х12+у12)+В2х1+Е2у1+Р2О. . _ _ . ,(26)
Значение коэфф. Ад І): Ед и Р: легко находятся из сравнения

на (26) И <25).
Урие (26) есть простейшее урие циркулярной кривой. Начало

координат в центре кривой, ось У1 параллельна вещественной ассимп
тоте кривой.

5 6. Всякая прямая пересекает кривую 3го порядка, вообще го
ВОРЯ, В ТРЄХ ТОЧКЗХ.

ВЄЩЄСТВЄННЗЯ Ё1ССИМП'ГОТ3,К21СдЧСЬ КРИВОЙ На С/7, ДО./'ПКНЗ ИМЄТЬ СНЄЙ
еще одну общую точку. Найдем координаты этой точки.

Возьмем урие кривой в форме
(хЪА2) (х2+у2\+ІЭдх+Е2у+Р2:О. . _ (27)

Урие вещественной ассимптоты будет:х+А2О.....__.......(28)
Эта прямая имеет с кривой (27) две общие точки на </>.
Найдем точки пересечения прямой (23) с кривой (27). Решая сов

местно эти урния, мы получим для опред. ординаты третьей точки
пересечения ур ие: І),/\3+Е3у+Р2=О . . _ _ . _ _ _ . . (29)

Членов, содержащих уд* и у>, не будет, как и должно быть в этом
случае (у,:</› у2=</>).

Из урия (20) уз : Г2 , а урие (28) дает х2= Ад. . (30)
Е»

Таким образом, вещественная ассимптота пересекает кривую в
точке на конечном расстоянии от начала координат. Эта точка наз.
главной точкой циркулярной кривой. Ее координаты даются урием (30).

Средней линией (Міїїеїіпіе) или (Огптізспе Стегаае по Тітоптае) на
зывается линия, проходящая параллельно веществеииой ассимптоте
через точку М, лежащую посредине отрезка, соединяющего особый
фокус с главной точкой.

Урие средней линии циркуляриой кривой будет:

ХЬЁ* = о. _ _ _ (31)

1
т ›
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; 7. Пользуясь формулами, выведенными в предыдущем Ё, мы мо~

жем найти некоторые интересные свойства циркулярных кривых. Для
этого надо только дать этим формулам геометрическую интерпре

\ Т Ф І ')Возьмем урие (1): (ах1Ьу) (х2+у2)±Ах1+ВХу~\СУ+ ВХ
. . . . . _ . . _ _ +Еу1Р:О

и представим левую часть этого урия в сокращенной форме.
Обозначим буквою З левую часть уравнения окружности:
Ѕ:х2~{~у*2Ах 23уС, а буквами 1 Зи 1 левые части урний

прямых в нормальной форме, пусть
:=х сова ~{~узп:к р: х созэпе узлам ›~р1

7 Ё х соз1:{узла: Ш ра

Тогда урне (1) можно переписать следующим образом:
(х1~Ё~ уї  2Ах т 2Ву ~ С). (ах + Ьуьк) 4 Ахї$Вху +СуНІ)х+

їЕу}РьН2Ах~і~2Ву~}С) (ахьЬу+к)к(х2+у3)=0 _ . . (32)
или 1Ѕ›ї~«к1 (31: :0 _ . . . . _ _ . (33)
Многочлен второй степени, состоящий из второго и остальных

членов левой части ур~ия (32), всегда можно разложить на линейные
множители, пользуясь произвольностью коэффициентов А, В, С и к.
Нормирующие множители включены в кт.

Разложение левой части урия (1) можно очевидно осуществить
бесчисленным множеством способов.

Мы знаем из аналитической геометрии, что З выражает квадрат
длины касательной, проведенной из точки (ху) к окружности Ѕ=0,
а 1расстояние той же точки от прямой 1:0.

Отсюда непосредственно вытекает следующее предложение:
Геометрпческое место точек, для которых произведение квадрата

длины, проведенной из каждой из них касательной к постоянной
окружности (Ѕ«=0) на расстояние их (точек) от постоянной прямой
(1:0), находится в постоянном отношении (кг) к произведению рас
стояний их (точек) от двух других” определенные прямых (310 и
,щ0)_есть циркулярная кривая 3го порядка.

Уриеи Ѕизк1$.т+0 указывает, что изображаемая им циркулярная
кривая проходит:

1) через точки пересечения окружности 5:0 с прямыми 3:0
и ~=0'

'ад52

І У

2) через точки пересечения прямой 1 : 0 с $=0; и а:0 с 10.
5 8. Если через две к.ниб. точки А и В циркулярной кривой

провести пучек окружпостеи, то каждая из них пересечет данную
циркулярную кривую еще в двух точках С и В; С* и ІЭ1; С” и ІЭ”
и т. д. Прямые, соединяющие эти точки, пересекаются все в одной
постоянной для данного пучка точке Е, лежащей также на циркуляр~
ной кривой. Если через точку Е проведем прямую ЕО, параллельно
вещественной ассимптоте кривой КІ,, то эта прямая встретит данную
пиркулярнуто кривую в точке Р, в которой пересекается с циркуляр
ной кривой прямая, проходящая через две точки А и В.

Для доказательства этой теоремы докажем следующее свойство
кривых 3го порядка.

Рассмотрим две кривые Зго порядка Ш:О; \/=О, каждая из ко
торых проходит через 8 данных точек. Урие

Ик \/:О. . _ . . . . . . (34)
будет уравнением пучка кривых 3го порядка, проходящих через те
же 3 точек.
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Так как урие (34) заключает произвольный параметр к, то по
следний может быть определен таким образом, чтобы кривая (34)
прошла еще через какуюнибудь 9ю точку.

, . , . ШДля этого досгагочно взять, очевидно, к:ўе = где Ш, и\/, суть
І

результаты подстановки координат девятои точки в уравнения Ш=О
и \/;:О.

Для к мы получим вообще определенное значение, за исключе
нием того случая, когда 9я точка лежит одновременно и на кривой

, О0:10 и на кривои \/:О. В последнем случае к принимает значение О”

Действительно две кривые Зго порядка пересекаются вообще в 9
точках (33) След. Ш=О и \/:О, проходя через 8 данных точек,
должны еще пересечься и в некоторой 9й точке. Координаты этой

Оточки обращают к в О Последнее обусловлено тем, что любая кривая,
изображаемая урем Шк \/=О, долькна пройти чере все девять точек
пересечения кривых Ш=О и \/:О. Отсюда и получаем предложение:
все кривые Зто порядка, которые проходят через 8 данных точек,
проходят еще и через девятую постоянную точку.

Таким образом девять точек не всегда .

определяют собою кривую 3го порядка (па К
радокс Крамера).

При помощи этой леммы нетрудно дока
зать высказанное раньше предложение: про
водим через две точки А и В данной цирку т

ляриой кривой пучек окружностей, каждая из \ С" А

них пересечет нашу кривую еще в двух точ =

ках напр. С и В [кривая 3то порядка с кри
вой 2го порядка должна пересечься в 3.2 ;6 *;,<,

точках, но в данном случае пятой и шестой ' ° ,

точками, общими окру›кности~и пиркулярной
кривой, будут круговые точки плоскости 5 и _і. *,

Прямая, проведенная через точки С и І), '

пересечет циркулярн 'ю крив ю еще в третьей

А

У

“Ъ7 на, _

$214
тётя”“

У У
точке Е, одинаковой для всех окружностей
пучка, проходящих через А и В.

Для доказательства возьмем какиенибудь / р,^ 1

две окружности 5:0 и Ѕ1* ЙО. г \ `

Каждая из этих оружностей пересечет \

кривую еще в двух точках, лежащих на пря =

мых 7:0 и ~,'1_~о (чертеж І).
7,. Ѕ:о и 1. Ѕ1=о будут урями цирку

лярных кривых 3~го порядка, проходящих
через одни и те же восемь точек (две точки
на прямой т=о; две точки на прямой ^,*1=о
и точки А, В, .І и 1). Данная циркулярная ЧЄРТЄЖ1
кривая проходит также через эти 8 точек.

Значит. на основании предыдущей леммы все эти три кривые
должны пройти через одну и ту же девятую постоянную точку. Это бу
дет точка пересечения прамой ~,'т=о с данной циркулярной кривой.5:0 не может иметь еще одной общей точки с данной циркулярной
кривой, кроме точек А, В, С, І), .І ],но кривая 11. Ѕ О имеет общую
девятую точку с данной циркулярной кривой, след. 71 то и данная
циркулярная кривая имеют зтуобщую точку.
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По той же причине эта точка должна лежать на пересечении
прямой 7:0 с данной циркулярной кривой.

Отсюда и вытекает, что прямые 7:0 и 11.о пересекаются в
точке, лежащей на данной циркулярной кривой.

Ввиду того, что мы взяли две произвольные окружности пучка,
теорема справедлива и для всех окружиостей пучка.

Для доказательства второй части предложения достаточно обра
титься к уравнению кривой ,

15}~к. ~*:;О. (35)
Из него видно, что точки пересечения прямых:

'1ї:0 її 10
О И
І/ :'0 '( ,О

лежат на данной циркулярной кривой (ибо координаты их удовлетво
ряют ее уравнению), а так как прямая 1;о параллельна вещественной
ассимптоте, то теорему можно считать доказанной. Эта теорема дока
зана у Техеіга аналитическим путем без применения метода сокра
щенных обозначений.
(см. Техеіга СопгЬеэ рїапез 'І`. І раде 81, 5 96).

У Ваззеї это же предложение доказано при помощи трилиней
ных координат (стр. 153 5 224).

У Ес1<пагс1ї'а 2еі'єзс11гіН їііг Ма'гпе1паШ< што Рпузік Т. Х. 1865 г.
это предложение приведено без доказательстваї).
Вторая часть этой теоремы дает возможность легко получить на

правление вещественной ассимптоты, а,зная координаты главной точ
ки (І\І) циркулярной кривой, построить и самую вещественную ассимп
тоту МЬ.

5 9. В ё 3 мы преобразовали общее урие циркулярной кривой,
перенеся начало координат в ее центр, квиду:

(ах%Ьу}Ат). (хї `у2)$І)1х+Е1у{ёІ*1==О _ _ .(3б)
Покажем в настоящем Ё, какие свойства циркулярных кривых

могут быть обнаружены при рассмотрении этого уравнения и выяс
нении геометрического значения его коэффициентов. Как было пока

зано выше, урие
/ ахЬу%А1:О . . .(З7)
С/ изображает вещественную ассимп

с,, тоту нашей кривой. Урие:
Х/Ёд , І),х Ё~ЕІу Ё, _ О,

 4. _._д_г/ АМ . как сеичас покажем, выражает пря\
муїо, На КОТОРОЙ ЛЁЧКЁІТ Три ТОЧКН

//
Й

“ыд

, пересечения нашей кривой с ее ас
' симптогами. Эта прямая называется

с п ут н и ком бесконечноудаленной
прямои.

Предположим, что прямая ли
ния А:О (черт. 2) пересекает кри

Чертеж 2 Вую 3го порядка в трех точках а
а* и а".

Проведем в этих точках касательные к кривой. Эти касательные,
Уравнения КОТОРЫХ ПУСТЬ будут ІЭ:О; Е=О; Р:О, пересекут нашу

1

О

ддт\

) так Как Іірецчоженне это вне ` . рвые высказано ЬсйЬаг«і1'ом. т ~ т ›  _рено” ММІШШЖ < <› еъо и назовем тсо
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кривую в трех точках с с' и с=×. Требуется показать, что точки с с*
и с1* лежат на одной прямой. Заметим, что точка с, в которой каса
тельная к кривой в точке а пересекает кривую наз. тангенциальной
точкой а. Прямая С:О, на которой лежат три тангенциальные точки,
соответствующие точкам а а* и а“, называется спутником прямой А.

Для доказательства того, что три тангенциальные точки лежат на
одной прямой, рассуждаем следующим образом: уравнение ІЭ.Е.Р=О
есть уравнение кривой третьего порядка, проходящей через девять
точек (точки касания считаются за две точки каждая: а аі а“; с, с' с“).
Прямые А:О; А:О и С=О (под С подразумеваем пока прямую,про
ходящую через две точки, напр. с и с'› образуют вторую кривую 3го
порядка, проходящую через 8 из этих девяти точек (а, а', а“; с и с1).
Уравнение такой кривой будетА2.С=О..............(38)

Следовательно эта кривая должна, на основании предыдущей
леммы, пройти и через девятую точку с“. А так как точка с11 не мо
жет лежать на прямой А, которая уже имеет три общих точки с кри
вой 3го порядка, то след. точка с” должна лежать на прямой С=О.

Предположим теперь, что прямая А:О будет бесконечно уда
ценной, тогда касательные ІЭ,Е и Р в точках, где А=О встречает
кривую, будут ассимптотами кривой. Каждая ассимптота встречает
кривую в единственной точке на конечном расстоянии. Эти три точки,
как показано выше, должны лежать на одной прямой, которая будет
спутником бесконечно удаленной прямой. Ур~ие кривой в этом слу
чае можно написать в форме

І).Е.Рк(`:О . _ . . _ . _ . _ _ . . (39)
13.12.13.произведение трех ассимптот, к:1, С=ІЭ1х{Е1у+Р,

что вполне соответствует урию (36).
Если урие (36) переписать в виде:

'вр±гу±>±в'_ц:Ёвр1+в 1>в±в+г1 =О (40,
уашьг ! уа+ь2 уо;2+в,

или
< _і_ т _; ,; ; 2_1_ 2(Х2;_у2).аХ_і*'ЬУ тўА їк. ІЗІХ 1 ЕІУ ї Е1, Где Кїў_Н?ў1 \Ё1

`*/3 +Ь \/В12_ЁЕ12 3Ч`Ь2
то на основании урий (41) и (44) можно высказать следующие пред
ложения:

1) геометрическое место точек, для которых квадрат их расстоя
ния от постоянной точки, умноженный на их расстояние от постоян
ной прямой, находится в постоянном отношении к их расстоянию от
другой постоянной прямой, есть циркулярная кривая 3го порядка,
имеющая постоячную точку своим центром, первую постоянную пря
мую своей вещественной ассимптотой, а вторую прямуюспутником
бесконечно удаленной прямой,

2) Если из центра циркулярной кривой опишем какимнибудь ра
диусом окружность, то она пересечет кривую в двух точках; прямая,
проходящая через эти точки, пересекается с вещественной ассимптотой
кривой на самой кривой, другими словами проходит через главную
точку циркулярной кривой.

Пусть уие этой окружности будет:
в=×±+у2_.г2=о , _ . (42)
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Урию циркулярной кривой (36) можно дать такую форму:

<×*+у°~е> (ах2Ьу+Аг)(0)эеаъх+<в,+г*Ь›у+в+еАт=0 . . (43)
или в сокращенном обозначений:

±кЗ=_() _ _ _ (44)

где 1:0 есть урие вещ. ассимптоты цир. кривой, 5:0 есть урие,
проведенной через центр кривой окружности.

Урие (44) показывает, что циркулярная кривая проходит через
ТОЧКИ ПЄРЄСЄЧЄНИЯ

1:0
0_О} и;ыО> . . . . . (45)

Последние два из урий (45) показывают, что точки пересечения
прямой 3:0, с вещ. ассимптотой лежит на цир. кривой. Но 3:0 и
есть ни что иное, как прямая, соединяющая точки пересечения ок
ружности (42) с циркулярпой кривой (43).

Последнее предложение можно получить и как частный случай
теоремы Ескїтагсіга, изложенной в 3 8.

Если за точки А и В (черт. І) примем
' круговые точки .І и 1, то прямая 3:0 бу

дет бесконечно удаленной, след. левая часть
будет соп

зіапз. Урие циркулярной кривой (35) примет

4.1

( 3»

\

1

Т \

Ё `.: кривой паргллельна вещественной ассимп
*×77 ' 1 Ё тотевершиной к ивой.

1
.

Ч
1

4 ( І

ее уравнения, т, е. выражение

тогда такой вид:

''со

1,84К,;:, где І<,:1<З:постоянному,
т. е. форму соответствующую вполне виду

ї (44)
_ › ц

І 1 Ё 10. Назовем точку Іх циркулярнои
кривой (чер 31, в которой касательная к

Р
Іїсли через к.ниб. вершину циркуляр~

еще в двух точках Е, и Ё.

5 нои кривой І\ проведем произвольную пря
мую КР, то эта прямая пересечет кривую

Если через точки Е и Г проведем пу
чек окружностей, то, на основании теоремы
58, каждая из окружностей пучка пересечет
кривую еще в двух точках МЬ МЧА и т. д

Прямые, соединяющие эти точки, сно
ва пройдут через вершину циркулярной
кривой К.

По теореме Ес1<Ьагс1ї'а прямые І.М РМ 1

Чертеж 3 и т. д. должны пройти через постоянную
точку на кривой. С другой стороны пря

мая ЕЕ должна пересечь кривую в точке встречи ее с прямой, парал
лельной вещественной ассимптоте.

Но прямая параллельная вещественной ассимптоте КК имеет с
кривой две общих точки, совпадающих в К. (точка касания), значит
обе названные выше точки должны совпасть с точкой К, что и до
казывает теорему настоящего

Нетрудно вывести еще и такое предложение, относящееся к пря
мьпй, проходящим через вершину циркулярной прямой.
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Так как произведение секущей на ее внешнюю часть есть число
постоянное для всех секущих, проведенных из какойнибудь точки
вне окружности к этой последней, то мы можем написать:

КЬ. КМ:КЕ. КР
и КП. КМ*=КЕ. КР, откуда следует, что ~

КЬ. КМ:;КЬ'. КМ1:соп$їапз
для всего пучка окружностей, проходящих через точки Е и Е.

Таким образом:
Если через вершину циркулярной кривой провести прямые ли

нии, то произведение отрезков, которые кривая отсекает на каждой
из них~постоянно.

Последнее свойство будет рассмотрено с другой точки зрения во
2й главе, которая будет трактовать об инверзионном преобразовании.

Ё 11. Укажем в настоящем 5 свойства циркулярных кривых в
связи с главной точкой кривой.

Урие циркул. кривой, отнесенное к центру. причем ось У парал
лельна вещественной ассимптоте (5 5):

(Хё*А2) (Х2+у2)*%'^В3Х_! . . .

Перенесем оси параллельно прежним так, чтобы начало коорди
нат совпало с главной точкой кривой. Координаты главной точки по
отношению к системе координат с началом в центре будет:

Х: А, = +3,
І)'›А^7_"І:2 Ё

У: г= Ч*
Формулы преобразования будут: х= х1+а,= хїАЗ; х3А3:х1 . (47)

У:У1*ЁЬ1
После подстановки в урие (46) выражений х и у из уравнений

(47) оно примет такой вид:

[(Х1_'31,)2 +(У1_Ь1)2]Х'+11Х1+31У1:О ~ ~ ~ (48)
Свободного члена в урии 148) быть не должно, ибо начало коор

динат лежит на кривой. Коэффициенты 1, и 31 можно было бы
вычислить по формулам 5 6, но это не представляется нужным для
дальнейшего изложения.

Урню (48) можно придать далее следующую форму:

(х1_а1)3~)_(у1_~Ь,)3: 0:131%: . . . (49)

Для двух точек М, и М: прямой, проходящей через начало коор
1

динат, отношение їіодно и то же, следовательно на основании урав_

нения (49) для таких точек будет постоянным и выражение
/,._з _ з__Аз__с , .__в_,.'_

У(Х1_31)2"|'(У1“"Ь1)2
Последнее соотношение легко интерпретировать геометрически, и

мы получим тогда такие теоремы
1) Всякая прямая линия, проходящая через главную точку цирку

лярной кривой, пересечет кривую еще в двух точках, равноотстоящая
от центра циркулярной кривой.
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2) Если в середине отрезков, которая данная циркулярная кривая
отсекает на лучах, выходящих из ее главной точки, восставим к ним
перпендикуляры, то все они сойдутся в центре кривой.

Это очевидное следствие того свойства равнобедренных треуголь
ников, что перпендикуляр, восстановленный в середине основания к
нему, проходит через вершину треугольника.

3) Геометрическое место средин отрезков, какие циркулярная
кривая отсекает на лучах, проходящих через ее главную точку, есть
окружность, проходящая через главную точку и через центр кривой.

Для доказательства последнего предложения возьмем урие цир
кулярной кривой (начало координат в главной точке):

×ч<×1~а\>2+<у1Ьт›ч+1×1+зу1=0 . . от
и проведем через главную точку (начало координат» какойнибудь луч.

Его уравнение будет:
у1:к^х1 _ . . . . _ . . _ . (51)

Найдем точки пересечения его с циркулярной кривой. Подставив
выражение у из (51) в (50), получим:

×ч<×1а1>2+<›<1›<1Ь1›21+«›<Чэ«1х1=0 . . от
Из (52) находим:

х,1=О; х'*2а1х1~ +к1”х12 2к1Ь,хЧЬІЧа+Зк1 10
или (1{к1)х12~2(а,+к1Ь1)х1+а,2+Ь12+а+3к1:О или

_, 2та к1Ь) а2+Ь2+а+$к1 ,,Х1»~,112:1Ь,1~×1+ 1{РК,,_,~/=о _ _ _ т . двд)

:±›
ІС

І

Из урия (55) найдутся две остальные точки пересечения К и 1,.
Обозначим координаты середины отрезка КЬ через Є и 11 (это и будут
координаты искомого геометрического места точек).

В таком случае можно написать:

_ х,Ц_х.,1 аЁк1Ь,~ ,:=  ^ ' 1 _ ^г:к1: _ 54
2 14к11 , ' ( )

ДЛЯ ПОЛУЧЄНИЯ урИЯ ИСКОМОҐО І`ЄОМЄ'ГрИЧЁ`СКОІ`О МЄСТ3 ДОСТЗТОЧНО
исключить параметр к1 из двух последних уравнений (54). Тогда мы
получим:

3 ` Ь1 ,ІІ1” › › ›
ў ` : . , (31: *ЬІУ1);ст Ґ ,,› _,  или окончательно

1 ,«.~
. 1;›

3?Ът,”315Ь,ц:г0 . . . _ . . . . .(55)
Последнее урие (55) очевидно представляет окружность, прохо

дящую через точки (0,О) и (а, Ь,), чем вполне доказывается предло
жение З.

Если главные точки кривой на И (кривая в таком случае имеет
так называемую Шпііехіопз аззутріоїеассимптоту в точке п<региба
об этом будет сказано ниже), то все лучи, проходящие через главную
точку, параллельны, а окружность (55) обратится в прямую, и послед
няя теорема может быть тогда формулированав следующей редакции:
У циркулярной кривой Зго порядка~с вещественной ассимптотой вточ
ке перегиба, перпендикуляр, опущенный из центра на эту ассимптоту,
делит пополам все хорды кривой, параллельные этой ассимптоте.
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4) Если главная точка является тангенциальной точкой какойни
будь касательной к циркулярной кривой, то нормаль к циркулярной
кривой в точке касания проходит через центр (особенный фокус) цир
кулярнои кривои.

Урие цир. кривой, отнесеиное к центру ее, будет

(х+А2)(х2+у2)+І)3х{ЕгучІ<`2:0_ . , _ . (56)

Перенеся начало координат в точку

_А2ї8 ' їїь

главную точку по формулам х:::х'~А2
у:у1+1»

мы приведем урие (56) к виду:

хто»Ад±;@»+ыц+льгччдт:о_ . _. шт
Значки у х у А П и Е в дальнейшем мы опустим для упрощения.
Напишем урие касательной к кривой (57) в какойниб. точке х

у ее. Текущие координаты касательной обозначим Е и 1,.

ої

ц_г»Ёпв ..(ы)
®

где і'(х1у)::0 урие кривой.
Произведя выкладки применительно к урию (57), получим:

.д__у<:__ (Х_,А)гї`;їЁЁ);ЅЁХ”А){134;Х) _(59)

Если касательная (59) проходит через главную точку (начало ко
ординат), то мы имеем такое условие:

_ (Х~А)2:Ну+Ь)Ч›2×(×~А)+“”"у_“ тттт " Йў 7" Х ' ' ' ' ' '

так как из урия кривой (х«~еА)2х1)(уд,Ь)'х: ЭхЕу, то (60) можно
переписать следующим образом:

І)х+Еу2х2(хА)1)х
У:~"** *“*"2;(ў;ўБНўЁ" или

2ху(у+Ь){Еу:: 2х?(х АНЕу. , . . . .(61)
В окончательной форме условие (61), чтобы касательная в точке

ху циркулярной кривой прошла через ее главную точку, может быть
переписано таким образом: у(у+Ь):: х(х~А) . . _ _ _ . _ .(62)

Урие нормали к кривой (57) как известно будет:

2 ( %Ь)+Ё :___Н: к:вїдЁ>Ёв11тъг:Ат~ёт><* Х) <6З›
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Заменив здесь попрежнему сумму двух первых членов знаменателя

из урия кривой через
Бу0~ Х , (63)

МЬІ получим:
А ._с. ,Ёїї ЁХс"тїЁ);і1Ёс,_Н,,_
" ""У"" .~вву+2× (×А›+о (Е"”“

Х

ИЛИ ПО УПРОЩЄНИИІ

гїтде;;ї5у Х› (64)

Если нормаль (64) проходит через центр цирк. кривой, то коор
динаты центра (по отношению к новой системе осей, проходящих
через главную точку) должны удовлетворять уравнению (64).

Если координаты главной точки А по отношению к осям ХОУ
с началом в центре кривой были А и Ы), то координаты центра 0
по отношению к осям х”АУ' будут ЪА и Ь.

Подставив последние выражения вместо текущих координат в
уравнение нормали (64), мы получим:

_2х(у$Ь)1Е
*“"У"^ ~2з<у<у~гвї1гт~“^~*> <°5>

2х2(х~А):~2ху(уНЭ) из уравнения (62).
После несложных преобразований урия (65) мы получим:

с _ 2дЁУ1Ч?)і*Ё А,“Ь утгхо Ь>+Е1'“Х А)
ИЛИ ПО СОКІЭЗІЦЄНИИІ

у.<у+Ь>= ›<<›<А) «зо
(66) Удовлетворяется тождестненно в силу (62).

Таким образом нормаль к циркулярной кривой, ивображаемая
уравнением (64), действительно проходит через центр кривой.

Урие (56) дает возможность получить так называемую задачу
С2цЬег'а. Действительно, урие (56) может быть переписано в следую
щем виде:

<›< т А» ее э у=>+ 0.

Это уравнение, как нетрудно видеть, может быть получено путем
исключения Ё из системы уравнений:

. . . . І В:А2~І*'2'х2~}у1:±І21 и (хї Ад) (Ні;~ІЭ2){Е3|у_ Р І ±0 (67)
\ 'З ›

Первое из урий (67) (при переменном 12) дает пучек концентри
ческих окружностей с центром в особенном фокусе кривой, а второе~
пучек прямых, проходящих через главную точку кривой.

Отсюда и получается теорема С2иЬег'а:
Всякая циркулярная кривая 3го порядка может быть образована

при помощи пучка прямых и проективного к нему пучка концентри
ческих окружностей. Центром пучка прямых служит главная точка,
общим центром всех окружностей служит особенный фокус или центр
циркулярной кривой.
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Отсюда же непосредственно может

теорема І 511 (теорема Ес1<йат<1^с“а).
бЫТЬ ПОЛУЧЄНЗ, КЗК СЛЄДСТВНЄ

5 12. Теорема о пучке окружностей, проходящих через две точки
циркулярной кривой, может служить для решения задачи о построении
касательной к циркулярной кривой в данной на ней точке. Для реше
НИЯ ПОСТЗВЛЄННОЙ ЗЗДЗЧИ РЗССМОТІЭИМ П

ГЗТСЛЬНУЮ ЗЗДЗЧУІ
Даны три точки А, В и С на циркул. кривой.

Найти четвертую точку Ё, в которой окружность,
проходящая через точки А, В и С. пере

РЄДВЭРИТЄЛЬНО ТЗКУЮ ВСПОМ0~

ее\

сечет Цир
К ЛЯ Н Ю К ИВ Ю, НЄ ҐІРОВОДЯ СЕІМОИ ОК ЖНОСТЬ. Дуруру 'ру

Для построения искомой точки Р

_4,_._

проведем ' Т \прямую АВ (черт. 4) н через точку О ее пересечения Т ,

с циркулярной кривой проведем прямую ІЭЬ, парал _/1 ` \
лельную веществепной ассимптоте кр
Точку Е пересечения этой прямой с кри ,/`\
няем с третьей точкой С прямой и продолжаем 7 _*ї/ ,

1.» О \ /

\

ивои МЫ. 1 1

вой соеди Т ї т./ /І,

отрезок ЕС до пересечения с циркулярной кривой. Т '

Точка пересечения и будет искомой
Действительно, на основании теоремы 5
ность, проведенная через точки А и Б кривой, пере
сечет кривую еще в двух точках С и Р,

точкой Р. 

8, окруж

соединяю ` `

ІЦЗЯ ЭТИ ТОЧКИ ГІРЯМЗЯ ДОЛЖНЕ1 ПЄРССЄЧЬ КРИВУЮ В ПО
стоянпой для всех окружностей пучка

*ъ

АВ точке
(Е); прямая, проведенная через последнюю точку, Чертеж 4

ПЗРЗЛЛЄЛЬНО ВЄЦІЄСТВЄННОИ ЕІССИМПТОТЄ
должна пересечь кривую в точке, леж
продолжений) в точке І).

кривои,
ащей на прямой (АВ) (или ее

Предположим, что через точку А цчерт. 5) циркулярной кривой
нужно провести окружность, которая бы коснулась ее в некоторой

1/
1/ т /

,,&;_е

в;
б\

ЁЅ

т \
Чертеж 5

вой в точке В, т. е будет иметь с кривой
Если теперь восставить в точке В

то полученная таким образом кривая и
лярной кривой в данной точке В.

заданной наперед точке В. Эта
задача может быть легко све

1 ., чдена к предыдущей. Ьудем ис
кать точку Р, в которой иско
мая окружность еще раз пере
сечет кривую. Будем считать
точку О совпадающей с точ
кой В.

Соединяем попрежнему
точку А с В; через точку В
пересечения АВ с кривой про
водим параллельно веществен
ной ассимптоте кривой прямую,
а точку Е пересечения этой

снова с точкой В.
І`очка Р пересечения ЕВ с

кривой н будет искомой.Оста
ется только провести через точ
ки А Р, В окружность. Эта ок
ружность и будет касаться кри
в точке В общую касательную.
перпендикуляр к радиусу ОВ,
будет касательной к цирку

'\ `

( прямой с кривой соединяем



5 13. Теорема, изложенная н начале ё 8, есть основная теорема
теории циркулярных кривых Из нее непосредственно вытет:ает, что
циркул. кривая 2то порядка может быть образована при помощи
пучка окружностей и проективного к нему пучка прямых на той же
плоскости.

Образуемая таким образом кривая проходит через центры А и В
пучка окружностей (см. черт. М 8) через центр Е пучка прямых и
через две круговых точки ттлоскости.

Это предложение есть частный случай предложения, что всякая
кривая 3го порядка может быть образована при помощи пучка кони
ческих сечений и проективного к нему пучка прямых. При помощи
последней теоремы может быть построена методами проективной гео
метрии теория как кривых 3то порядка вообще (Ѕспгоїет І)іе Тпеотіе
сіет Ерепеп Сптуеп єігіїїет Опіпппё апї зупїітеїізсітдеоптеїтізспепт \7\/еде
Ьеірхід 1888), так и в частности теория циркулярных кривых Юіззет
їаїіоп уоп Р. Ртіске: Шерет еЬепе Спгуеп сїтіїїег Опїпипд, ут/еїспе оптсїт
оіе іптадіпатеп Кгеізрппсїе депеп. Ооїпа 1898).

В задачи настоящей работы не входит развитие указанных мето
дов. Все изложение в ней ведется аналитическим методом. Проектив
ные свойства циркулярных кривых будут изложены в следующих гла
вах также при помощи аналитического метода. В этом 5 будут изло
жены по методу ргої. Оптеёе Шрет еіпе Іеіспїе Сопзїтпсїіоп кіет Кпгуеп
3 Отсіпппд, \уіе1спе сіцгсп оіе іптадіпагеп Ктеізрппсїе 11іпс1ытс11_е{е11еп.
Ртоі Н. Гїцтеёе іп Ргаё, Хеіїзспт. Маїп. п. Рітуз. ХІ\/ 1869), способы
легкого построения пиркулярных кривых.

Это построение также основано на теории 5 8, которую для на
стоящего случая удобнее редактировать следующим образом: если из
точек В и Р (см. черт. 5 8), в которых циркулярная кривая пересе
кается с прямой параллельнои вещ. ассимптоте, проведены две прямые,
напр. РА и ЕС, то они пересекут кривую каждая еще в двух точках
А и В, О и С. Все эти четыре точки всегда лежат на одной итой же окруж
ности. Если возьмем за прямую ЕР самое вещественную ассимптоту,
тогда одна из точек Е будет, как нетрудно сообразить, главной точ
кой кривой, а точка Р уйдет на </>.

В таком случае прямая РА будет параллельна вещественной ас
симптоте.

Теорема Ес1<1тат<і'с'а (5 8) получит тогда такую форму: Если одна
прямая, параллельная вещественной ассимптоте, пересечет кривую в
точках Ь,Ь3, а другая прямая, проходящая через главную точку в, с, и сд,
то точки Ь,, Ь2, с,, св лежат на одной окружности (черт. 6 см. стр.65).

Таким образом, если мы возьмем общую хорду пучка окружно
стей параллельно вещественной ассимптоте кривой, то центром соот
ветственного пучка прямых будет главная точка кривой. При помощи
теорем Ё 11 легко установить соответствие между окружностью 1то
пучка и прямой 2то пучка.

Действительно, теорема 2я 5 11 говорит, что перпендикуляр, вос
становлеёгный в середине отрезка с,сд к нему, пройдет через центр цир
кулярной кривой. Центр М окружности пучка, проходящей через че
тыре точки Ь,Ь2с1с3, также должен лежать на этом перпендикуляре.
Отсюда непосредственно вытекает, что линия Ас,, проходящая через
главную точку, перпендикулярно к линии МС, соединяющей центр кри
вой с центром окружности пучка, пересечет эту окружность в точках
с, и сд, лежащих на циркулярной кривой. Таким образом, вопрос об
определении луча, соответствующего данной окружности пучка, разре
шается вполне.
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` ' Самое построение кривой выполняется след)/ЮЩИМ 0бР330Мї 3Ы'
оирают две произвольные точки Ь, и Ь2. Также произвольно выби
рается главная точка А кривой и ее центр С ТОЧКЗМИ Ь; И Ь: ОПРЄ
деляются концы общей хорды пучка окруЖН0С'ГЄЙ И Направление 9Є'
щественной ассимптоты кривой,

Проводим затем через точки Ь, и Ь:
произвольпую окружность, соединим ее центр

_ '  ІМ с Центром кривой С и из главной точки
кривой А опускасм на МС перпендикуляр,
последний пересечет. окружность в двух точ
ках, лежащих на циркулярной кривой. Такое

ДОН НЗ ОКРУЖНОСТЄІІ ПУЧКЗ И, СЛЄДОВЗТЄЛЬНО,
МЫ МО}КЄМ ПОСТРОИТЬ ТЗКИМ СПОСОб0ї\'І, СКОЛЬ

о 1 _

КО УГОДПО ТОЧСЁК КРИВОИ. \ `

Точки Ь, и Ь: совершенно произвольны.
Точка А подчинена только одному условию:
она не должна лежать на прямой, проходя
щей через Ь, Ь3. |Если бы сама прямая ЬІЬЗ
была вещественной ассимптотой, то точки
Ь1 и Ь; должны были бы уйти на </>].

Точка С подчинена одному условию:
она не должна лежать на липии центров

'ПОСТРОЄНИЄ МОЖЄТ бЫТЬ ПОВТОРЄНО ДЛЯ КЗЖ /1 Т*

ї«ещё
«ы̀

пучка окружностей. Если точка С лежит на }

этой линии, то МС сохраняет постоянное на “

І1р2Н.ЧЄІНІЄ'ЛИНИІ4 ЦЄНТРОВ Ну*[КИ ОКЪЭУЖІТО д

стей. и предыдущее построение не дает оп , 1

ределенпых точек кривой, ибо все точки пе А

ресечения луча с окружностями пучка лежат ЧЄРТЄЖ 0
на одной и той же прямой Ь,Ь2.

Примечание к ё 13.
На основании редакции 1~й и 2й теоремы Ескпаг<1'т”а, приведенных

в 5 13, можно высказать еще такие 2 предложения:
Если прямая, параллельная вещественной ассимптоте, циркулярной

кривой, пересекает эту кривую в точках а и с и если касательные
к цирк. кривой в точках а и с пересекут кривую в точках А и С,
то 1) четыре точки а, с А и С лежат на одной окружности, 2) прямая
АС пройдет через главную точку пнркулярной кривой. Доказательство
предоставляем читателю.

ё 14. Посмотрим, определенноли указанное в ё 13 построение
циркулярной кривой вообще, т. е. при выборе точек Ь1Ь: А и С полу
чается ли единственная пиркулярная кривая.

Рещим сначала вопрос о том, сколько точек кривой задается та
ким построением. Мы имеем две точки Ь1 и Ьц. Точкой А задается
вещественная ассимптота кривой, на которой лежат еще две точки
искомой кривой на </> (ассимптота касается кривой на И). Таким
образом имеем 5 точек кривой. Точкой С определяются две мнимых
ассимптоты кривой, каждая из них содержит по две точки кривой,
совпадающих в круговых точках Я и 1. Таким образом искомая кривая
задается 9ю ее точками.

Но через 9 точек при особом их расположении на плоскости
может проходить пучек кривых 3го порядка (Лемма 5 8).

Является теперь вопрос, не представляют ли эти 9 точек такого
исключительного расположения?

:. ндЩ. ЩУ М; 17~1ь.
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Известно, что если 9 точек образованы пересечением двух цир
кулярных кривых 3го порядка и три из них лежат на одной прямой,
то остальные 6 должны лежать на одной окружности. (Лемма ё8 при
мечание)

І/І обратно, если из 9 точек циркулярной кривой три лежат на
одной прямой, а 6 остальных на окружности, то через эти 9 точек
проходит бесчисленное множество циркулярных кривых.

Из 9 точек искомой циркулярной кривой три лежат на одной
прямой (вещественной ассимптоте›, именно точка А и две совпадаю
щие </› в точке касания ее с кривой.

Если циркулярная кривая не однозначно определяется, то осталь
ные 6 точек должны по предыдущему лежать на одной окружности.

Мннмые ассимптоты искомой кривой должны быть также ассимп
томами этой окружности (в точках 1 и 1 совпадают по две точки
кривой).

Ассимптоты всегда пересекаются в центре. Значит точка С дол
жна быть центром этой окружности. Но центры всех окружностей,
проходящих через точки Ь1Ь±, лежат на перпендикуляре, проведенном
к отрезку Ьт Ь; через его средину. Таким образом построение стано
вится неопределенным тогда и только тогда, когда центр С лежит на
этом перпендикуляре. За исключением этого случая кривая опреде
ляется указанным построением однозначно.

При построении кривой можно точки Ьт н Ь: совместить в одну
точку О. В таком случае остается произвольным направление линии
центров пучка окружностей. Если, кроме того, выбрать точки А и С
так, чтобы угол АОС был прямым, то построенная кривая будет
иметь двойную точку Ь О. [Это свойство является непосредственным
следствием теоремы 2 9 11. В двойной точке длина отрезка стано
вится равной О, и пернендикуляр из его средины к нему и будет
перпенднкуляром к прямой, соединяющей главную точку кривой и ее
двойную точку в последней точке].

Это свойство кривых с двойной точкой будет указано ниже.
Примечание к 5 14. ,

Кривая может быть задана или достаточным числом ее точек или
другими условиями, эквивалентными такому числу ее точек. Напр.,
окружность однозначно задается тремя ее точками, не лежащимн на
одной прямой.

Эти три точки вместе с двумя круговымн точками 1 и 3 дают
5 точек, какими вообще задается кривая 2го порядка. Но окружность
можно также однозначно задать но ее центру и одной какойлибо
точке, лежащей на ней. Легко показать, что такое задание сводится
также к заданию 5 точек окружности. Действительно, заданием центра
окружности вполне определяются ее две мнимых ассимптоты (изво
ротные прямые). На каждой из этих прямых лежит по две совпадаю
щих точки окружности (ассимптота касается кривой на </>). Таким
образом мы имеем 4 точки кривой, а вместе с отдельно заданной
пять точек. Аналогичный прием задания циркулярной кривой при
менен в ё 14 при задании циркулярной кривой по точкам. Урие цир
кулярной кривой содерж. 8 коэффициентов, следовательно она зависит от
7 параметров. Так как координаты центра выражаются через коэффи
циенты общего уравнения (формулы 9 2), то заданием координат
центра мы уменьшаем число независимых коэффициентов до 6.

Задание координат главной точки уменьшает это число до 4.
Два центра пучка (они лежат на кривой) сводят это число до 2.
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Задание направления вещественной ассимптоты позволяет на

писать ее уравнение (главная точка дана выше). Условия двойного
бесконечного корня для уравнений вещественной ассимптоты и кривой
дают возможность определить два последних коэффициента уравнения
кривой.

5 15. Теоремой Ес1<І1агої'а во
второй редакции ее ё 13 можно
также воспользоваться для более
простого построения касательной
к циркулярной кривой в данной точ
ке; если главная точка кривой не
лежит на </›, для этого достаточно
(черт. 7) совместить точку ст с /* \ Т /, × ті. ,точкои Ьг, тогда проведенная окруж ў
ность коснется кривой в этой точке. г , т ,/

Отсюда вытекает следующее 1 ` /Ы*
построение касательной к цирку `_ ь. `/Ё/ї

1

лярной кривой в данной точке: со
единяют данную точку (с1Ь:) с глав»
ной точкой кривой и проводят че
рез эту же данную точку прямую
параллельную вещественной ассим
птоте. Первая прямая пересечет кри
вую еще в точке сд, вторая вточке ` 0
Ь,. Из средины отрезков (с1Ь2) св и і

(с1Ь2) Ь: восставляют к ним перпен 5

дикуляры. Точка их пересечения * 5

очевидно будет центром окруж 3 І
ности, касающемся кривои в данной =

точке.ОСоединив этот центр с данной 1 Чертеж 7

точкои на кривой, найдем нормаль *

в данной точке. Построение каса
тельной сведется к проведению прямой, перпендикулярной к нормали.

Чертежи 814 изображают циркулярные кривые при различных
положениях центров пучка.

Чертеж 8 соответствует общему случаю, когда центры пучка
различны. Полученная циркулярная кривая состоит из одной ветви.
ЕРлиния центров пучка окружностей. С~центр кривой; Аглав
ная точка; Ь1 и Ь:центры пучка окружностей; АІЭ вещественная
ассимптота.

Черт. 9 изображает циркулярную кривую, состоящую из двух
ветвей: бесконечной ветви и замкнутого овала.

ЕР линия центров пучка. А главная точка. С центр циркулярной
кривой. АВ вещественная ассимптота. Центры пучка окружно
стей совпадают в одной точке. Все окружности пучка касательны
в точке Ь1,з.

Черт. 10 изображает циркулярную кривую, состоящую из одной
ветви, и имеющую двойную узловую точку в центре пучка окруж
ностей. Центры пучка окружностей совпадают в точке Ь›,:. Главная
точка кривой А и ее центр С взяты так, чтобы <АЬ1:С был пря
мым. ЕРлиния центров пучка окружностей. АВ ,вещественная ассим
птота.

Таким образом циркулярная кривая: 1) состоит из одной ветви,
› если пучек окружностеи имеет два центра (черт. 8);
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Чертегк 5

2) состоит из двух отдельных ветвей незамкнутой и эллинти
ческого овала, если пучек окружностеи имеет один центр, но прямые,
соединиющие этот центр с главной точкой и центром кривой, не вза
имно перпепдикулярны (черт. 9);

8) состоит из одной ветви с двойной точкой, если окружности
пучка имеют один центр и, кроме того, прямые, соединяющие его
с главной точкой и центром кривой, взаимно перпендикулярны
(черт. 10›.

5 16. Такие точки кривой, касательные в которых пересекаются
на самой кривой, наз. сопряженными точками.

Если точка пересечения мнимых ассимптот(касательных к кривой
на </э)центр кривой лежит на самой циркулярной кривой, то точки
_] и ] будут сопряженными точками на ней. Свойства таких цирку
лярных кривых будут указаны ниже в главе 0 фокальпых кривых.
Такие кривые называются иногда Кгеізрштсіїштуеп (Міі11ет, Хеіїзйг.
Шг Маїй. ЬХ1895). Здесь укажем лишь их общие свойства в связи
с их построением. Если уравнение такой кривой привести к виду 18
ё 5, то она примет форму

(х{~А:) (х1+у2;~; І):|Е±у_д;О, (68)
свободный Р: должен обратиться в нуль, так как начало координат
лежит на кривой. Координаты главной точки будут:
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Юг 2Х*А2;у“*ЁЁ^ (59)

8 УРЭВНЄНИЄ СРЄДНЄЙ ЛИНИНІ
›АХ*_2

Урие кривой может быть получено путем исключения пара
метра к из системы уравнений:

~ кАг›` 21 кг 2 _ _
* *ъ2=: Шччйцмы тм)

“< ;
><

ї_

ее
+0

,:_

Первое из урий (70) представляет пучек прямых, а второе пучек
окружностей, которых центры лежат в точках пересечения средней
линии циркулярной кривой с соответственными лучами пучка прямых.

Имеем следовательно такую теорему:
Всякая циркулярная кривая, проходящая через свои центр, мо

жет быть образована при помощи пучка прямых, проходящих через
центр и проектиеного к нему пучка оиружностеи, причем центр
каждой из окружноєтеи щшка лежит на соответственном луне и на
медиане (средней линии) циркулярнои кривои.

Последняя теорема дает легкий способ построения таких кри
С на от езке АСвых: соединив главную точку А с центром , строим *р ,/”/ 
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Чертеж 10

как на диаметре, окружность. Это будет одна из окружностей пучка,
соответствующая значению.

К 1:: _
Е:

Через центр этой окружности проводим произвольную прямую,
которая будет средней линией нашей кривой. Проведем через какую
нибудь точку средней линии перпендикулярную к ней прямую. Она
пересечет окружность в двух точках. Примем эти точки за точки кри
вой и центры пучка окружностей. Лучи, проведенные из центра кривой
в центры окружностей пучка, пересекут каждую окружность, соответ
ствующую этому лучу, в двух точках, которые и должны быть точка
ми искомой кривой. Прямая, параллельная средней линии и проходя
щая через центр, пересечет продолжение перпендикуляра к средней ли
нии также в точке, которая должна лежать на искомой кривой. Все
сказанное непосредственно вытекает из основной теоремы 8.

Проведя через главную точку А и какуюнибудь, из определен
ных указанным выше способом, точку кривой М луч АМ, мы на пере
сечении этого луча с окружностью проведенной из центра кривой С,
радиусом МС, получим новую точку искомой кривой. Сказанное есть
простое следствие теоремы 2й 5 11. На чертежах 11 и 12 выполнено
такое построение, Чертеж 12 показывает кроме того, как изменяется
кривая при изменении центров пучка окружностей при прочих равных
условиях.
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Чертеж (13) изображает кривую, получившуюся при совмещенин

центров пучка окружносїей в одну точку. Кривая получилась с двой `

ной точкой, как н следовало ожидать, ибо угол АОСпрямой (впи
санный, опирающийся на диаметр окружности). '

Рассмотрим теперь, сколькими условиями определяется построе
ние кривой в этом случае. Урие циркулярной кривой содержит 8 ка
эффициентов. Координаты центра выражаются через коэффициенты
уравнения кривой (Ё 2). Если центр лежит на кривой, то мы получим
некоторую зависимость между восемью коэффициентами ее уравнения,
подставив координаты центра в уравнение кривой. Таким образом
цир. кривая с центром на ней вполне определяется 6то параметрами
(отношение шести коэффициентов к седьмому).
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Чертеж 13

При построении мы назначаем произвольно: центр С, тлавную
точку Аўнаправление средней линии или, что все равно, направле
ние вещественной ассимптоты, которая дает нам еш_е две точки кри~
вой на</> (где ассимптота касается кривой), два центра пучка окруж
ностей дают нам пятую и шестую точки.

Если включить сюда и точки 1 и І, через которые проходит на
ша кривая, то можно сказать, что кривая определяется 8ю ее точками
вместо 9 уциркулярных кривых общего вида. Число точек уменьшается
на одну вследствие добавочного условия относительно нахождении
центра на самой кривой.
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5 17. Относительно кривых последнего рода в связи с указан
ным построением их можно высказать следующую теорему: если че
рез центр циркулярнои кривой, имеющей свой особый фокус на неи
самой, провести луч, встречающшї кривую еще в двух точках, то обе
эти точки будут находиться на равном расстоянии от средней ,ги
нии кривои.

Это предложение вытекает из того, что обе такие точки лежат
на концах диаметра окружностей, имеющих центр на средней линии.

На основании теоремы 2 5 11 прямая, соединяющая две точки
кривой, равноудаленные от ее центра, проходит через главную точку
кривой.

Отсюда следует, что касательная к кривой в центре ее должна прой
ти через главную точку. Вещественная ассимптота кривой есть касатель
ная к кривой в бесконечно удаленной точке, и она тоже проходит че '
рез главную точку кривой. Значит центр кривой и ее главная точка
(см. 5 16) суть взаимно сопряженные точки кривой. Указанное в пре
дыдущем Ё построение позволяет притти к заключению, что Цирку
лярные кривые могут состоять либо из одной либо из двух отдельных
ветвей. При помощи того же построения мы можем заметить некото
рые свойства этих кривых. Если кривая образована при помощи пуч
ка окружностей с двумя различными вещественными центрами и пуч
ка лучей, проходящих через ее особенный фокус, то такая кривая
должна иметь две отдельных ветви: незамкнутую и замкнутую, при чем
особенный фокус лежит на замкнутой ветви (овале) кривой, а медиа
на непересекает такой кривой.

Действительно, из построения вытекает, что у линейного пучка
не может быть ни одного луча, который пересек бы кривую в двух
совпадающих точках. Значит всякая прямая, проходящая через центр
кривой, пересекает ее еще в двух различных точках, равноудаленных
от ,медианы кривой. Следовательно центр и одна из таких точек
должны быть по одну сторону медианы. Овал пересекается прямой
вообще в двух точках, значит центр должен быть расположен на ова
ле кривой.

5 18. Остается рассмотреть случай, когда пучек окружностей, при
помощи которого строится кривая, имеет мнимые центры.

Пучек окружностей с двумя вещественными центрами называется
иногда 2тгтрболическшн, пучек с двумя центрами, совпадающими в одной
точке (окружности пучка касаются) наз. /сараболичес/сим, а пучек с
двумя мнимыми центрами эл/итпишеьким.

Итак пусть нам дан эллиптический пучек окружностей:
Ш}кШ; 0...........,....(71)

Возьмем линию центров окружностей пучка за ось Х, а радикаль
ную за ось У прямоугольной системы Декартовых координат.

Возьмем за 111 самое радикальную ось (окруж. радиуса,

равнойш), а

за С какуюниб. окружность с центром на оси Х.
уравнение будет:

" х=1у2+А×+с=о _ . . . . . . _ . _ . _ (72)

где А и С некоторые постоянные. Уравнение пучка напишется тогда
в такой форме:



х2}у2}Ах}С~#кх::0 . . . . . . . (73)

ибо уравнение рад. оси в нашем случае будет х:0.
Урие пучка может быть переписано таким образом:

хїіуї2ах}›1т12:0 . . . . (74)

где 2а<:(АЁк), п12=С.

Геометрическое значение пт есть длина касательной, проведен
ной из начала координатклюбой из окружностей пучка. Действительно,

ОМ =у0Ы:_ММг но ОМ 11; МІ\І1>>а2С<:12_птї, ОМ::у/дз_а2+тг;:т
(черт. 15.) число пт постоянно для всех окружностей пучка. Оно веще
ственио, если а2>т2, ибо МІ\І1:градиусу окружности пучка, и мнимо
в случае <12<т2.

Таким образом, уравнение (74) зависит от одного только пара
метра м и выражает все окружности пучка с линией центров на оси
х. Если положим в уравнении (74) :<:=:пт, то мы получим:

(х:пт)2~)уїд*О. . . . . . _ . . . _ .(75)
Урие (75) выражают две окружности нулевого радиуса с коор

динатами центров (+1п, 0) и (пт, о) Следовательно, если мы имеем
эллиптический пучек окружностей (не пересекающихся с радикальной
осью), то на линии центров их существуют две действительные точки,
находящиеся от радикальной оси в расстояниях Ёт и т. Их мож
но считать за две бесконечно малые окружности пучка. Эти точки
называются предельными точками эллиптического пучка (Роисеіеі).

Найдем урие пучка ортогонального данному зллиптическому
пучку. Для этого напишем общее уравнение окружностей в нормаль
ной форме:

хї+уїЁахЁЬу~;~с_±(). . . _ . . _ . . . (76)

и подберем его коэффициенты так, чтобы окружности, изображаемые
уравнеиием (76), были ортогональны к окружиостям пучка, изображае
мото уравиением (74) при всяком ос. Как известно,условие ортогопаль
ности двух окружностей (112~}~12(12) в данном случае будет:

~28%;ь.оч2(тцС) _ . _ _ . _ . . .(77›
Так как условие (77) должно выполняться при всяком 1, то мы

должны иметь:
а:о;1п1дс 0. ..... ... ...(78)

Значит уравнение (76) может быть на основании (78) переписа
но так:

хї2уї{Ьу 1п*==~0. . _ _ . . . . _ . . (79)

Обозначив для симметрии Ь через 23, перепишем урие (79) в
следующей форме:

хїдуїі2ўу~1113:1О . . _ . _ _ _ . . . (80)

_; Урие (80) также зависит от одного параметра З и след. выра
жает пучек окружностей с линией центров на оси У и с радикальной
осью на оси Х. Сравнив уравнения (74) и (80)
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х2+у221х~}эп12~0 и . _ (81)
х2+у223у~п12*>~0. _ . . . . , . _ .(82)

мы видим, что (81) дает пучек окружностей с мнымыми центрами,
ибо для координат точек пересечения с осью х получаем урие:

у*+т” е* 0

из которого координаты центров пучка (81) будут (0,~}~ті) и (0,ті)
мнимые.

Окружности же второго пучка (82) имеют вещественные центры
($111, О) и (111,0). При пт о центры обоих ортогональных пучков
совпадают в начале координат.

5 19. На основании соображений 5 18 нетрудно построить по
точкам циркулярную кривую, у которой пучек образующих окруж
ностей будет эллиптического типа. Такое построение сделано на
чертеже 14. Получается кривая, состоящая из одной ветви (ігхтгйдіде).
Для построения кривой строим одну из окружностей эллиптического
пучка на отрезке АС, соединяющем главную точку и центр кривой,
как на диаметре. Проведя произвольно вещественную ассимптоту и
параллельно ей медиану кривой, на последней берем центр второй
окружности пучка, проведя через него окружность, не пересекающую
первой, получим две основных окружности эллиптического пучка.
Строим при помощи радикального центра радикальную ось этих ок
ружностей. Взяв произвольную точку на этой оси (можно взять точку
пересечения и с линией центров), проводим из нее касательную к од
ной из данных окружностей (обе касательные равны между собою). Из
взятой точки, радиусом, равным длине касательной, проводим дугу,
которая пересечет линию центров в предельных точках. Через эти пре
дельные тотки, как через два вещественных центра проводим две ок
ружности. Все окружности эллиптического пучка получим, если бу
дем проводить из различных точек линии центров (средней линии
кривой) касательные к одной из окружностей гиперболического ортого
пального пучка, и описывать около взятой точки окружности радиу
сами, равными длине проведенной касательной.

В остальном построение точек искомой кривой делается попреж
нему: через особый фокус и центр окружности пучка проводят луч и
отмечают точки его пересечения со взятой окружностью пучка.

Любое число окружностей эллиптического пучка можно полу
чить из соображений 5 18 относительно геометрического значения
коэффициента с н уравнениях ортогональных пучков.

Для этого достаточно из точки пересечения средней линии и ра
дикальной оси провести касательную к одной из окружностей пучка.
Описав радиусом, равным длине этой касательной, окружность (она
даст в пересечении с медианой кривой предельные точки), будем про
водить по различным направлениям радиусы этой окружности, а в
концах их, лежащей на ней, восстановим перпендикуляры к ним.
Точки пересечения последних с медианой определят центры соответ
ствующих окружностей эллиптического пучка, а длины перпендику
ляров дадут радиусы этих окружностей.

При вычерчивании точек кривой при помощи циркуля и двух
наугольников последний способ значительно проще. Если оба центра
совпадают, то этот случай принадлежит к предельным, и мы будем
иметь два ортогональных пучка окружностей, касающихся в общей
точке. Кривая в этом случае, как показано на черт. 13, имеет двойную
точку.
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ё 20. Кривая с центром на ней самой может быть рассматри
ваема как теометрическое место точек прикосновения касательных,
проведенных из ее центра, к каждой из окружностей гиперболического
пучка, причем радикальною осью этого пучка будет медиана кривой,
а линией центров перпендикуляр к последней в точке, делящей попо
лам расстояние между нещественными центрами гиперболического пучка.

Действительно, возьмем гипербол. пучек окружностей

х2$у22ах~тп1: ;0 _ . _ . _ _ _ . . .(г;З)
Проведем из центра кривой С(а,Ь) касательные к какойнибудь

из окружностей пучка (83). Пусть координаты точки касания М будут
(х, у,). Тогда уравнение касательной к одной из окружностей (83) п
точке М будет: '

хх1+уу1ь~а(х+х,)~п12:О. . _ . _ . . (84)

ТЗК КЗК КЗСЁГГЄЛЬНЭЯ ДОЛЖН8 ҐІРОЙТИ ЧЄРЄЗ ЦЄНТР КРИВОЙ, ТО МЫ

ДОЛЖНЬІ ИМЄТЬ УСЛОВИЄІ

ахщїЬу1а(а4х,)тїї *О _ . . . . . . . '(85)

.; Кроме того, точка х, у1 лежит на окружности пучка следовательно:

Х12";*у12±'2О1Х1:Ґп2:її0 .  . . .
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Исключив из уравнений (86) и (85) параметр а и рассматривая
1:1 у, как текущие координаты, получим уравнение искомого геометри
ческого места точек прикосновения касательных из точки С(а,Ь) ко
всевозможным окружностям пучка. І/Із (86) '

1:: х12~Ёу,2іпї , . .(87)
2х,

Подставив выражение 1 из (87) в (85), мы найдем

ЗХГЁЬУ1 _ Х12їЁїЁ_Ш% (а+Х1)~ш:н:0 . . (88)

После упрощения (88) легко находим
(а~Ё~х1) (х_12$у1'1)~2ах12*2Ьх1у11;шїх,хп2аі0 . . . . (89)

Урие (89) показывает, что искомое геометрическое место есть
1ш;г/єу_1я;›ная кривая Зго порядка. Точка С (а,Ь) лежит на искомой
кривой (89), ибо после подстановки в уравнении (89) а и Ь вместо
текущих координат мы получим тождество: '

 а2+Ьї#а9«_~Ь2.;0.

Перенеся начало координат в точку С;а,,Ь) по формулам

а,:хЧа
~ у1›~у1+Ь,

мы получим после некоторых упрощений;

(х1»}2а) (х12+у11)~1А(1113Ь2_а*)х1~}~2аЬу1 *0, _ , (90)

т. с. уравнение вида (68) 5 16.)

Итак, в случае гиперболического пучка получается кривая, состоя
щая из одной ветви (черт. 16).
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В СЛУЧЗЄ ЭЛЛИПТИЧЄСКОГО ПУЧКЗ ПОЛУЧНЄТСЯ КРИВЗЯ, СОСТОЯНДДЯ
из двух ветвей черт. 17. (Обратно построениям, сделанным в 5 19).

Таким образом, изложенные только что способы построения поз
воляют высказать следующее предложение: Всякая циркулярная кри
вая с особенным фокусом на ней самой может быть получена, как
геометрическое место точек прикосновения касательных, проведенных
из некоторой точки (центра кривой) к пучку окружностей с вещест
венными или мнимыми центрами. Если пучек гиперболический, то кри
вая состоит из одной ветви. В случае эллиптического пучка полу
чается кривая, состоящая из двух ветвей.

Сопоставив эту теорему с теоремой предыдущего 5, можно ска
зать, что одна и таже циркулярная кривая с центром на ней самой
может быть образована либо при помощи пучка окружностей и проек
тивного к нему пучка лучеидиаметральных соответственпым окруж
ностям пучка, либо при помощи ортогонального к первому пучка
окружностей и пучка лучей, касательных к этому ортогональному иучку,
проведенных из того же центра. .

5 21. Рассмотрим, сколько точек искомой кривой задается при
ее построении по способу 5 20. Задаиием центра кривой (одна точ
ка) вполне определяются обе изотропные прямые~мнимые ассимпто
ты искомой кривой; на каждой из этих ассимптот находятся по две
точки искомой кривой (на И) [итого с прежней имеем 5 точек].

Два центра окружностей пучка задают 6то и 7ю точки. Зада
нием радикальной оси пучка~медианы искомой кривойпри задан
ном центре вполне определяется вещественная ассимптота кривой, на
ней лежат 8я и 9я точки искомой кривой (в точке пересечения ве
щественной ассимптоты с бесконечноудаленной прямой).

На ассимптоте совпадают две точки кривой. Итого имеем И то
чек, как и в предыдущем построении.

Чертеж 16. С центр кривой. Е и Е, центры гиперболического
пучка окружностей 1)

МУ вещественпая ассимптота
ЕЕ1_радикальная ось пучка и медиаиа кривой
А главная точка кривой. Лучи, начерченные пунктиромўсуть ка

сательные из точки Г к соответственвым окружностям пучка.
Кривая АЕСЕ1 состоит из одной ветви.
Ш,линия центров эллиптичсского пучка. (черт. 17) МІ\ІЙра,тикаль

ная ось пучка и медиаиа искомой кривой. Сцентр кривой. Ы°'ве
щественная ассимптота. (3 и Нпредельные точки пучка. Осовпадает
с главной точкой кривой.

Так как веществеиная ассимптота искомой кривой задается в
построении 5 20 при помощи медианы кривой и ее центра, то глав
ная точка кривой в этом случае не задается наперед, как это было
сделано в предыдущем случае.

Ее координаты легко найти, имея уравнение кривой и ее ве
ществепной ассимптоты. Эти же координаты могут быть сразу напи
саны по формулам (69) Ё 16

3111728
У: Іпї _ а2__Ь'2

Ь

При тп* о пучек окружностей будет параболическим. Кривая в
этом случае, как и раньше, будет иметь двойную точку в пересечении

`) Буквы ІЁ и Е1 на чертсэке не поставжтты.
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меднаны с линией центров. Координаты этой точки (а,Ь) по отно
шению к осям х1Су1 удовлетворяют урию кривой: а(а2+Ь1)а1ЧаЬ2
_2аЬ3::0. 

5 22. І/Із построений предыдущих 55 мы видели, что в случае
нараболических пучков образующих окружностей получаются цирку
лярные кривые с двойной точкой.

К этому классу кривых принадлежат наиболее известные и наи
более интересные по своим геометрическим свойствам циркулярные
кривые.

Подробное изучение их свойств будет сделано во 2й и 5й гла
вах работы.

В настоящем же 5 отметим только некоторые общие свойства
циркулярных кривых с двойной точкой в связи с их построением.

Сделаем прежде всего несколько замечаний относительно двойных
точек кривых Зго порядка. Возьмем уравнение циркулярной кривой:

(ахЁЬу) (х2+у2,›ЬАХЁЁВху4СуїЁІЭх+Еу~'Ё:0 . _ .(91)
в прямоуг. Декарт. координатах и преобразуем его к полярным коор
динатам по формулам

Ь.,

Х:;р.соэ0
у:р.знШ

Тогда мы получим:

Ш,

гъ

О

ь'›~{Ьзп0){ р*('Асоз291Вата/».Соэ'»~д Сзн20)Ёр(ІЭсоз0+Езп1›){Р_:0.(92)

Если І*`; О, то начало координат лежит на кривой. Урне (92) имеет
в таком случае один корень рт:О при всяком 0.

Всякая прямая, проходящая через начало координат, встречает
кривую в одной точке (в начале же). Две другие точки пересечения
будут, вообше говоря, отличны от начала (ра и ры не равны 0).

Существует такое значение 0, для которого и р:,:О. Это значе
ние найдется из условия ~

Т

О.сов/›{~Е,з1тП;_0, откуда 'г,<;6:2 . . (93)

ЗНЗЧИТ ПРЅІМЄІЯ, ПРОХОДЯХЦЗЯ ЧЄРЄЗ ННЧЗЛО КООРДИНЗТ ПО ТЗКОМУ
направлению, коснется кривой в начале координат. Так как 0 опреде
11.д ЯЄТС я из уравнения 1й степени, то существует. вообще говоря, толь
ко одно направление касательной в данной точке кривой. Если 1<`±О;
І); О и Е:0, то при всяком 0 прямая, проходящая через начало ко
ординат, встретит кривую в двух совпадающих с ним точках. В этом
случае начало координат называется двойной точкой кривой.

Всякая прямая, проходящая через двойную точку кривой Зго по
рядка, пересечет кривую, вообщеговоря, еще в одной точке, отличной
от двоиной.

Если проведем через двойную точку прямую по направлению 0,
)'ДОВ.7ІЄ'ГВО[їЯІОЩЄМу УСЛОВИЮІ

Асоэ20 }Взт;0. Сов0{Св1т20___0 . _ . . . .(94)
то каждая такая прямая будет иметь с кривой три общих точки, сов
падающих в начале координат. (Урие 92 примет в этом случае вид
,;, О п оудет иметь тройной корень, равный 0; рт:ра,1320).

_ Такие прямые называются касательными вдвойной точке кривой.
Угол 0 определяется из квадратного уравнения (94). Отсюда за

ключаем, что касательных в двойной точке будет две. Корни послед
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'него уравнения могут быть вещественны и различны. В таком случае
в двойной точке существуют две различных вещественных касательных
к кривой. 'Рочка наз. в этом случае узловой.

Если корни уравнения (94) мнимы, то и касательные будут мни
мыми. Вещественной лишь будет точка их пересечения. Двойная точка
в этом случае называется изолированной.

Наконец корни уравнения могут быть равны между собою, в
этом случае обе касательные в двойной точке совпадают в одну, и
точка наз. в этом случае точкой возврата.

Нетрудно показать, что всякая нераспадающаяся кривая З поряд
ка не может иметь более одной двойной точки. Это предложение лег
ко доказать способом от противного. В начале этой главы было ука
зано, что прямая может пересечь кривую 3 порядка не более, чем в
трех точках.

Допустив, что некоторая циркулярная кривая имеет две двойных
точкн Мт и М: и соединив их прямой, мы получили бы, что прямая
М1 М: имеет с кривой четыре общих точки, что невозможно.

Если данная циркулярная кривая состоит из пересекающихся
прямой и окружности, тогда можно каждую из точек пересечения пря
мой с окружностью считать за двойную точку, ибо прямая, соединяю
щая эти точки, вся входит в состав циркуляриой кривой.

В этом случае можно сказать, что циркулярная кривая имеет две
ДВОИНЬІХ ТОЧКИ.

5 23. В 5 22 мы показали, что условие, чтобы двойная точка кри
вой была началом координат, выражается тремя уравнениями:

~ 1) О; Е:_0; І:`:;0.
Следовательно, если мы перенесем начало координат в двойную

точку, то урие (91) ё 22 примет вид:
(ах Иду) (х2%у2)+А1х*+В1ху+С1у2:0 . _ . . . (95)

Если кроме того направим оси так, чтобы ось У была параллель
зна вещественной ассимптоте кривой, то ее уравнение примет такую
форму:

х(х~~1у~) \ их+і$ху{~;у~:,0 . _ _ . . . ~ (96)
Для того, чтобы указать легкий способ построения таких кривых,

преобразуем уравнение (96) к полярной системе координат но формулам

х рсояІ›
у;;р5п0

После этого преобразования получим:

р1*с<›ы04 арїсовїіиНтїзхт0.созП1 ^,'р1'зп1'0 О . _ . .(97)
Сократив урие (97) на р* (р не равно нулю для всех точек кри

вой), получим

і І ' ~ г ' 51130) І 1 7 98с: ^..со.`1~т“51п) й :хе~и.соЅ›А зп)  __.) [/ 2 1.* , 1 Созе, (л ) 3 СОЅ0 ( )

Обратимся к геометрической интерпретации уравнения (98).
Примем во внимание, что уравнение вещественной ассимптоты

нашей кривой по формуле (8) ё 2 будет
х~}7:0.

или, в полярной системе координат, р*:.:_ СЄЅО _ (99)

6. ІІ; а зы БДУ Мг 1718.



Урие (98) может быть переписано следующим образом:
Ґ ., д

Р: ЩЕОЁЪ!~ (ок^;)соз0%ЗЅп0 ~ (1901

ИЛИ

р:ОМО1\І, где ОМ :р1_:~ ' _ _ (101)
соз0

Оытргд [(1~^,')С056~|35116] . . . . . _ . _ . . _ . . . .(102)
Очевидно, что рт ;ОМ есть радиус вектор вещественной ассимп

тоты кривой, а ОІ\І:р2 есть радиус вектор некоторой окружности,
проходящей через двойную точку (начало координат), причем ее диа
метр составляет некоторый угол с осью ОХ (полярной осью).

В таком случае уравнение окружности в полярных координа
тах будет:

р : 2гсоз (09) :: 2гсоз ;соз0 2гзп9зп0

где градиус окружности; в данном случае

2гсоз;: 1т
* . . . . _ .(103)

2гзп; : 3

Следовательно радиус окружности г из системы (103) опреде
лится следующим образом:

«Ы/(1т>2+@2 . (шо
Уравнение

р:р19:. . . . . . _ . .(105)
показывает, что для любой амплитуды радиусвектор циркулярной
кривой с двойной точкой равен разности между радиусом вектором
ее вещественной ассимптоты и радиусом вектором окружности (102)

При построении циркулярных кривых с двойной точкой получа
ются кривые трех видов в зависимости от того, пересекает ли вещест
венная ассимптота окружность (102), касается ли ее, или лежит вне
этой окружности. В первом случае получается узловая точка кривоп,
во втором точка возврата, в третьемнзолированная точка.

О двойная точка. Кцентр окружности (102) ОЕ и О1<` касатель
ные к криной в двойной точке.Кривая черт. 18 имеет узловую точку
в начале координат.

Для построения искомой кривой надо согласно уравнению (105)
из конца радиуса вектора ассимптоты отложить радиус вектор окруж
ности, соответствующий тоже амплитудс или, что одно и то же, отло
жить от двойной точки разность этих отрезков.

Луч ОА, перпендикулярный к диаметру образующей окружности,
дает в пересечении с вещественной ассимптотой главную точку кри
вой. Лучи, соединяющие точку О с точками ниже А (не помещены на
чертежей, пересекут окружности по другую сторону от точки О, такие
отрезки надо считать отрицательными и прибавлять к радиусу векто
ру вещественной ассимптоты.

Тогда получатся точки кривой по другую сторону ассимптоты.
Нетрудно сообразить, что лучи, соединяющие двойную точку с

`точками Е и 1*" пересечения вещественной ассимптоты и образующей
окружности, будут касательными в двойной точке кривой. Если ве
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щественная асснмптота будет диаметром образующей окружности, то
угол ЕОР будет прямым, и кривая следовательно будет иметь в двой
ной точке две взаимно перпендикулярные касательные.

К
Ч

»

1

_ ” 1 х

\

1

А ,Ы

4 1

1

Чертеж 18 Чертеж 19

На черт. 19 вещ. ассимптота касается образующей окружности,и
построенная кривая имеет точку возврата.

І/Із черт. 19 видно, что (ат, В) суть координаты точки Ѕ1конца
диаметра образующей окружности, проходящей через точку 0. В случае
кривой с точкой возврата

0114,. 4/к+кв:г+гс<›з@_2гсо52ч;ч

но так как 2гсоз;_а~;;2гзп9_~$, то . . _ (106)

! 1 *Й І
.',___ У (а__ї)2цГ;32_ СОЅ2 . . (107)

Если срО то из (106)
$=0;2Г:о:7

а из (107) , а7 или 2~;_и . . _ . . .(108)
Подставив выражение 1 из (108) в уравнение циркулярной кри

вой, мы получим: 1

1 (х+27)(х2+у2)~ту2:О . . . . . . (109)
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Это уравнение, как увидим ниже, есть уравнение цирк. кривой
называемой циссоидой Диоклеса.

На черт. 20 вещественная ассимптота не пересекает образующей
окружности.

д_Э
`›

\
В этом случае получается цирку~

лярная кривая с изолированной точкой.
Главная точка кривой не помещается на
чертеже. Самое построение ясно на ос
новании раз“яснений к чертежам 19 и 20.

У ё 24. При построении циркул. кри
` вой в конце 5 15 (случай 3) было ука

¦`\\ ЗЗНО, ЧТО ЄСЛИ ПРЯМЫЕ, СОЄДИНЯЮЩИЄ

/,_Г

(_,

,_\ї_

х
) 0

*д центр кривой иее главную точку с цент
ром параболического пучка окружностей,ы

ї с `\ взаимно перпендикулярны, то построен\ ная кривая имеет двойную точку в этом
×\ параболическом центре пучка. Свойство

) это вполне очевидное для кривых с
центром на них самих (см. построение/ /, на черт.) легко может быть доказано икд; ду/ для общего случая циркулярных кривых

5 // с двоиной точкои.
Действительно, на основании сооб

1 ” раженийё 23 уравненню циркулярной
/1 У, кривой с двойной точкой можно при

дать такой вид:

Ґ ›<<×2+у2>+а><2+г×у+~;у2=0 . . . <110>

если двойную точку возьмем за начало
' координат, а ось ОУ выберем параллельно

1 вещественной ассимптоте кривой.
1 Чстается найти” координаты центра

Чертеж 20 “Р”в°›Ё0ЁрЁЁн2“їїї“ЕЁнїЁ>Ё“",а
общих формул 5 2 будут

Хе: її51, ибо а_::1 1›:_::(ё)Её _д : А е :1 (111)

Ь (СА)а В 8
Ь/С 'ті тт * 2 її *Ё .

Координаты главной точки мы также могли бы найти по общим
формулам 5 5, но в данном случае проще получить их как координа
ты точки пересечения кривой (110) с вещественной ассимптотой, урав
нение которой также найдено в ё 23.х+т~0..............(111)

Решив совместно уравнения (110) и (111), мы и получим искомые
координаты главной точки кривой А.

Х:*','
у: Ёїїхїї) _ (112›



Урие прямой ОС будет:

$ев$ т~ч
Ь %_"^"ї*Й~ї:;(* (Х; *Г) . . . . .

как урие прямой, соединяющей две данные точки С(хс ,ус) и О(0,О).
Урие прямой ОА получим аналогичным способом:

1@т) Ч”у_ Ра :_±;'@+д _... ...(пц
Легко видеть, что прямые (113) и (114) взаимно перпендику

лярны.
При помощи формул 5 23 не трудно вывести еще два свойства

циркулярных кривых с двойной точкой.
Первое из них заключается в следующем: если двойную точку

циркулярной кривой примем за вершину прямого угла треугольника,
а две другие вершины этого треугольника возьмем в точках пересе
чения сторон этого угла с ииркулярной кривой, то геометрическим
местом єредин гипотенуз, получаемых таким образом треугольников,
будет прямая, параллельная вещественной асєимптоте данной цир
кулярной кривой.

Обозначим <1\ІОх через ср; <МОх:90+о; О1\І::р

ОМ± р, тогда хрсозф; х1:р1 соз(90~}ц›):р,зп<р
 /

І // `

4 1 /
ум/ * /
.\~ Ь 7 И

11111 ›.`\\
1 І

1

1

<

І

1

Ё

І І

Чертеж 21

Полярное уравнение циркулярной кривой с двойной

точкой на основании соображений 5 23 будет:

р:(,/_1) созоВзшр _ за . . (115)



или

рсозф:(~;а). созїсрВэл; сов;1 _ . _ _ _ (116)

Подставив в уравнение (116) выражения рсоз; из 114а,
находим

х4(~;<х)соз29Вэл; созчр7 _ . (117)

или Х: асоэгф$511; сов;151129 . _ _ _ (118)

из 114а имеем х1:рд апр, но из урия кривой (115)

эт; (т1) 811?ЗС0Ѕа+~дзи;
И СЛЄДОВЗТЄЛЬНО

х1:(7<х)єп'ц›+Зал; созр~,/_изп2ц›+,Єзпрсозртсозщ _ (119)

Сложив почленно (118) и (119), получим:

х11«х=(а+7):єоп$іапз. _ _ . . _ (120)

т. е. абсцисса средины гипотенузы таких треугольников

9
Юьь

' х»1хт »(1
1 2 '

не зависит от угла чем и доказывается требуемое предложение.
Второе общее свойство

ву всех циркулярных кривых с
двойной точкой заключается
в том, что все они суть по
деры параболы для некото

4% _д рого полюса, причем полюс/ /)1,(г«1'і+) совпадает с двойной точкой
кривой. Зависимость вида

_ кривой от выбора полюса
І/ Ь *_ подэры будет отмечена во 2

7. д ~ *_ главе. Сейчас покажем толь
ко, как можно доказать это
общее предложение припо* мощи тех же формул ё 23,
какими мы только что поль

т зовались.
1 Возьмем параболу (черт.

22)Чертеж22

у1*:2рх. . _ _ _ _ _ _ . _ ,(121)

Урие касательной к этой параболе в точке М(х1у1) будет:

~ уу1:р(х{~х1) _ _ _ _ . . _ _ .(122)
Нормаль к этой касательной, проходящая через полюс Ы(1,5),

будет иметь своим уравиением:

у
_у_д~ _ р*(><_і) _ _ (123)



і

Ё

Так как точка х1у1 лежит на параболе, то

Д у13:2рХ1 . _ _ . . . _ . . . (124)

Для получения уравнения подеры данной параболы относительно
гполюса 1\Т(1,,<;) надо исключить х1 и у1 из уравнений (122), (123), (124).

Из (125) находим:

у1:_Р:УіЁ? . .(12з)

Подставив это выражение у1 в (124), найдем:

_Щ*е>їх1._у(х4ї)2 . . . . . _ .

Подставив же найденные х1 и у1 из (126) и (125) в (122), полу
чим после некоторых упрощений:

~2у (у3)(х 1 ї):2х (х ~е1)Ч~Р (у43)2 . . _ . (127)

Сохраняя прежнее направление осей, перенесем начало коорди
нат в точку 1Ч(1,3) по формулам:

_ (126)

х:хЧ«1

у:у*+›<:
тогда уравнение (127) примет такой вид:

~2(у*+:)×1у1:2(×*+ї)×”+Ру” ~ ~ ~   (128)
Преобразуем уравнение (128) к полярным координатам по формулам

х1:рсоз';

у1їэЅПч
Тогда урие (128) получит такую формулу:

д___р 51129
А, їсоь 2с0Ѕ? _ . (129)

ІС
дл

Ії
*Є

Сравнив урие (129) с уравиением (98) 5 23, мы приходим к за
ключению, что уравнение (129) выражает циркулярпую кривую с двой

_Рной точкой в начале координат. В этом случае 1 1 З

73

[\Э

Теорема таким образом доказана.
Справедливо и обратное предложение: Если циркулярная кривая

3го порядка имеет двойную точку, то ее отрицательная первая по
дера по отношению к последней (двойной точке) есть парабола.

(їїорегїз, .Іоцгпа1 сіе Ізіош/іІІе Х и Нігз^с,(;)иагїег1у .1о11гпаІ 11). К это
му вопросу мы вернемся в главе об инверзионных преобразованиях.

ё 25. Покажем еще одно общее свойство циркулярных кривых в
заключение 1й главы.

Вгякая циркулярная кривая есть огибающая системы) окружно
стшї, име/ощих с ней двойное каєание, причем центры этих окруж
ностен находятся на некоторой /шраболе.

Эта теорема является второй основной теоремой циркулярных
кривых. Из нее, как и из теоремы Ес1<11аг(1'['а, может быть получен це
лый ряд важных свойств циркулярных кривых. Это предложение дол
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жно быть названо теоремой Сазеу, ибо Сазеу пришел к нему
впервые в 1867 году, рассматривая свойства бициркулярных кривых
4го порядка. [Оп Вісігсыїаг фпагїісз, 'Ггапзасїіопз ої. (пе Ноу. 1 г. Аса
оету, \/01 24].

Докажем это предложение аналитическим путем, следуя изложе
нию Н. Техеіга в его труде: Ттаіїе* сіез совтрез зрёсіа1ез гетащиаоїез,
Соїптрга 1908, ё 76, раде 64.

Техеіга воспользовался методом, предложенным Ст. І)агЬоых, при
помощи которого знаменитый геометр трактует вопрос ,,Ѕвг Іез зрпе
тез с1оцЬ1ептепї ':ап,<;е11їез“ в своем труде ,,Ѕпг цпе сїаззе гетащиаЬ1е ое
соцгЬез ет сіе Ѕцгїасез а13ёЬтіс1иез“. Рагіз 1894, радез 113~117.

В настоящем ё сделаны некоторые упрощения в зависимости от
выбора системы координат. К геометрическим соображениям Сазеу мы
вернемся в конце главы 2й.

46/. Сделаем одно предварительное
___ замечание относительно двойного

касания кривых. Окружность с цир
кулярной кривой Зго порядка пе
ресекается вообще в 4 точках кро
ме, конечно, круговых точек на і/›.

Если две из точек пересечения
совпадают, то соединяющая их

*Ж ід хорда обращается в общую каса
тельнуто. Две другие точки М и Р
(черт. 23) вообще не совпадают.

Чертеж 23 Если же І\І и Р, не совпадая с точ~
кой М, совпадуг друг с др\гом, то

окружность и кривая будут касаться друг друга в двух точках или
будут, как говорят, иметь двойное касание или соприкосновение.

І/ІТЗК, ВОЗЬМЄМ ОКру)КН0СТЬІ

хщуг 2( Й ' шо)

и циркулярпую кривую, отнесенвуто к осям с началом координат в ее
центре и осыо ОУ, параллельной ее веществсппой ассимнтоте.

(Форма урия гл. І ёб)
х/х*{~у2) І Ахї 1 Ауд х Буд* І^`_ 0 . . (131)

и найдем условия их двойного соприкосновения.
Нетрудно видеть, что точки пересечения окружности (130) и цир

кулярной кривой (131) совпадатог с точками пересечения той же ок
ружности с кривой 2›го порядка:

2х(1х4~Зу {7)ї~Ах2+Ау2~}І)х~}×Еу+Р;:0 . _ _ . (132)
ибо системы уравнений (130) и (131) и (130) и (132)эквивалентны.

Таким образом, условие двойного соприкосновения кривых (130)
и (131) можно заменить условием двойного соприкосновения кривых
(130) и (132).

Возьмем уравнение:

2><(1×+3у+т> %А×*+Ау*+Т>×+Бу Н*+1<(><* із у”~2<1×2$у*~2т)<=*0 (133›
Урие (133), как нетрудно видеть, представляет пучек кривых

2го порядка, проходящих через точки пересечения кривых (130)и (132).
Для того, чтобы последние кривые имели двойное соприкосно~

вение, надо, чтобы кривая (133) превратилась в пару совпадающих
прямых.

Ё
><

Ц,
то

<

,»×
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Выразим аналитически последнее условие. Урие (133) после груп

пировки членов его получает такой вид:

<21ч<А+м>е+23Ху+(А+1<)у=~{ее(2~,/+о_2л<›х+(в_23т<)у |чг_21< 0<1з4)

Для того, чтобы уравнение (134) выражало две совпадающие пря
мые, как известно из элементов Аналитической геометрии необходимы
и достаточны следующие три условия:

1» з2~(А Ги) ига 1 Ад кун 0 (вч4Ас<<0) . (135)
2) виз ~23ъ<›(А 1 к) (214 о2ат<>:0 (вв20310) . (136)
3) (Е 231824(А+т<› <в_2т<,).. 0 (Е2ы4<:в ±о› . (137)

Из (135) находим выражение 1:
1.,1 І 1 _і_: 'А1К ' . . _ . 138

“ 21 1 Ё+2<А«›<> < >

Из (137) определяем 1:

., _ 1 1 _(Е_93Ё<)Ё . . 139,'пак Р 4(А+т<) Й ' ( )

а подставив найденные выражения и и 7 в урие (136), придадим по
следнему такой вид, после некоторых упрощений:

(А+т<).2к=±(А+т<).т«*+ко(А+1<)~ Ё1:о . _ . . .(14о)

Урие (140) дает, вообще говоря, четыре значения для 1<, а урав
нения (139) и (138) дают соответственные значения ок и 7, при которых
окружность (130) будет иметь двойное соприкосновение с циркуляр
ной кривой (131).

Что касается параметра 3, входящего в эти уравнения, то он
остается неопределенным.

Сказанное позволяет заключить, что, вообще говоря, существуют
четыре серии окружностей, имеющих двойное соприкосновение с рас
сматриваемой пиркулярной кривой.

Так как эти окружности и циркулярная кривая имеют в общих
точках общие касательные, то рассматриваемая циркулярная кривая есть
огибающая каждой системы окружностей.

Заметив, что от и В выражают координаты центра окружностей,
заданных уравнением (130) и приняв во внимание уравнение (138),
связывающее а и В, мы можем сказать, что центры окружностей каж
дой серии лежат на одной и той же параболе, ибо уравнение (138) и
есть уравнение этой кривой.

Подставив в уравнение окружности (130) вместо 7 его выраже
ние из (139), найдем уравнение окружностей, имеющих двойное каса
ние с рассматриваемой циркулярной кривой в такой форме:

1 , «Е . жк 2'х1д~у1~2ах2. Зу МГ МА [КЗ \:0 . . . .(141)
\ ,

После несложных преобразований, имеем в виду,
что из уравнения (135)

дв : 2014А±1<
А~Н< ( ` )



__а 90 а_ .

'мы можем переписать уравнение (141) в такой форме:

х2+ у*2ах2Зу

пт

_АЁ]€ 4 ЩЁ:ўК)+К(2«+А+т<):<› . (142)

Здесь от и 3 должны удовлетворять уравнению (138), а 1< должно
быть одним из корней уравнения (140).

Если мы в уравнений (142) заменим 1 н З через х и у, то оно
примет следующий вид:

`›
› 2~Р›ЁУ Ьі_ _ ча,х+у + К±А+К _ МАИ) 2т<× т<(А4 т<),_0 . _ (143)

Далее, уравнение (143) может быть преобразовано в следую
щей форме:

1 Е И 52 152 тг ,

_1< 2 * : ( ,га ~4_ Ё* 4 А_ 144
(Х )*(у+2(А+1<›) К 1 4(А±1<)~ 4к<А±›<) К “( ГК) ( )

Третий и четвертый члены 2й части уравнения (144) преобразу
ем при помощи формул (135), (136) и (137›.

Если мы подставим в уравнение (136) выражения 1 и 1 из (138)
и (139), то мы получим:

_1<

, , . Р выыы 1, удв 424)(А+›<)( Й _( (А 4 2) У* <А+к\о_ъ<(А±›<)~+«д:о <145)
41<

ИЗ ПОСЛЄІІНЄГО УРЗВНЄНИЯ НЗХОДИМІ

<ЕіЁЁ'9Ё_Р_ч _ , ЁЁЁТЁЕ4К(А+Ю К__о_т<А4т<)4 МГК , . _(146)

41<</\~,1<› т<

ИЛИ

3» Р
Р Ё ~:о+Ат<+ъ<2. . . . . . . . .±147›

Подставив полученное в левой части урия (147) выражение в
уравнение (144), найдем:

 ~›Ц ( 1 Е 1* . 1 В ((›._1\)т (у~ 2(А%фК) ( так+2А1< _4А(дўК)2 то .(14в)

Уравнение (148) представляет окружность, постоянную для всех
двояко касательных окружностей одной из 4х серий (при данном
значении 1<).

Эта окружность называется на/1р.1вля/ощеп окружность/0 (се/'С/е
гіігесїеиг) двояко касательных окружностей данной серии.

Нетрудно показать, что все окружности, соответствующие одно
му и тому же отличному от О и от *А корню уравнения (140), пере~
секают ортогонально соответствующую им направляющую окруж
ность

Действительно, координаты центра и радиус какой нибудь
из окружностей, имеющих двойное касание с циркулярной кривой, на
основании уравнения (141) будут иметь следующие выражения:

г *эЦ~32' Р(Е_2(Ж) 2

“* '° 1 * 1 1< 4к(А±;<›



Точно также из у

_ 91 _
равнения (143) можем написать координаты цент

ра и квадрат радиуса г, направляющей окружности:

К __,__5,_ ;д2:к2+ ,Ей 1 Е*
* 2 (А+т<>

в
4(А+1<)2 * 4т<(А+Й “її +К(^+Ю

Условие ортогональности двух окружностей будет:
ті)г12:<12, где (1 расстояние центров данных окружностей, а

г и г, их радиусы.
В нашем случае

1дздд \<)2_1_.| 0_1__

1

'Ь

пт

1:5

Ё?

ёдддї :12+з2_2а1<ы<2+ «А_%_К+ 4(АА(_К)±

Подставив выражения (12 г2 и г2 в уравнение:

мы найдем:
Ґ1Ё__+_Ґ2ї(11Ё

' ` `~›
д2_;92_1_ Р __ , 132,, _ _,2_ АІЁ2 _ 32 К Ц 1<я_(_ __Ь 1

1 ' 1< 4т<<А+т<) 1 Атк А+1< Г 4(А+т<)2 1 4т<<А+К)

Р 1 ' › 1 І Е2 К 4~1<(Ае +т<››:«ч1а2«т<+т<=~«Аїц<е4<2щт2
~  <149›

По приведении подобных членов уравнение (149) принимает вид:
331< Ц т<(А+т<)е 2а1< . . . . . . .<150)

по сокращении на 1<

ТК _ (_А.,

(1< :*:о)'мы приведем урие (150) к форме:

;±±~(А+т<)(21±А+1<)~о . . . _ . _ . .(151)
Но урис (151) есть ни что иное, как полученное раньше уравне

ние (135). Таким образом, условие ортогональности окружностей мо›к~
но считать доказанным_

5 26. Рассмотрим некоторые частные случаи изложенной теоремы.
Если один из корней уравнения (140) будет ранен 0, что возмож

но при условии:
Е14АР:до. _ . . _ . . . . . .(152)

то уравнения (135), (136) и (137) нолушнот такую форму:

@3^~А(21Ч/\)ї:0 . _ . . . . . . _ . (153)
ЅЕ

Е
_А<2~,+в) 0 _ , .(154)

24Ав 0 . . . _ .(1зз›
Из последних уравнений мы находим:

1 .А (її \ип 2 + 2А _ . (151))

двАр ,,:~2чА .. ....(1д/)
Урие направляющей окружности, соответствующей значению

1<:±о, очевидно будет
«т_ \

, , ' в 1 ( Е _,хде (уе ИА! І)~:~ 4А2 . .(1о8)



Если один из корней урия (140) будет А, т. е. если А+1<:0,
то предыдущие рассуждения должны быть изменены. Урие (135) дает
в этом случае 3:0, что указывает на то обстоятельство, что центры
двояко касательных окружностей, соответствующих взятому значению
1<, находятся на оси абсцисс. Уравнения же (136) и (137) обращаются
в тождества и не дают возможности определить соответствующее
значение т.

Для разрешения вопроса в этом частном случае поступают сле
дующим образом. Заметим прежде всего, что из уравнения (140) при
условии А(1<:0 мы найдем, что Е '0. Обратимся к уравнению (134),
но при Е:0 А(1<:0 и 3:0 оно получает такой вид:

2ах2((2ї%І)2а1()Х(еР~21<^(::0 _ _ . . .(159)
Так как уравнение (159) в случае двойного соприкосновения цир

кулярной кривой с окружностью должно представлять пару совпа
дающих прямых, то следовательно мы имеем условие;

(214гІЭ2а1<)2~4.21ҐЕ 21<^;)'0. . . . . .(1б0)
Уравнение (160) и дает нам значение параметра ї, соответствую

щее серии двояко касательных окружностей для К:А.
В случае 1<:о уравнение (142), дающее уравнения двояко каса

тельных окружностей, принимает неопределенный вид.
Уравнение таких окружностей можно найти, однако, непосред

ственно из уравнения (130) `

х2~(~у2:2ах»(2Зу›(~21' . . . _ _ . . .(161)
подставив в него вместо 1 его выражение из уравнения (157), тогда
уравнение (161) принимает такую форму:

, Е ~АІЭ \хїту?2ах~2ду:,, _А е . . _ . (ІЬ2)

Аналогичным путем находится и уравнение двояко касательных
окружностей в случае 1<;~А.

Если рассматриваемня циркулярная кривая имеет двойную точку,
то в таком случае одна из четырех серий двояко касательных окруж
ностей сводится к окружностям просто касательным к кривой в
двойной точке, так как каждая из таких окружностей может быть
рассматриваема, как встречающая кривую в двух парах совпадающих
точек.

5 27. Возьмем пример для иллюстрации изложенного.
Рассмотрим циркулярную кривую

<×+2› г×2+у2›+›<+6у+1:0
Составим прежде всего уравнение для определения параметра К.

Оно будет иметь такой вид:
(2 ›{~1<;21<2~(211<)~{ ~1<(2+1<)9:0

или
1<*+41<З+51<ї із1<~1 1: :0.

Один из его корней 1<,:,:1.
Напишем уравнение серии двояко касательных окружностей,

соответствующих к1:11:
×2+у2_2«×2ву+1<2з+з+2а+з:,о



Р

ИЛИ

<›<~«›2+<у в2=«2+@2~1+2@~2«
Уравнение (135) в этом случае будет:

9<Хїі*'*>~уЁ ИЛИ (її Ё*

ЮФО

*Ф
І\'›

*Ф
І\.7

ПОДСТЗВИВ ЭТО ВЫРЗЖЄНИЄ О! В ПРЄДЫДУЩЄЄ УРЗВНЄНИЄ, НЗЙДЄМ
І 1 2

_ ета 2_ г›*+6@2+72г› 63

Давая различные значения параметру В, получим сколько угодно
двояко касательных окружностей.

Найдем уравнение направляющей окружности, соответствующей
корню к,~1. Это уравнение будет:

хг1у22х~%2у 7 7:0 или

<›<1›2+<у+112:з2.
Уравнение двояко касательнь1х окружностей:

' 3 И езпри 3:0 .! х _ 51 + у :36 (мнимая)

1..

Фч

[\Э

во0*:
`±_±”

К

70

О”

Ґ ~ 5\ 121 5

ПРИ В2 {Х+д|,+(уе2)2езде: =1

при 3:3 х*~Ё~<у~3)2:%Ё*= * М22

1

><

СадОО

~..±_«

кю

при 3:5 __ +(у+з›2: 3:: :<з,1з›2; в:з,1з››.

Построение кривой:
з 1“11при х:<› 2у2+єу_1:о;у:_ *ї ; у,:о,15;у2: 3,15

при х:_1 у:з±у1о”у1:о,2 ; у2:6,2
при Х:+1 (у+1)==0 у1:у2:'1
Уравнение вещественной ассимптоты будет: х+20.

1Координаты главной точки кривой А; х:2 ; у: 2

Кривая, начерченная на чертеже 124). есть огибающая серии ок
ружностей, начерченных сплошными линиями.

Центры этих окружностей лежат на параболе, начерченной пунк
тирной линией. Направляющая окружность начерчена пунктиром с
тире.

Окружности, начерченные сплошной линией, ортогональны к на
правляющей. Пунктиром с двумя точками начерчены две касательные
к двум окружностям.

Эти касательнь1е взаимно перпендикулярны.
1) Значения Н вычислены приближенно. ` 
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Окружности, центры которых расположены на части параболы в

третьем из координатных углов,›мнимы как показывает вычисление.
Кривая не проходит через начало координат, ибо при х<о у1;>Ч~0,16;
уз:3,16.

5 28. Теорема, указанная в начале 5 25, есть, как уже было за
мечено, вторая основная теорема общей теории циркулярных кривых.

му М/.

І/ \І/
;>\ \1?\̀\

.^\._. /
М\

//
1*

/ _ `

І `\_"ы/^
Ж.

Чертеж 24

Из нее можно получить, между прочим, аналитический признак
существования двойной точки у циркулярной кривой.

Это нетрудно сделать на основании соображений 26 и 27.
Перенесем начало координат в центр одной из направляющих

окружностей, оставляя оси параллельными прежним. Формулы преоб
разования в силу уравнения ё 25 будут

х::х*›Ё~1<. . . _ . _ .(163)

у_у1___ Ь___
“ 2(А~2К)

Уравнение(131)ё 25 после преобразования по формулам (163) по
лучит вид:

Еуі Е2 \

(х1_%_.1<) `ЙХ12_+_21<Х1_1[_1<2_:_у12__ _р4(АЙї Т_А(Х1з 1 21<Х1_і_}{2]

у Ґ _ Ь: 1 в= ' . а Е: т+ А іу1:_А ХК,+4(аА_Н()2}+о×« ±в1<› ьу12(/ИК) ;_1=:о. . (164)
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І/Ісключив из (164) Р при помощи уравнения (147) 5 25, мы по~

лучим: _

_ _ , _ Ех1у1 Еку* Е2х1 Е21<1; 2 ._ , _ ,__ ._ (ХЩГ )(Х”_|'У”)+2Кх1 “|"2К2Х1“ї“Кд цёш+А+к+4(А+К)2+і%\2 1"

Ах12+2А1<х1+Ак2+Ау12_ Ж + Ц:_% + 1э×1+о1< + ву:
6 И

аа±їв+±›кдъїї"”“*^“2_“:° ° ~ ' ~ '(165)
ИЛИ

×1<›<12+у12›+(А+зь›×1ь ІЁЁ +(А41<> у1±+›<1 зщ2А1<+о +
~›Е. іо ›  1 1 1 л о . ч 1 о 1  н в н

Члены, подчеркнутые « « , равны в сумме 0.
Урию (166) при помощи формулы (148) 5 25 может быть при

дан следующий вид:

х1(х12+у12>~{(А+ЗІ<)х12+(А+1<)у12 Ё х*у11г.2х1=О , . . (167)

где г _ радиус направляющей окружности.
Выражение, стоящее в квадратных скобках левой части уравне

ния (166), есть ничто иное, как квадрат радиуса направляющей ок
ружности. '

Таким образом, уравнение (166) после всех преобразовании при
мет вид уравнения (110) 5 24, т. е.

х1(х12+у12)]Мх121І\їх1 ЧРу12:0 , если т 0у _ .

Отсюда приходим к заключению, что если радиус направляющей
окружности равен 0, то циркулярная кривая имеет двойную точку,
совпадающую с центром этой направляющей окружности.

Таким образом, если для какогонибудь значения к, определяе
мого уравнением (140) 5 25:

з1<2+2А1<+1э+ 4 АЁЁ: о

то координаты этой двойной точки кривой находятся по формулам
хцк

ы __ Ё
У ” 2(А+1<;

5 29. Уравнение (134) пучка кривых 2го порядка, проходящих
через точки пересечения циркулярной кривой с окружностью (1) 5 25,
может быть представлено следующим образом:

<А+1<)*у2+(Е2@1<+2$Х)  (^+1<)У+(А+1<) [(2°=+А+1<)Х*+<2ї+132°=1<)
х+Р21<^,']_0 . _ . _ . _ . . _ . . . . . (168)

или

(А+1<)у+ ІЁї_Ё<ёЁЁ31Ё_ (2 : (Ё:ЁЁ1їЁ%Ё<ї_д(А+1<) [(2и_|_А_1_1д

×2+<2~,/+0~«2я<)х+Р_21<,/1 . . _ . _ . _ . , . .<169)іф
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Разрешив уравнение (169) относительно у, мы получим:

т(А+к)у:,±(х~к)~ ст: ~~~>ў~~ (А+ь<)[2<×: /\+›<›×>+(2,›,~1›~., Е 1/(в2зт<+2вХ>2 ,.
2 4

2ик)х~}~Р_2к~,/ _ . .(,170)

Прямая (А{к)у:~3(хк) Ё

.

^,
_.

`1
с..

%

проходит через точки касания циркулярной кривой с двояко каса
тельной окружностью, соответствующей тому же значению к и З.

Эта прямая называется хордой соприкосновения или касания.
Уравнение (171) показывает, что хорда касания проходит также

Е
И ЧЄРЄЗ ТОЧКУ К, _ (2А_1_К), Т. Є. ЧЄРЄЗ ЦЄНТР НЗҐІРЗВЛЯЮ

щей окружности.
Отсюда имеем предложение: все хорды касания, которые при

надлежат одной и той же серии двояко касательных к данной
циркулярной кривой окружностей, пересекаются в центре соответ
ствующей этои серии направляющей окружности.

5 30. Окружность с кривой 2 порядка, а также и с циркулярной
кривой вообще пересекается в 4 точках А, В, С, В. Если А и В со
впадают, то окружность называется касательной к кривой в точке А.

ЕСЛИ И ТРЄТЬЯ ТОЧК8 ПЄРЄСЄЧЄНИЯ
ўў С совпадает с А и В, то говорят, что

окружность и кривая имеют в точке
А касание 2го порядка. Если все че

/1 тыре точки совпадают в точке А, то
говорят, что окружность в точке А
имеет с кривой касание 3го порядка.

Покажем теперь, что в точках
пересечения направляющей окружно
сти с циркулярной кривой, огибаемые
циркулярной кривой двояко касатель
ные окружности имеют с циркулярной

С ,Є кривой “касание Зго порядка.
Действительно, для того, чтобы

Чертеж 25 четыре общих точки двояко каса
тельной окружности и кривой совпали,

надо, чтобы хорда соприкосновения обратилась в общую касательную
к окружности и циркулярной кривой в одной и той же точке. Эта же
точка должна лежать на окружности, направляющего круга, ввиду того,
что последний должен оригинально пересекать каждую из двояко ка
сательных окружностей серии.

Центр же направляющей окружности должен лежать на этой
касательной в силу той же ортогональности. Таким образом точка,
в которой совмещаются четыре общих точки двояко касательной
окружности и циркулярной кривой, должна лежать на окружности
НЗПРЗВЛЯЮЩЄГО КРУГЗ.

Последние строки предыдущей теоремы (центр направляющей
+окружности...) позволяют непосредственно высказать следующее пред
ЛОЖЄНИЄІ
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ВСЯКСІЯ, НЄПРЦВЛЯЮЩЦЯ ОКРУЭІСНОСШЬ Пр0ХОдит ЧЄДЄЗ ГІІОЧ/Си Ка

сания насательных к цирнулярной кривой, проведенных из центра
этой окружности.

Если Е:О, то циркулярная кривая симметрична относительно
оси ОХ. Если эту ось симметрии примем за направляющую окруж
ность бесконечно большого радиуса (с центром на И), то теорема
будет справедлива и для этого частого случая.

Ё 31. Уравнение циркулярной кривой

(Х+А) (×2+У”)+0×+ЕУ+Р=0 (1712)
можно написать в форме:

(Х+ АУУ2:+ (Х+А)”Х” *(Х+А)(13Х+ЁУНї) (172) “

ИЛИ

«×+А>2у2+Е<›<+А›у+Ё: +Е<×+А>у~ч<›<+А›. <›е+А×2+
+о×+ву+в) . . _ _ . _ _ . _ _ (173)

Уравнение же (173) после несложных преобразований прини
мает вид: _ З 2 _

<›<+А›у+Ё *= <×+А> 1 ›<+А›<+1>›<+г 1 то

Ь3

~*=~ГГ1

М

1/Ізвлекши квадратный корень из обеих частей равенства, (174)
МЫ ПОЛУЧИМІ

<×+А>у 1 _ Ё:_ 1/ (Х4А) хтївхіьохтьв ` (175)

Уравнение: ` 7 7

<×+А›у=~% то
представляет гиперболу, проходящую через средины хорд циркуляр
ной кривой (171а), параллельных их общей ассимптоте.
(вещественная ассимптота цир. кривой 171а совпадает с одной из
ассимптот гиперболы (176).

При помощи гхтерболы (176) можно найти некоторые свойства
цирнулярных кривых. Таким методом пользовался уже В]ег/тезз
в своем мемуаре ,,Ѕиг але сіаззе єіе соыгоез не 3 а!е,3гее“, гаррогїеез
сі /ідпев гігоіїез, оиі аїерегиіепі (де раіатеігез а!от1ез“, помещенном
в Іоитаі єіе Сгеііе за 1858 г. ТЫ/, Работа В]е/*іепевз является первой
работой о циркулярных кривых 8~го порядка.

Настоящий 5 изложен по Техеіт, которому принадлежат неко
торые теоремы о свойствах этой гиперболы, помещенные в Анпаіі ае
/Иагетаїіса (ТХІ Ѕегїіе 3), а также в его Тгаііе ае єоигоез зреєіаіез,
стр. 69, 7`І.

Координаты точек пересечения гиперболы (176) с циркулярнохї
кривой (171а) даются уравнениями:

у <Х+А›:_Ё И (177)

3 1 Е2
(хаА) (х+Ах1ІЭх*гР) 74 =0, (1781

ибо значения х и у, удовлетворяющие системе уравнений (177)
и (178) удовлетворяют также системе (175) и (176).

Т. Прапы БДУ М 1718.



1/Ісключив із из уравнения (140) ё 25
2 2 ЕІЗ

(АнК). 1<1(А+1<)Р±1<ІЭ(А11<)4 И 0,

и уравнений, определяющих координаты центра направляющей ок
ружности:

х :_: 1;

в
У ” 2<А то

мы получим, как нетрудно видеть, в результате систему (1/5) и (176).
Следовательно: центры направляющих окружностей совпадают г точ
ками пересечения циркулярной кривой є гиперболой, проходящей через
єредины хард кривоа, параллельных ее ве/иес/пвеннои агсиипто/пе.

І/Із свойств гиперболы (176) проходить через средины хорд цир
кулярной кривой параллельных вещественной ее ассимптоте непосред
ственно вытекает, что эта гипербола проходит через вершины цирку
лярной кривой (точки, в которых касательньъе к кривой параллельны
вещественной ассимптоте ее) и что она проходит через двойную точку
циркулярной кривой, если только таковая имеется у кривой.

Далее, гипербола (176) вообще пересекается с циркулярной кри
вой в четырех точках. Если цир. кривая имеет двойную точку, то
в ней совпадают две из точек пересечения, а если двойная точка бу
дет точкой возврата, то в ней совпадают три точки перечисления.
(гипербола и циркулярная кривая касаются в точке возврата).

В общем случае центры направляющих окружностей все раз
личны, во втором или третьем случаях два или три из них совпа
дают в двойной точке, которая служит тогда центром двух или трех
направляющих окружностей нулевого радиуса (5 28).

ё 32. Теорема ё 8 также может быть применена к двояко каса
тельным окружностям. В этом случае получится такое предложение:
касательные к циркулярной кривои в /почках касания двояко каса
тельных окружностей пересекают кривую в двух точках, лежащих на
прямой), параллельной вещественнои аєсимптоте ее.

Для доказательства этого предложения достаточно (см. черт. 1,

ё 8го) только совместить между собою точки (Ё и І), равно, как
и точки А и В. В таком случае и получится окружность, имеющая
двойное касание с данной циркулярной кривой.(`ЕиАР будут общими
касательными к последней окружности и циркулярной кривой, а
точки Е и Р пересечения этих касательных с циркулярной кривой
будут лежать на прямой, параллельной вещественной ассимптоте
кривой, чем и доказывается теорема.

5 33. Отметим теперь некоторые свойства циркулярных кривых,
связанные с характером корней уравнения (140) 5 25. Корни этого
уравнения 4 степени относительно /є связаны с коэффициентами
кривой. Геометрическое значение каждого корняабсцисса центра
направляющей окружности, соответствующей серии двояко касательных
к данной циркулярной кривой окружностей. Значения Ієзависят, таким
образом, от выбора координатных осей.

Можно выбрать эти оси так, чтобы один (или несколько в случае
кратности их) из корней уравнения (140) обратился в нуль.

Мы знаем, что если кривая имеет двойную точку, то радиус на
правляющей окружности обращается в нуль, а сама окружность со
впадает со своим центром~двойной точкой.
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Определив абсциссу центра соответствующей направляющей
окружности по уравнению (140), мы можем перенести начало коорди
нат, оставив оси параллельными, в точку с такой абсциссой (орди
ната может быть произвольна) и тогда соответствующий корень
Іє уравнения (140), составленного для новых осей, обратится в нуль.

Если уравнения (140) имеет кратный корень, то кривая имеет
двойную точку.

Действительно, уравнение (140) по разделении всех его членов
на (А~{1<) получит такой вид:

3 2 Е 2

;<1<› 1<+А1<+в+о1< _ Шїдд: 0. (179)

Условие кратности его корней будет, как известно,

1 Е/1<1<›:з1<+2А1<+о 1 АЦАЁЮЗ 1: 0. (180)

Левая часть уравнения (180) представляет собою ни что иное,
как квадрат радиуса направляющей окружности. В 5 28 было пока
зано, что при г:о циркулярная кривая имеет двойную точку в на
чале координатцентре направляющей окружности нулевого радиуса.
Таким образом оба эти условия равносильны.

Справедливо и обратное предложение: если циркулярная кривая
имеет двойную точку /узловую или изолированную), то уравнение
(140) имеет корень двойной кратности, а если двойная точка кривой
есть точка возврата, то уравнение (140) будет иметь корень третьей
кратности.

Для доказательства возьмем уравнение циркулярной кривой
с двойной точкой в форме (96) ё 23.

×(×2+у2)+<×><2+Р›Ху+ту”>==0~ (181)
Для уничтожения в уравнении (181) члена с произведением ху

перенесем начало координат, оставляя оси параллельными прежним
в точку

,__._._

_о

го›
“(3

__

В таком случае абсцисса не изменится. Старое начало координат
в двойной точке кривой, следовательно и в новых осях абсцисса
центра направляющей окружности равна 0, т. е. уравнение (140) будет
иметь нулевой корень.

Выполним указанное преобразование: формулы преобразования
будут:

__ ::у1 і З _

2

Уравнение циркулярной кривой после преобразования получит та
кой вид: ,.

Г1* @2Х1 ,$321
ХЧХ Чу“>В><*у + 4Х*+<×Х”~%~ ту* ~ яга +ту'° Эту 1. ,Г 0

ИЛИ

×1<›<12+у“›+«›<“+у~г= Ё ›<1~иу1+т: 0. (182)

В уравнении (182) коэффиценты при х” и у” не равны. В таком
случае уравнение (140) примет несколько иной вид, его нетрудно по
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1

лучить, заменив в уравнений (131) 5 25 коэффициент ууг буквою /1,,
тогда вместо уравнения (140) 5 25, мы получим следующее уравнение:

(А+1<) (А1+1<) 18)~(А1+1<) в+1<в (А1+1<)_ Ё: о. (188)

Подставив в уравнение (183) коэффициенты уравнения (182), мы
найдем

<<×+1<› <~,'+1<).1<2+<^: + 1<› 3:1 _ КЁї(т+1<› _ ЁЁЁ: о. (184)

ят1<2+1&*<^г+=<> + К* *Р

ИЛИ

7?
'со

9*

2:. *Ь

Ф

Упростив уравнение (185), найдем окончательно

]д4_&_(а ~(`)1{з,, _ ›в
О

кг, кв ›г
че 4% “Ё :о. (185)

+ (8, *:,1\ 0. (186)

Уравнение (186) имеет двукратный корень 1г:0, если

Если же

.с>*Е

Ъ
9

1.43

71 :Й0,
то уравнение (186) будет иметь нулевой корень тройной кратностн
Приняв во внимание, сказанное в 5 22 относительно видов двойной
точки циркулярных кривых, видим, что обратная теорема также спра
ВЄДЛИВЗ.

Таким образом, в общем случае, когда все корни уравнения(140)
различны, циркулярная кривая есть огибающая четырех серий двояко
касательных окружностей. Если циркулярная кривая имеет двойную
точку (узловую или изолированную), то она есть огибающая двух
серий окружностей, а в случае точки возвратациркулярная кривая
есть огибающая одной серии двояко касательных окружностей.В двух
последних случаях кривая есть также и огибающая серии окружно
стей, просто касательных к ней (проходящих через двойную точку
кривой). Последняя серия окружностей соответствует четвертому про
стому корню уравнения (140).

5 34. Для иллюстрации изложенного возьмем пример. Рассмо
трим циркулярную кривую, изображенную на чертеже 26. Ее урие:

х(х*+у)”е Рх* 1 14ху~ }4у“:0.
Она есть огибающая двух серий окружностей.
Первая серия сплошные окружностисуть окружности просто

касательные к кривой (все они проходят через двойную точкуточку
возврата нашей кривой). Вторая серия окружностей, начерченных
пунктирными линиями, есть серия двояко касательных Іг кривой ок
ружностей. Все это подтверждает соображения Ё 33

Если перенести начало координат в центр кривой, то ее уравне
ННЄ ПОЛУЧИТ ВИДІ

х1(х12+у12)}~ Х12М; у12Р%Ёх11бу1~ў_1Ё5 :0 _

___ 



Урие (140) в нашем случае б
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удет:

/»+11/гз+зе/г2ч} Ё 1: + 351
4 *Ё :0'

Урне (140) значительно упростится, если мы
координат в точку М(0,2). Форм

\

перенесем начало
улы этого преобразования будут:
х=х1

у=у*2.
3

а 51: /1 Ё
о “ ×\\\

,_/__` /
5 ""\Д Ё

тент;

е2/
\___×*/

\
_,

_; /

\Ь_Д,4;]>.<ї _Ч_?*

. // ,_ ,_

У

1

/ `\
а г/ ше;/Ю

< /"
`\

а Ё

А

/

\

Чертеж 26

Кривая в новы

офЧ

Х ОСЯХ ВЫІЭЗЗИТСЯ следующим уравнением:

х1(х12~}у12)1х12+4у124х116у1+16:О.
Уравнение (140):

«А+/г> (А1+/г /гг

принимает следующий вид

(1Не) (4 Іг

4д<А1+/«).1=+/гр
Е2

(А1+/г) 1 = о

+ )Іє2+(4}/г)164Іг(4+/г)64:0
или по раскрытии скобок:

/д4_[_5;дзц_4;гг;._ т

, Е 64т1в/г16/г4/г264:0.
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По приведении подобных членов, находим, что

/г4+5Іе3 0.

Полученный результат вполне согласуется с теорией Ё 33. Корни
последнего уравнения:

Ё1°:Ё2АіЁ3їО; 134 ї '_ 5.

КООРДННЗТЬІ Центра направляющей Окружности НУЛЁВЫХ Корней

будут Е 16
Х1:°1У1:_ё(дїг>:12:Г 

т Е* 256

как и должно быть в случае двойной точки.
Урие двояко касательных окружностей для нулевых корней*

х2+у?›Зоех2[3у:443.

Урне параболы центров:

<>°>е~Р

о1:А%А{

Для определения 7 имеем уравнение:
121

2

'СО

Г11

3>
лт

+

8) : 40: 4 223.

“СЭ

,\

Т:
Уравнение параболы центров от : по упрощении будет

І 1 \

3“ : 8!°'+ Ё!

Строим эту параболу по точкам:

и:О; З: ±2; о:: Ё +6; ок 2, Э :`/20 :±4,47

ц=8 {9:±у68 ::.8,24. Парабола центров начерчена пунктиром.

Строим двояко касательные окружности:

О, З +2; 3:42; х2+у24у:48:~4; (х~О)2~}(у2)2:О
Двояко касательная окружность обращается в точку, совпадаю

щую с точкой возврата кривой.

При В:2 получим (хО)2+(у+2)2:16; 3:4.
1" 4. р:;е; при з:+є (Х4)2+(у_в›2:з2:(4уЁ )2:(в,є4)2

з:~6 = <×~4>*+<у+6›2 :80:<4« 552 :<894›2
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Направляющая окружность для корня 1<тр<5. Координаты ее

центра:
Е Е “___ 2 , 256ХІ4*5, :; 2 Й “#7 _3К _

;3.2510+60: 125;
~›

І{:11,2. Парабола центров: а:~ іа+КЧ~А1'цК; 1:2 Ё2

[\Э›1

1

2а:~4~Н39: 32":е2(ад2).
Строим параболу по точкам:

а:® рї:±2; Ос__2; 01246; ўї±4.
Уравнение двояко касательных окружностей для корня І<4:5:

_; т О Г К ЁЁ т Е2

Подставив сюда значение коэффициентов, получим:

х*+у32оъх2{іу 10х168{36:О
при <х:О; $:±2; В::+2:х2~[~у2~4у32+36:О; (хО)2+›(у ~ 2)2_::О

Двояко касательная окружность обращается в двойную точку.
Направляющая окружность проходит через эту же точку.

В:2; (хО)2+(у+2)2«}~64«_:О окружность мнимая.

а:::2. 3:0 : х2+у24х20~ЪЗб:О : (х2)2~}у2412:О мнимая.
16; в: ± 4 а:+'4 ; (›<+ 6›2+< у~4›2:2о:<4,47)2

З:4 : (х+6)2+(у~}4)2::108мнимая.
а:416; 3::6 при $:::+6 (х~}~16)*Ну6)2:І92:(13,84)*

при Ь :6 1 (х+16)” ні(у$~6)1:О. Окружность обращается в этом слу

чае в точку, ибо центр Этой двояко касательнои окружности лежит на
направляющей окружности.

Парабола, соответствующая корню Щ:5,начерчена пунктиром с
двумя точками.

Направляющая для этой серии двояко касательных окружностей
окружность начерчена таким же пунктиром.

Кривая: х(х2~}у2)+х2н~Ё~4хуР4у2:О построена по точкам:
при х:1; 3у2~4у::О у1:О уз:Ё :11/3
х:2 у24у~ 2:10 у1_:/1,44; уг:0,44

Уравнение вещественной ассимптоты: х{4:0 (КА).
Координаты главной точки А:Ха:4. Уа:З.

3
Координаты центра: хс: Ё

Ус:2
Конец главы Іой.
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5 1. В различных вопросах геометрии играют важную роль гео~
метрические преобразования.Рассмотрим сейчас основные свойства так
называемого инверсионного преобразования: им нам придется часто

пользоваться в настоящей
главе. Это преобразование

І /, впервые было применено
Ж/ М. Ѕ±цЬЬЅ'огп Р11іІозорЬіса\

Мадагіпе 1843 г. Полная
аналитическая теория инвер
сионного преобразованияда

ўд на М. І.іои\/і11е'ем .ІоитпаІ бе
~ ~ Майтетатіоне Т. ХІІ.

Пусть нам дана окруж
ность (черт. 27) радиуса К
и точка Р вне ее. Соединив
точку Р с центром, постро

›41×\ им поляру точки Р по отно
г `* шению к окружности О. Эта

поляра ММ пересечет линию
центров в точке Р1, которая
и будет соответствующей

І точке Р в этом преобразо
чертеж 27 вании. І/Із А ОМРї находим:

ОР.ОР1:к2 . . . _ . . . . (1)
Если положим І<:1 и обозначим ОР и ОР1 соответственно через

р и р1, то равенство (1) можно написать в виде:

рр1:1, или р.:% . . . . . . . . (2)

І/Із соотношения (2) видна причина названия этого рода преоб
разований преобразованиями обратных радиусоввекторов или ин
версионными преобразованнями. Окружность (черт. 27) наз. основной,
окружностью О центром инверсии, Кмодулем или степенью инверсии.
Инверсия устанавливает однозначную зависимость между точками ча
сти плоскости внутри окружности О и точками вне ее в том смысле,
что каждой точке плоскости вне этой окружности соответствует един
ственная точка внутри окружности и обратно.

С удалением точки Р точка Р1 приближается к О. и для беско
нечноудаленной точки соответственной будет центр инверсии. Наобо
рот, при приближении точки Р к окружности и Р1 приближается к
ней, так что на самой окружности соответственные точки совпадают.

Если трактовать этот вопрос аналитически, то можно сказать,
что в инверсионном преобразовании точке с координатами р и 6 соот
ветствует новая точка с координатам р1 и 61, причем эти координаты
связаны следующими зависимостями.

рр1:І<2 и 0:01 . . . . . (3)
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Переходя к прямоугольным Декартовым координатам, мы полу~

чим такие формулы:
\/х2}у2.\/х12{у12=1<2;у:х::у1:х* . . . . (4)

Из соотношений (4) сейчас же получим формулы инверсионного
преобразования для Декартовых координат:

І<2.х1 к2.у1Хї , у_ х'Ґ2+у12 . .  .  .

Формулы (5) показывают, что инверсионное преобразование одно
значно, ибо х и у рационально выражаются через х1 и у1.

Оправедливо и обратное заключение, ибо

к 2 х кд у
Х1 ї И 1 2 щ  . . . . 6Х2 + уі у Х2 + У2 ( )

что очень легко проверить. *

Преобразования, обладающие свойством выражать как старые
координаты через новые, так и новые через старые, рационально на
зываются бирациона./гьными или Кремоновыми.

Формулы (6) подтверждают аналитически все те свойства инвер
сии, какие были указаны выше на основании чисто геометрических
соображений.

І/Із них, например, легко усматривается, что всякой бесконечно
удаленной точке соответствует центр инверсии и обратно, что точка
инверсионная по отношению к центру инверсии есть любая бесконеч
но удаленная точка.

Следовательно центр инверсии есть единственная вещественная
точка, инверсионная которой не определяется однозначно.

Однозначность инверсионного преобразования сохраняется также
и для мнимых точек. Существуют механические приборы, при помощи
которых по данной фигуре можно получить ее инверсионное преоб
разование.

Наиболее известным из них является прибор инверзор Реаизеіііег
Липкина Реаисеіііег 1\Іоц\/. Апп. не Маіп. 1864 г. и 1873 г.) Тот же
прибор был описан студ. Липкиным (в І/Ізв. Петер. Акад. Наук 1871 г.)

5 2. Отметим основные свойства инверсионного преобразования:
1) преобразованием прямой линии вообще будет окружность.

Окружность же при инверсионном преобразовании переходит вообще
снова в окружность.

Если преобразуемые прямая или окружность проходят через центр
инверсии, то их инверсионными преобразованиями будут прямые.

Действительно, возьмем урие какойнибудь окружности:
х2ўу2+2ах}2Ьу+с:0 . . . . _ . . . (7)

и преобразуем его по формулам инверсионного преобразования (5), в
таком случае мы получим:

К! ХІ2 + К! УІ2 2аК2 х1+2ЬК2уІ
(х12+у12)2 + х12+у12 '+с“0 ' ' ' (8)

Упростив уранение (8) мы легко найдем:
_ к4+2ак2.х1і2Ьк2у1}~сх12ігсх12:0 . .(9)

т. е. получим снова окружность.
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Если с:О, т. е. данная окружность проходит через центр ин

версии, то преобразованнем ее будет:

то 4 ьу1+%2 ї: 0, , _ (10)

т. е. прямая линия.
2) Касательные в двух соответственных точках двух преобразо

ванных по инверсии кривых образуют равные углы с общим радиусом
вектором.

Об03НгЧИМ ДЛЯ доказательства этого предложения через у и \/1
углы, составленные касательными к кривой и к ее инверсионному пре
0бРа30В3НИЮ С Ргдиусом вектором, в таком случае (черт 28):

,У \*

* /
\_ ее/И

хўіі
_ 116/ `.

Ё. \.../\ /2 _/°~ \Ґ
\\7/

Чертеж 28

(16'ц;\/:р.ар . ,(11)
“ де

' їЅ\/1 ї РІ . . . . . ~ . . .

для первой и второй кривых (МК) и (М1К1), но так как р1:їЕ
иго 2то отсюда (191: цтв Подставив эти выражения р1 и с\р1 в урне

М об (16
2 ь і\/1:*н авг ..(1 ),м 1 найдем, что 3 __К2(1р р ар (13)

Р2

Следовательно іду : _ ї,<;\/1.
Значит углы у и \/1 дополняют друг друга до г.
Кнсательные МТ и М1 Т*антипараллельны.
Точка их пересечения вместе с точками М и М1 служат верши

днами равнобедренного треугольника.
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Из предложения 2го непосредственно вытекает, что две какие

нибудь кривые и два их преобразования по способу обратных радиусов
векторов пересекаются под одним и тем же углом. Этот угол равен
разности углов, которые кривые и их инверсионные преобразавания
составляют с общим радиусом вектором точки, в которой они пере
секаются. (Чертеж 29).\ Из того же предло\ жения 2го нетрудно вы

~ / вести и такие следствия:\ / а) если мы умеем постро\\ М/ ить касательнуюк данной
” 1. °Ё2.._,Г_ кривой, то мы можем по

Ка ,Р строить касательную и к
0 ее инверсионному преоб( / . разованию и обратно; в)

<;~\ Х ,~ С, \\ если две какиелибо кри
×\\ / / ~ вые касаются друг друга\ в точке, отличной от цент

ра инверсии. то и преоб
с разование этих кривых по

способу обратных радиу
сов векторов также ка

/ саются друг друга в со
/ ответственной точке. 3»/ Инверсионным преобразо

' ванием параболического\ пучка окружностей, име
ющих центр в центре ин

Чертеж 29 версии, являются прямые,
параллельные радикаль
ной оси этого пучка.

Действительно, урие параболического пучка окружностей, име
ющих центр в начале координат, будет

х? Ь у2~2ах:0 . . . (14) (см. 5 20 глава І)Ґ
или (Х~1)2~|у3:2 . _ . . . .(15)

ЁЁ.(ъ*Ё'З
Ё/
Ы/

,_._/ _

урие (15) после преобразования его по формулам инверсии (5) при
2

нпмает вид: х1с:Ё€. . . . . . . . . .(16)
и представляет пучек прямых, параллельных оси ОУ~радикальной
оси параболического пучка.

На основании свойства 2го инверсионного преобразования (глава
ІІ, 5 2) легко доказать следующее предложение, относящееся к лучам,
проходящим через вершину циркулярной кривой (см. черт. 29а).

Если через вершину циркулярной кривой М проведем луч ММР,
пересекающий эту кривую в точках 1\І и Р, а вещественную ее ассимп
тоту в точке \/1), то сумма тд углов, которые этот луч составляет с
касательными к цир. кривой в точках 1\І и Р равна 'пе угла этого же
луча с вещественной ассимптотой циркулярной кривой. [Углы отсчи
тываются от положительного направления луча против часовой стрелки]

Действительно, так как точки 1\І и Р являются инверсионными
друг по отношению к другу, то 1МІ\ІЬ=1ЅРМ=ы

Ч Буква У не помещена на чертеже 29а.
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Остается доказать. что і,с;І2РЅ~{±3І21\їЬ}±3І1МТ:±3І2\/[З
т. е. 1; (3600а)+ ща}~ 'сд (360т)=і3 (3608) *)

последнее соотношение может быть переписано таким образом:
'к,<;'а+±да±@~у=138, т. е. цд:

ч~

Чо
ЮФ?

НО ПОСЛЄДНЄЄ ІЭЗВЄНСТВО ОЧЄВИДН0Иб0'
углы 1 и 8 суть соответственные углы
при параллельных МТ и \/И.

Теорема доказана.
Аналогичное предложение отно

. ' сительно кривой пго порядка было0 высказано ЕсІ1агс1±“ом в_ томе ХХХІУ
1 * 2е1±эс11г1і±їйг Маійетаїтк ипо РІ1уз1к

 1, и доказано на основании иных сооб
ражении.Ь  Высказанное здесь предложение

/ Луи/ может быть формулировано и в такой
редакции: любой луч, проходящий че

. Ж рез вершину циркулярной кривой 3го
порядка, пересекает ее еще в двух
точках под равными углами.

Ё 3. Фокусы. Плюккер показал,
5/ ' что фокусы кривых могут быть рас

, сматриваемы, как точки пересечения
`і Ю/ касательных к кривой, проведенныхї из круговых точек. Напр., для эллипса
54/ урия касательных, параллельных на

Чертеж 29а правлению Р, как известно будут:

у : птх ±\/Ьїўаїтттї
В нашем случае урия изотропных касательных будут иметь вид:

у:іх±\/ь2+а2:1×;:сі, где 0:1/а*~ь2 . . (17)
и

у:_іх:гсі
Решив совместно по два из четырех урий 117), мы получим коор

динаты всех четырех фокусов эллипса. То же получим и для прочих
кривых 2го порядка.

Приняв указанное свойство фокусов кривых 2го порядка за их
определение, Плюккер распространил его и на кривые высших по
рядков.

Таким образом, фо/сусом кривой называется точка, через которую
проходят касательные к этой кривой с угловыми коэффициентами її.

Когда точки касания таких касательных находятся на конечном
расстоянии, то фокус называется обыкновенным.

Если точки касания удалены на</>(касательные суть ассимптоты),
то фокус называется особенным.

Каждой касательной вида ц+і\/:0 соответствует только один
вещественный фокус »именно точка пересечения ее с сонряженной ка
сательной: ц ~і\/0.

Число фокусов кривой зависит от ее класса. Класс кривой сте
пень ее уравнения в тангенциальных координатахкопределяет число

1) Все углы отсчитываются против часовой стрелки.
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касательных, какое можно провести к данной кривой из данной
'ТОЧКИ ВНЄ ЄЄ.

Класс плоской кривой определяется, как известно формулой
Плюккера:

п:пт(т  1)~ 20 3 _ (18)
где п класс кривой

т«ее порядок
8 число ее узловых точек
=›_ число ее точек возврата.

[Ѕа1топ, Сошїэез р1апез Спар. ІІ ё 67]
Мы видели уже, что циркулярная кривая или вовсе не имеет двой

нои точки или может иметь одну узловую точку или одну точку
возврата. 

Ввиду этого, по формулам Плюккера, класс циркулярной кривой
может быть равен: 6::3.2, или 6 2:4, или наконец 6 3:3.

5 4. Определим теперь число фокусов циркулярных кривых в ча
стности число их вещественных фокусов. Для решения этой задачи
воспользуемся так называемым преобрнзованием Ньютона. Это преоб
разование, особенно часто применяемое при изучении точек кривых,
расположенных на ел, осуществляется при помощи формул:

_з1. __у1×_Х1, ущхі . _ (19)

где х и у означают координаты точки М, отнесенной к какойнибудь
системе осей, а хт ут координаты точки М1, соответствующей точке
М, относительно той же или другой системы координатных осей. Не
трудно видеть, что соотношения, устанавливаемые формулами преоб
разования (19), однозначны.

Отметим основные свойства преобразования Ньютона:
1) всякая прямая преобразуется в прямую же. Действительно,

прямой: ахЁЬу+с:0 в первой системе осей будет соответствовать
а*~Ьу1%сх1:О, т. е. также прямая во второй системе.

Угловой коэффициент данной прямой Ёравен ординате нача

ла ее преобразования. В частности бесконечно удаленной прямой в
одной системе соответствует ось ОУ в другой.

2) алгебраическая кривая пт” порядка имеет своим преобразова
нием кривую того же порядка.

В самом деле, пусть уравнение.

;пт(х,у› допт1(х,у:+;1п~21х,у){ . _ . . _}~9<›(х,у):0 . . (20)

будет уравнением некоторой кривой птїўї порядка в первой системе оси

Ее преобразование будет иметь вид:
@пт(1,у1)тхт. фтп1(1,у)+ . . _ . Ё›х1*“. ;0(1,у):0 . . (21)

и представит очевидно также кривую т:ГР порядка.
3)точкам пересечения некоторой кривой С и прямой В соответствуют

общие точки их преобразований. Это непосредственно вытекает из(1)
и (2). Например окружность: х2+у2:5 и прямая у:1 пересекаются в
точках: (+21) и ( 2,1). Их преобразования: 14у2:5х2 и у:х пе

с

,_.

._.
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по›^

__

_ к

ресекутся в точках: 2 ,2| и І 2 ,И  оторые являются соответ
! І 1

ственными точкам (2,1) и (2,1) в этом преобразовании.
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4) І/Із только что указанного свойства (3) выходит, что касателы

ной., в точке М к кривой С соответствует касательная в точке М1 к
кривой С1, причем М1 и С1 суть преобразования М и С. =

Это же предложение нетрудно доказать и непосредственно ана
литическим путем.

Будем рассматривать у как функцию от х, а у1 как функцию от
х1 (между ними должна быть зависимость, определяемая кривыми С иС1)

1
х, кроме того есть функция от х1 в силу уравнения х:;

І

1
І/Із второго уравнения преобразования в силу зависимости х:Х~

1

находим, что

І у:її:у1 Х . . (22\

Отсюда вычисляем:
(1 (1 сіа!і=у1+х но хх1:1, след. . . (23)

х9(%Ё~+х1:0. . . (24)

ИЛИ

хїїё: ×1 . .. (25)

Таким образом получаем:

а ” а ~

, д3ї(':у1_х1$ . . . _ _ . _ (26)

Аналогично вычислим и угловой коэффициент касательной
бу: из 22 ви но что
(1Х1 ( ) Д '

у1:у.Х1 . . . . . . . . (27)
Дифференцируя последнее равенство, мы получим:

<їу1_ ду сіх
а›Е_у'+х*<1ї<'Е:ї

но х+х1%%=О ибо хх1:1 (23), следовательно

сІхх1: х, значит
ЄХ1

(їу1 (їу

След., если касательная к кривой С в точке М (ху) будет иметь
своим уравнением

:.

О
"<

><
ь.:_«

у_у:д[х . (29)

ИЛИ

_<ї›' ' <їу`у_д.х+!уха! . _ (зо)
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то уравнение ее преобразования будет:

у1_<1у 1 Ё 3

(преобразованию подлежат только текущие координаты).
Урие (31) по освобождении от знаменателя принимает форму

пї

_ <їу' дуу1~_ . . . .

сі (І ' л

Подставив в урие (32) выражение у~хдЁ и Ё] из уравнений (28)

и (26), мы получим:
__СІу1 СіутУ1_аї.Х1{у1Х1а;1 . . . (33)

Урие (33) может быть переписано таким образом:

(1 1Ъу1:%(Х1~×1) . _ . _ . . . . . (34)

Уравнение (34) наглядно показывает, что преобразование каса
тельной к кривой С в точке М есть касательная к кривой 61 в точке
М1, чем и доказывается теорема.

5) І/Із последнего свойства вытекает, что класс кривой также не
изменяется при преобразовании Ньютона.

5 5. Применим теперь указанные выше общие свойства преобра
зования Ньютона к интересующему нас вопросу.

Рассмотрим некоторую прямую изотропного направления, пусть
ее уравнение будет

У:іХ)А _ , _ (35)

Ее преобразование будет:

У1:і+АХ1. . . . . . . . . . (36)

также прямая (свойство 1), проходящая очевидно через точку (0,і)
Если прямая (35) касательная к некоторой кривой С, то прямая (36)
будет касательной к преобразованию С1 кривой С (свойство 4е).

Число касательных к данной кривой С1, проходящих через дан
ную точку (о, і) равно, как известно, классу этой кривой п, если точ
ка лежит вне кривой. Оно равно 111, если данная точка есть обык
новенная точка, лежащая на кривой. Число это уменьшается до п 2,
если данная точка есть двойная точка кривой. (См. Ѕаітоп, Соигоез
рІапез р. 89).

Возьмем урие циркулярной кривой в простейшем виде уравне
ния (26) ё 5 гл. І:

(х+А) (х2~}~у2Н[)х+Еу|Р`:0 . . . (37)

и преобразуем его по формулам Ньютона. г 3

По выполнении всех выкладок оно примет следующий вид:

Ёх,31Ау12Х1)Ёу1Х12{ЁХ12|АХ1+1{у12=0. . . . . . . _ . (38)

Это уравнение вообще кривой 3го порядка будет того же клас
са (свойство 5е), что и уравнение (37).

Нетрудно убедиться, что кривая (38) проходит через точку (0,і).
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Как известно, условия, чтобы данная точка кривой 3го порядка

ї(х, у, 2):0 в однородных координатах была двойной точкой, заклю
чаются в совместности уравнений:

д::О;:О и~ді:0 . . . . . . . (89)дх ду ди

при 2:1 в случае двойной точки на конечном расстоянии и при 2:0
в случае двоиной точки на ое.

[См. например: Вельмин, кривые 3го порядка стр. 78].
Применив этот критерий к уравнению (38) (сделав его предва

рительно однородным), мы убедимся, что точка (0, і) есть обыкновен
ная точка кривои.

Число касательных с угловым коэффициентом і к циркулярной
кривой (37) равно, на основании изложенного выше, числу касатель
ных к кривой (38), проведенных из точки (0,і). Последнее же число, в
силу соображений 5 5, равно п1.

Но так как среди таких касательных должна быть и одна мни
мая ассимптота циркулярной кривой (с угловым коэффициентом Н),
то число касательных к циркулярной кривой (37) с точками касания
на конечном расстоянии будет равно п2, где п обозначает класс
кривой (38) или, что одно и то же (37).

Аналогично найдем, что число таких же касательных (с точками
касания на конечном расстоянии) с угловым коэффициентомі равно
также п2, где п имеет прежнее значение.

Касательные 1 й группы пересекутся с касательными 2й группы
в (п_2)2 точках, которые по Плюккеру и будут обыкновенными фо
ьусами циркулярной кривой.

Отсюда легко видеть, что число фокусов циркулярной кривой
будет равно 16, или 4, или 1, смотря по тому, будет ли п равняться
6, 4 или 3.

В числе этих фокусов будут, конечно, и мнимые.
Число вещественных обыкновенных фокусов циркулярной кривой

равно п2.
Вещ. фокусы получаются от пересечения каждой из касательных

1й группы с сопряженной ей касательной 2й группы. Таким образом
циркулярная кривая без двойной точки имеет четыре вещественных
обыкновенных фокуса, кривая с узловой точкой имеет их два, и, на
конец, цирк. кривая с точкой возврата имеет только один веществен
ный обыкновенный фокус.

5 6. Особенный фокус кривой есть точка пересечения ее мнимых
ассимптот. Координаты его были найдены в ё 2 главы І.

К сказанному раньше относительно особенного фокуса или цен
тра кривой следует здесь прибавить, что он совпадает с фокусом па
раболы (138) 5 25 главы І, по которой движутся центры двояко каса
тельных окружностей. В случае формы 126) ё 5 уравнения кривой осо
бенный фокус ее совпадает с началом координат. Фокус нарабо
лы (138) также имеет координаты (0,0), в чем нетрудно убедиться при
помощи легкого вычисления.

Отметим еще одно свойство особенного фокуса циркулярной
кривой.

Пусть і (х, у, 2›:0 выражает уравнение циркулярной кривой
3го пор. в однородных координатах.

дї . дї діУравнение жд* 1у1 їу+Ё__О . . . (40)
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где х* у1 есть данная точка,называется уравнением первой поляры по
люса (х1 у1) по отношению к данной кривой 3го порядка.

Уравнение (40) будет представлять некоторое коническое сечение,
ибо оно будет, как легко сообразить, второй степени относительно
х и у. Можно искать такой полюс, для которого 1я поляра относи
тельно данной циркулярной кривой будет окружностью. Это условие
заключается в том, что искомый полюс х1у1 должен совпадать с осо~
бенным фокусом циркулярной кривой.

Для упрощения доказательства возьмем уравнение циркулярной
кривой в простейшей форме: (х}~А) (х2~%у2)+1Эх+ЕудгЕ::0
или в однородных координатах;

х”{~Ах22}~ху2~;ьАу22НЭХ22}Еу22~ё›ИР2д_:0 . . _ (41)

Уравнение первой поляры будет:

х*.(3х2)~2Ах2_;у2+ІЭ22)ь;~›у1(2ху~}›2Ау2 +Е22)~5Ах1'+

ІАу1'12І)х2~}2Еу2«Ё3Р21':0. . . . . . (42)

Перейдя от однородных к обыкновенным координатам, получим
х113х2~±~2Ах+у2еПНу*(2ху52Ау%Е))Ах1Ч~Ау2)2[)х}А2Еу} 3Е:0 (43)

Нетрудно видеть, что уравнение (43) будет представлять окруж
ность лишь при условии х1::0, у'::0.

ё 7. При помощи теоремы 5 25 главы І мы можем найти коор
динаты обыкновенных фокусов циркулярной кривой,а также доказать
так называемую теорему На/*Га относительно последних.

Пусть хт ут будут координатами какого~нибудь обыкновенного
фокуса циркулярной кривой,.тогда прямые

уу ;і (хха)
Ууїўїі (Х Х1) ' ' (44)

будут касательными к рассматриваемой кривой.
Их совокупность:

(хх1)2Нуу1)2::0 . . . . . . . _ . (45)

мнимая окружность будет иметь двойное касание с рассматриваемой
циркулярной кривой. [ё 25 гл. І].

Мы показали, что все такие окружности выражаются уравнением
Іё 25 гл. П:

., . , Е Её = Е1 . , т ~.х«›)уг_2цх~›2ру  ~ч›Аіёддк(д_Рк) 1к(2и~д Адк):.0 . . . (40)

Уравнения (45) и (46) должны быть следовательно тождественными, т. е.

Е:
х2}~у?  2ах23у кем 4К~(`А+ьк)~@ь~к(2а')~А+К); х=2хтхРхтїг

'ТЗ

*Нч

, ›2~у*~2у~у+у1*  ~ (47)

Из (47) находим: . . (ЁЪЅ)

_,,Ё^Ь Е*Х\3ГуідГ кеЁ*йіт ~~кї т~Ё(2Х1ўАі'К) 0. 1 .*Ж К А
8› Ирины БДУ 3*: П18.
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Уравнения (18) дают координаты обыкновенного фокуса цирку
лярной кривой, соответствующего определенному значению к.

Сравнив же уравнение (49) с уравнением (143) 5 25 главы І, мы
приходим к заключению, что уравнение (40) есть ничто иное, как
уравнение направляющей окружности данной серии двояко касатель
ных окружностеи.

Отсюда следует, что обыкновенные фокусы циркулярной кривой
совпадают с точками пересечения каждой из парабол (138) с напра
вляющей окружностыо (143) : 25, соответствующей тому же (из 4х)
значений к.

Точек пересечения будет в каждом случае 4.
Другими словами, 76 фо/єусов цнркулярной кривой лежат на чи

тырех 0/сружноєтях, пргічаи каждая из этих окружнос/лег? содер
жит по четыре фокуса кривой.

Это и есть теорема Нагїа. Ее можно доказать и чисто геометри
ческим путем, исходя из того, что апгармоническое отношение пучка
четырех касательных, проведенных к кривой из какойнибудь точки на
ней, постоянно. [ЅаІ1поп, Соытрез ріапез, Рагів 1884 ё 168].

5 8. Теорема ё 7 остается справедливой и для к__>(). Если же
к ~~А, т. е. А к~ *0, то при помощи соображений 5 7 мы не полу
чим координат фокусов. В этом частном случае парабола (138) обра
щается в пару прямых, совпадающих с осью абсцисс (уравнение их
[1ї>;о). В таком случае, как известно (5 26 гл. І) Е:0.

Координаты фокусов н этом случае можно найти из таких со
ображений: фокусы кривой должны быть расположены на оси абсписс
(парабола, на которой они лежат. сливается с осью. Х) значит, доста
точно вычислить только абсциссы этих фокусов. Пусть уравнение
ииркулярной кривой будет (при Е 0):

(Х^<*А).(Х3 1 ї~ШХ ЁЕ:;.;() . . . . . . с

Для того, чтобы точка тхт о) была фокусом цирк. кривой (50),
необходимо и достаточно, чтобы прямые:

у си. і (х~~хг›. _ _ . . . . . . . . . (51)

были касатецтьными к кривой (БМ, т. е. пересекали бы ее в двух сов
падающих точках.

Координаты точек пересечения кривой (50) с прямыми (51) пай
дутся из уравнений их при совместном их решении, т. е.

ў (хЁА) . (ХїХ?ў Вххтхтї)ї І>х Е , о . . . . . . (52)

или 2хгхЧ›((2Ахг~ хг*{Г)).х й ЁАхтї __о. . . . (531

Условие равенства корней уравнения (53):

(2АХь еХт3 Ё1))3~=1.«Р~АХ13). 2Х1::їО. . . . . (54)

Из р авнения (54) и найдем координаты (абсциссы) фокусов кри
вой, соответствующих значению к ~А.

ё 9. Обыкновенные фокусы циркулпрной кривой могут быть
найдены также и при помощи ипверсиоиного преобразования на осно
вангпт следующего свойства этого преобразования; точка :1нне,1›ш(›н
ная но отношению к фолуд\› (ад) (тнноп /грн/топ есть фо/\д\.чг криво12~
инверєионнол по отношеншо 1; даннон. }І_ействител:.но если (ад) суть
координаты обыкновенного фокуса некоторой кривой, то прямые

З* .у_,і:'г ах1). . . . . . . (55)
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СУТЬ КЗСЗТЄЛЬЪІЬІЄ К ЭТОЙ КРИВОЙ В ТОЧКЄ, ЛЄЖЗЩСЙ На КОНЄЧНОМ рЗС'
СТОЯНИН ОТ НЗЧЗЛЗ КООРЛИНЗТ. СОВОКУПНОСТЬ ЭТИХ КНСЗТЄЛЬНЫХ '

<^×_ну <у~_3)=*.о. . . _ . . _ . (за)

будет, как было уже показано, представлять окружность нулевого ра
диусадвояко касательную С данной кривой.

. Эта окружность совпадает со своим центром (13). Следовательно
фокус кривой можно рассматривать как окружность нулевого радиуса,
имеющую двойное касание с данной кривой.

Подвергнем уравнение (56) инверсионному преобразованию по
формулам (5) 5 1 гл. 2~ой.

После несложных преобразований оно получит такой вид:

та К
2

»2 23| / Ґ

'І _:ь'уІ__
О

т:

д__

К
'дТ

“Х
'ЬС

ь:

»____»

г;

0. . (57)

Уравнение (57) есть ничто иное как уравнение окружности нулево
го радиуса, имеющей двойное касание с инверсионным преобразованием

_, ц из *даннои кривои. Точка М1| /5, Ч, ,~;;; по предыдущему есть
\'.';>д~' ".“ 'Н у

\

Ё
га

Эд

фокус инверсионного преобразования кривой. Но Мг есть ни что иное,
как инверсионное преобразование фокуса (1,3) данной кривой. Теорема
таким образом доказана.

5 10. Для того, чтобы воспользоваться способом инверсии в ис
следовании свойств циркулярных кривых, докажем следующее предло
жение: инверєионное преобразование коннчеєкого сечения по отноше
нию к какойниб. точке его есть цнркулярная кривая 3го порядка,
вещественная аєсимптота которой т1ра,т1.1е.1ьна кара/11е.11›но1}' к дан=
нот: ноннческоиу єечени/о в центре иннерснн.

Уравнение конического сечения по отношению к точке кривой.
как к началу координат, можно написать в сокращенной форме так:н,н10.........'..<58)
нд есть форма 2~й степени с двумя переменными птформа первой
степени с двумя переменными.

Инверсионное преобразование (58) будет иметь внд:

Ґїш_1(.9\1:з О _ . . . . . . . (59)

где г;х'1 у1*, а кстепень инверсии.
Очевидно, что уравнение (59) есть уравнение циркулярной кривой.
Так как в уравненин (59) отсутствуют члены 1го измерения, то

начало координат является двойной точкой кривой. (5 23 глава 1). Эта
двойная точка будет изолированной, в случае если коническое сечение
эллипс (дискриминант формы ы:Ё>0), точкой возврата в случае пара~
болы (дискриминант ну 0) и узловой точкой в случае гиперболы (дис
криминант н;›<0\. [ё 22 глава І].

Уравнение пт 10 дает, как известно, уравнение касательной в на
чале координат к данному коническому сечению. І/Із уравнения же
ш:›,._0 находится угловой коэффициент вещественной ассимптоты кри
вой (59). Отсюда следует, что эти касательная и ассимнтота парал
лельны. Теорема+доказана.

Если возьмем вершину конического сечения за центр нпверсии,
то получаемые циркулярные кривые будут простейшими.
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Например, уравнение конических сечений, отнесенное к вершине,

будет, как известно:
2 Ь? к

а? . . (60)І
у2е_.2р×±.о2х*, где р: ,ядом

Ннверсионным преобразованием уравнения (60) будет следующее:

х'_(х'їЁу11)_:.п1х*9~; пуїї .. . . . .` . (61)

значения пт и п легко могут быть нычислены через р, ц и К.

Чдії.Именно пт ті. 2р ,п_е2р.

Если гп)~О ц н>0, то кривая (61) является инверсионным пре
образованием эллипса, при т==О кривая (61) служит инверсионным
преобразованием параболы и называется циссондой Диоклеєа.

При тп<О циркулярная кривая является инверсионным преобра
зованием гиперболы.

Если 1111:п, то получается кривая, которая служит инверсион
ным преобразованием равнобочной гиперболы. Она называется стро
фоидой или, у английских авторов, логоцикликойт ВооН1'а. Вооїп рас
сматривал ее свойства в связи с геометрической теорией логарифмов.

5 11. Для иллюстрации изложенной в предыдущих ёё теории
фокусов рассмотрим в качестве примера цпссоиду Диок.1еєи. Ее уран
нение будет:

х(х1 у”)ч::2ау2;` пт~:.±0 п2а, где _ . (62)

а обозначает радиус производящего круга.
В уравнении (62) начало координат в двойной точке кривой

(точке возврата). Перенесем начало координат н особенный фокус
кривой. Его координаты (5 3 гл. І) будут (а,О).~

После преобразования уравнение циссоиды получит вид:
(х~3ат.(х2(у2)~д~3аїха1*=.0 . . . . . . (63)

Уравнение для определения корней к (урие 140
данном случае будет: (К3а`›2. К? а*. (І<~3а)е1~3а21< (І<За):

1173

І\1›

ІІФ

гл. І) в
. (64)

или проще: (І<~«~3а)(І<а)”. . . _ . . _ . _ (653

Отсюда: кттда, І<ге_к;;::1<«»:›а.

Корень к±~~тройной кратности, что вполне согласуется с теорией.
изложенной в 5 33 главы І.

Парабола, соответствующая І«1=3а (: 8 гл. І), обратится в 31<:0
(две прямые, совпадающие с осью х).

Абсциссы фокусов, расположенных на этой прямой, найдутся из
уравнения (54) (ё 8 гл. 2):

(ЁАХ1*Х\2(І_))3  А 8Х1(_Р~~АХ13)=*О

в нашем случае последнее уравнение может быть переписано так:
т х»*12ахНі30а1х1*~~~т28а2=х1~ї~9а*::.О . . _ . . (66)
Урню же (66) можно по разложении его левой части придать вид:

(хт9а).(х.~~а)*::О . . . . . . . _ (67)

Следовательно, корни его будут:

х›:9а ;хз::х:с.::х4:а.
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Обыкновенный вещественный фокус циссхїиды будет иметъ коор
динаты: (921, 0).

Его же можно получить путем инверсионного преобразования
фокуса той параболы, которая является инверсионным преобразова
иием циссоиды. Парабола эта относительно осей ху (черт 30) будет
иметь уравнение:

птї .їе Щ х . . _ 68У 2а_ ( 1

где птмодуль инверсии.

щу
ь І \ 1

|

ч

/ ±

' Чертеж 150 А

, , пт*Фокус этои параоолы будет иметь координаты: |8ё~,0|
1 1

Его ннверсионное преобразование будет иметь координаты:
Ч | І

І 111" ш_
8а

4 .ІҐІ
,с П

1 0483 + 1 4 |

,О , или 8а, 0*

Координаты того же фокуса относительно системы осей хт ут бу
дут (9а, 01. т. е. те же самые, что найдены раньше.

Точки, определяемые абсниссами: х± е х›= хто а, совпадают с точ~
ной возврата циссоиды.

І/Ісследуем теперь корни к: ~~к;= кт а.

Парабола центров. соответствующая этому корню, будет выра
жаться уравнением:

1 .  ~ с
а н (А~к ' илии а~~' о

Г\Э

ъи

\Э
*'\

3”
й:

_/

Ёььг

_СО

УРЗВНСННЁ ДВОЯКО К8С3'І`С'ЛЬНЫХ ОКРУЖНОСТЄЙІ

(.х__1)2_(у__. `; ,І› п

”»О
.

\.

 ~ = = а:а~=0 _ . (70)
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Уравнение направляющей окружности :

(ха)3Ёу1ї0 _ . _ _ . . . _ (71).

Рассматриваемая циссоида есть огибающая системы окружностей (70)
Эти окружности, как видно из их уравнения, проходят через точку
возврата циссоиды (а, О) и следовательно не будут в собственном
смысле двояко касательными (: 26 глава І), а просто касательными к
кривой в двойной точке. Точки пересечения параболы (69) с направ
ляющей окружностью (71) не будут следовательно фо/с1›са_1ш нашей
цигсонды. » .

В качестве второго примера рассмотрим циркулярную кривую,
иолучаемую от инверсионного преобразования равнобочной гипербо
лы~прямую гтрофоиду или .×1огои11к/шку Вооі/1'а.

Ее уравнение будет:
х(х2›{уї) ^п1(х*у2) (111  п) . _ . . (72)

Начало координат в двойной (узловой) точке кривой.
Координаты центра строфоиды: (т,0)
Уравнение кривой (72), отнесеиное к центру, будет:

(х}2111)(х2~} уї)дтїх О . _ _ _ . _ (73)

(Для сокращения значки ' у х и у в уравнении (73) и дальней
шихўопущены).

Уравнение для определения корней к в данном случае дает:

(2111) к)ї.к* Ё:к1112(2111і~к) 0. . . _ . _ . (74)

и л и

1< (2111 #~к).(к: ~111,2 (_) _ (75)

Откуда: к1 0, К: ~2111, к;1 к, _111.
І/Ісследуем отдельно корни уравнения (74):
а) К 0.
Уравнение двояко касательных окружностей, соответствующих

этому корню, будет:

кд:у=2ах~~_2$у д1111 0 (5 26 глава І) _ _ 176)

Уравнение направляющей окружности:
х~«уї 111 . (77)

Уравнение параболы центров:
1,3

~ 1 _111+ _ _ . . (78)

Фокусами строфоиды будут точки пересечения параболы (78):

уї 4111 (1114х) (1 и 3 заменены в (78) через х и у) . . (79)

и окружности:
х" * у` 111" (80)›

Решаем систему уравнений (79) и (80), из них находим:

х2±4п12+4111х~1п2 0, ХЧ4111х~`~31112_.0 . . _ (81)

Отсюда х 2т т; х1 111; хз, 3111; (Черт. 31)
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Чертеж 31

у,2 р±.4п12 й 4п1.(_т)<0 Значит: (Ь 111,0) есть двойная точка строфоиды.

уз2<*41п=+4т. (3111) :81п*; уї=ір2п1і\ 2, Значит: (Зт ›2п1і\2) и

(Зт,~ 2тпі\'2) суть два мнимых об/›/к/Іовеннь/.\' фокуса єтрофоиды.
Ь) Кцгт:2н1.

Парабола центров, соответствующая этому корню; 31~:0
Абсциссы фокусов найдутся из уравнения (ё 8 глава 2);

(4тх,хн їпт“;1~8х,(2п1х1ї)<*0 . . . . . (82)

По упрощении оно примет вид:

х,›* 81пх,ї* е14т2х1т 8п11*х1 пт**О . . _ _ . _ (83)

Левая часть уравнения (83) может быть представлена в виде:

(х1+пт).2(х1*+61пхг›1112).
Следовательно корни уравнения (88) будут:

х1›:~хз:_1 т; х;<± ь~Зп1 2т\ 2; хт 3111 ~ 2т\ 2

Первые два корня дают двойную точку строфоиды. '

Два последние дают два вещественных обыкновенных ее фокуса.
Их координаты будут:

(Зпт 2т\ 2,0)и (3т~2п1\ 2, 0)

Если возьмем прежние оси координат с началом в точке 0, то
координаты фокусов строфоиды будут:

«зт 2т\“/2, 0) И (2м~2т\2,б 0)

или [зтц/2_ч1›,о] И [_2тц 2 н 1),о]

Те же выражениячдля координат фокусов получим и при помощи
инверсии.

* Действительно, взяв уравнение строфоиды (относительно осей ХОУ)
х(хї у2ў~т(х*еуї). . _ . . . _ . (84)
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произведем с ним инверсионное преобразование по формулам:

І(2х1 Шу*
Х" х12___у1ї му” Х12._Ѕ,Тё

В РЄЗУЛЬТЗТЄ ПОЛУЧИМ УРЗВНЄНИЄІ
Ки.1ї 1*:~ 1 . . . . _ . _ _ . _ 85Ч у тх < ›

равнобочной гиперболы, проходящей через начало координат.

, 0 кгЦентр этои гиперболы имеет координаты: Ж, О
\

По преобразовании к центру по формулам:

Хііхш. її 

' 2т У уі
уравнение (85) примет форму:

_ Іёхг Х К* кїх› . К*х_)2 _%__'__і__ гг,2_
” т 4т? ›` *Ы т 21112

или по упрощении:
 кг:уг1::Ё% _ (86)., к

_. К*полуоси этои типерболы равны:2т

Координаты фокусов гиперболы (86) будут:
,е ._ К2к› / Щ_\72;у:_::()! или в старых осях:
4т 2т

.› ~›_ ~› _
___ К К____,._К У .

Хе ёы1'2+ёт<т2ст \ 2+1>=У *О
И

.\)
Х~ Ґ .2т1 \< 2~~1) .у:<:О.

І/Інверсионное преобразование первого фокуса будет:

Х›1=\<2 кзшё ЁНе д ~=2т(\*'21);у==0
““ ›:+<\т 2±1›2 ео,

4т" .

Инверсионное преобразование второго фокуса даст второй фокус
строфоиды, его координаты будут: _

_ зК2(`“ 1 __ ^ . .К __ 2_ІН____ е 2п1(\ 524І),0,
,д * '^~^'*4і{1і;*" . Й

что вполне согласуется с формулами предыдущей страницы. (Черт. 32).
с) Остается рассмотреть последний случай (исследование кратного

корня Кз=кг:т).
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Уравнение параболы центров будет:
Ч:ІП І:

1 ~ .~ н. и
2 2п1

_11±21т птї . . . . _ .(87)
Уравнение днояко касательпых окруждпшгеії

х* ~у2і2их2Зу~~~2хпи~п1*=:О . _ (88)

Уравнение направляющей окружности
(:<+п1)ї у* 1 О . . . . _ . . . . . (89)

Окружности (88) проходят через двойную точку кривой <'ш,0)
и являются просто касательными к строфоиде и двойной точке.

Четыре точки пересечения параболы (87) С оыружностью (88› не
будут фокусами данной кривой.

5 12. Докажем вторую теорему Нагга о фокусах ниркулярных
кривых, аналогичную теореме 0 фокальных радиусах векторах эллипса
и гиперболы. Для доказательства ее снова носполыъуемся теоремой
о двояко касательных окружностях ё 25, гл. І.

Уравнение двояко иасательных окружностей может быть пред
ставлено в зависимости лишь от одного только параметра З, ибо «1

выражается через З из уравнения параболы центров.
Тогда уравнепию (142) можно при:гать следующий вид:

×±ч;у2+2эы_ч±ю:.\›\/~~о_ . _ _ . 490,

«_

 Е ' же , Р Ь=
где пт уі~~2(А »Ю ;\/~~ А г їм +ЩА ум (А+1<›× . (нм
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Из уравнений (91) видно, что І" и \' суть линейные выражения
относительно текущих координат и независящие от

Если мы примем за начало координат один из фокусов цирку
лярной кривой, то уравнение двояко касательных окружностей
выразится н форме:

×2чу±~±2и_т1з±\1со . . . _ . _ _ . .<вз)

Действительно. н этом случае как парабола центров, так и напра
вляющая окружность проходят через начало координат (фокусы суть
точки пересечения направляющей окружности с нараболой центров).

Тогда из уравнений (143) и (138) ё 25 главы І получим:
<_,В ЬК_4К А Ют1<(А т<) 0 . . (93)

(

и

А но .. .(94›
г* Р Е3 Иоткуда и следует, что І_~4 е *

\ 1<(/\ кто" 4)'95

Приняв во внимание соотношение т95) и (94), приходим к заклю
чению, что \Ж/< О и таким образом предложение доказано.

Уравнение (92) при 3:0 (параметр $~~нроизволенб обращается в

х1~уї_,0. . . _ . . _ . . . .(9б)
Последние очевидно и из чисто геометрических соображений:

уравнение (96) изображает ту из двояко касательных окружностей,
которая имеет центр в начале координат. Радиус двояко касательной
окружности равен длине касательной из центра ее к направляющей
окружности, а в последнем случае длина этой касательной равна О.

Так как циркулярная кривая есть огибаютная окружностей (92)

›<= гаи г~з2х=0
где 3 произвольный параметр, то уравнение этой ниркулярной кривой
может быть получено путем исключения параметра З из уравнения (92)
и его производной по З, т. е.

2о+23\/=о . _ . . . .(97›
Исключив (1 из уравнений (92) и (97). находим:

(х2ту±).\'ен± _ _ . . _ _ . _ .(9з›
Уравнение (98) и будет уравнением огибающей окружностей (92›,

т. е. уравнением циркулярной кривой согласно теореме 5 25 гл.,І.
5 13. После этих соображений нетрудно уже доказать теорему

Нагга. ~

Предположим, что пиркулярная кривая имеет четыре фокуса,
расположенных на направляющей окружности. Возьмем один из этих
фокусов за начало координат, а координаты двух других фокусов
относительно этого начала нусты будут (а, Ь,) и (аы, Ь±).

Тогда, обозначив расстояния какойлибо точки М(ху) данной
ниркулярной криноі от этих последних фокусов через 5,1 и 9,, а рас4 
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стояние той же точки от начала координат через мы получим сле
ДУКЛЦИЄ СООГНОІПЄНИЯІ

(Х*`її1)^+(\/'_Ь›)'і391: ~ ' (99)
(х а.,>2 1 (УЬ» . ооо

×2)у±=;,<,± .. . , . . _ _ .по1)
С другой стороны, уравнения двояко касательпых окружностей,

имеющих центры в точках (а, Ь, п (аї \›,) будут: ~

(х :11)3 (у 1тІ)1:=:(). .(102)
(х а111,2`(у'~~1›3)2::(с). . . . . . . .(103)\

радиусы их, по предыдущему, равны О (центрына направляющей окруж
ности). Но уравнения (102) п (103) должны получаться из уравнения
(92) при некоторых частных значениях параметра З: З, и 32, так что

Ч р ~` Р 1 'д У (\ ч І, Чх< у› ~2;$1Ш~±~

КЗ тдуї 23д(і а ~

Если под х и у будем подразумевать координаты любой точки

'ыд'сд

..

. ::х~«а,) у~Ь,):<=() . . . (104)
у:<×_а,)± (уьд: 110 _ _ . .(1о5)

циркулярнои кринои, то левые части уравнений (104) и (105) дадут нам
квадрат длины касательной из этой точки к двояко касательным
окружностям, а так как эти окружностинулевого радиуса, то мы
и получим в таком случае квадраты расстояний точек циркулярной
кривой от точек (ат Ь,) и (ав 112).

В результате придем к таким уравнениям:
›

ХВ. :у2_ І,

×~ ~у=+2а «

С
КО“мг

І; ._ .

` ,І

На основании уравнения (101) уравнения (106) и (107) можно перс
ПИСЗТЬ ТЗКІ

р,,ї+2@1Ш+З12\/::р,3 _ _ (108)

Г/4)2т)*2ў33Ш')“З32\'ї{/12 . ь ч 

Уравнение (98) примет вид р(,?\':1І2 . _ . . . . . _ .(110)
І/Ісключив Ш из уравнений (108) и (109) при помощи (110):

:р0\д\/е:Ш, находим:

Ґ'():±2З19(>)/У %"З12`/:Ґ'12    ~ (111)

;+2г±г›01“\/+З,2.\*==г/за . . . (112)

г/<›±ІиУ\/=±и   › (113)

ИЛИ

(»0±З3\'\/зїрд . . . . . . . . . .(114)
І/Ісключим из двух последних уравнений \\/, для чего умно

жим (113) на 32, а (114) на 31 и вычтем их почленно одно из другого:
,
А(,1,_.

1.

ыд

1

)р«.~ ±{щи1їЗ1р:, если при П/ взяты% (115)
У

':;,,2 . . (106)

'У ірії . . . . ° . .

(х и у выражают здесь координаты любой точки пиркулярной кривой)

1

1

і
1

'\
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Если взять разные знаки т (;\і] то путем ппчленногп сложения
тех же уравнений найдем:

(33 З1)рп.::±33р1і;5$р2 . . _ . _ . _ `

Отсюда и получается вторая теорема Наг'с*а: расстояния _.:/обои
точки циркулярной кривой от трех ее вещесптенных концик/ишеских
фокуєов связаны линейным однородньш соотношением, ибо (115)
и (116) можно переписать в такой форме

1р,,±т(п±11р2:~~^0. . . _ _ . _ . (117)

Значения коэффициентов 1, тп и п легко могут быть вычислены
из сравнения соотношения (117) с (116) и (115).

Конциклическими называются фокусы, лежащие на окружности
одного и того же направляющего круга.

Из тех же соотношений (115) и (117) легко усматривается, что

І±т±пт0 _ . . . . . . . (118)

Справедлива и обратная теорема: все точки, которых рассто
яния ро, 91 и 5,2 от некоторых трех постоянных точек связаны соотно
шением вида:

1р<›±1т1р:±11911 О,

причем 1±пт±п:0. лежат на циркулярнон криво/1 3го порядка.
Действительно, рассмотрим такую задачу: найти ге0.не/причеєкое

место точек, чтобы сумма произведений расстояний каждой из них
от трех данных точек на некоторые постоянные множители равнялась
нулю.

Пусть искомая точка будет М(ху) (черт. 33), а данные точки
О, М н Р. Выберем оси таким образом, чтобы точка О была в начале
координат, а ось Х прошла через точку Р. Тогда координаты 0 будут
(0,0), а координаты точки Р (а,0). Координаты точки 1\1 обозначим
через с и (1. Согласно условию задачи, мы будем иметь:

1.0М їп1М1\І ї~п .МР=0,
ГДЄ 1, 111 И І1 НЄКОТОРЫЄ ПОСТОЯННЫЄ МН0)К1/П`Є.'1И.

7 «У

/(КМ //5%

О
1 _рт тв

Чертеж 33
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В ТЗКОМ СЛУЧЗЄ УРИВНЄННЄ НСКОМОГО ГЄОМЄТРИЧЄСКОГО МЄСТЗ МОЖЕТ
НЗПНСЗНО 'ГЭКИМ Обр?1З0МІ

Цхї уї тп( (х~с')2 (у~11)2 п(1_х›~~а)Ч ' уї . О. . . . (119

Освооодим ураинснис (119) от рєщикалоп

1(,хї Ё уї п( (їх ›у›' у' . 1п\(х*~с)ї (уі(1)'3 (1201

Возвс;1н и квадрат обо части равенства (1201, находим

1 ›~›~±и=«т1×а>›1 гтти2~ч«(×°~иут(›1~:×' ат у>1~~ч›<~с»* <у~<1›т
Хединясм радикактз

1( «х= у*)[(х~1111* 7у*1;.;пт=[(х. су = ту .с1)=]_11*(хї у:)* п*[(х а)*Ёу*]<121)

По освобождтнии от радикгша п группировка членов (121) уран~
иснию можно придать с.че11утоший вид:

('і2пї1ї+2т`'1=›2п1#п`1 1п*~~~1*1:1')(хї у1)1 (2п1ї1ї(а*«~2нх)~2п'(аї 2ах)~^

:2п›*(сї.<11 Зсх 2<1у) 2п1111(сї.<11_.2схЁ.ї2(1у› 2т”пї[с2 <12_^2сх_~2(1у)
(__га” ~2ах)11(х* у1)~~п1*(с1 от 2сх~2с1у)2 п'(а1~2ах)1 ; 2т111(с* гб* ~

2сх ~~2с1у} 1 2тп1п=.<с# <1ї 2с×_~2<1у~(а1 /2г\х):тП. (122)

ьж = 1~>=›

АІЄСТІ1
ртвщнис ( _› и будсг урпвпсписм искомого теомьггрического

. Оно представляет собою бтпшркулярнуто кривую «1»то порядка
(5 10, глава 2эт).

Іїициркулярнни кривая (122) переходит 3 циркуцтярную кривую
Зто порядка, при условии:

2п*`1* 211121* 21ттїт1'4_~1т1' 1*эт* 0 . . . _ (123)

Условие же *ІЁЗ1 можст быть персписано в такой форме:

(1 5 тп и)(тп п1)(п 11 ~1п)(1дт~п)т О , _ . 1124)

Уравнение (124) и показьшатут. что п случає

117 тп › 110

искомым геомєтричсским мсстом является дьєистнительно циркулярная
кривая. Обратная теорема На/т'а, таким образом. доказана.

Н. /*(111/'<> в замсткс, помсчпсииой и Хоп\*с11с~ы Аипаіез (16 Маі11. (3)
1889 т., стр. $118, показал. что всякое коничсскос сечении, прокої
цящее через чстыре концикличсских фокусы циркулярной кривой
15то порядка, имеет свои собственные фокусы па этой же кривой.

5 11. Если пиркулярпая кривая имеет узловую или изолирован
Ну10Д_НОИНуК)'ГОЧКу, '1`О Н К 'ГЭКНМ КрИВЬ1М'1`€ОрЄМ21 ПРСДЫДУЩЄГО ПРИ
менимг1.Ро.тп, ис11ост:1к›1што трстьыо фокусактакие кривые имеют толь
КО ДВ
ТОЧК21

Тсорсма может оытт. Спгз труітгт ,їокизаии при п0.\\0ІЦи чисто
1`С01\«1Сї

Пусть (_› (черт. 34) бу:1<~т удзтопгы точка кринои, буквы Ѕ и Н
пусть
извол

а встисствснпых обыкпоныяиых фокуса 5 (3, тп. 2я играет узловая
кривой.

трическщ сообрз:«кениі1.

обозиачатот сс обыкновенные иыцєствснные фокусы и М про
ьную точку данной циркулярной кривой.

7



 Докажем,
соотношением:

Т~ 126 
что отрезки ЅМ, НМ и ОМ связаны следующим

І.ЅМ~}~1п.НМ=п.0М, где 1, тп и п

СУТЬ НЄ КОТОР ЫЄ ПОСТОЯННЫЄ.

Тр~кИ ОМЅ и 0М1Ѕ1 подобны, ибо

' 0Ѕ.0Ѕ1т0М.0М'=1<2,

Следовательно ьгОМ ОЅ'

ЅМ Ѕ'М1 Ѕ*М1 05
Далее находим ОМ ~ : ОЗ] = ~~(125), так как

ОЅ . 0Ѕ1:к°; Ѕї, Н1,М1

ТОЧКИ ИНВЄРСИОННЫЄ ПО ОТНОШЄНИЮ К ТОЧКЗМ

Ѕ, Н, М.

“І

д/\ /=

/.\_ //І ~' \
,5 Ъ \%;/і *її ///

Чертеж 34 ~

2абольшая ось конического сечения. Точно также найден для вто
рого фокуса: ~

нм н›м› н1м1.он _
ОМ А ОН]  Ц (12<›),он.он›е1<

Из (125) и (126) легко получим:

" зм нм ом не о

' ЪЅ* ІІЁ ї (Ь1М1:ў_ НІМІ) . .

!



~ч 127_.

Но так как точка М1 лежит на коническом сечении, фокусами
которого служат точки

Ѕ\ и Н1, то Ѕ'М*±Н1М1=2а и (127)

СООТНОШЄНИЄ МОЖЄТ бЫТЬ ПЄРЄПИСЗНО ТЕІКІ

(Л

Ё
,6~

ФЬ4

\ г 1г за .

 нм ± =ом. _, . . (128)
[ 1 он! К.

, .

Обозначив 1 через І + 1 ~черезши 2д через
п мы н получим

ОЅ ' "ОН К” '

искомое соотношение:

1.ЅМ п1ІІМ п.0М.
Из (128) можно сейчас же получить еще одно соотношение

между расстояниями какойлибо точки циркулярной кривой от двух
ее фокусов и двойной точки.

Обозначив буквою К вершину кривой (5 10, гл. І), мы видим из
чертежа, что точка К есть инверсионная по отношению к вершине
конического сечения 01 (в этом нетрудно убедиться и простым вычи
слением), значит 01<.001 І<2 или 0К.2а ~1<**, откуда

' 2** _1ток*
2аподставив полученное выражение И в равенство (128), мы и получим

искомое соотношение: '

ЅМ НМ ОМ
А; _ . (129)05 ОН ОК

5 15. /1на.«1лагматические кривые.
Мы видели, что вследствие инверсионното преобразования поря

док уравнения кривой, а след. и сама кривая изменяются. Только
окружность после любого инверсионного преобразования переходит
в новую окружность. Уравнение, а след. и вид кривой существенным
образом зависят от выбора полюса инверсии.

Если мы общее уравнение циркулярной кривой (ось ОУ взята
параллельно вещественной ассимптоте кривой):

х(х1'›у2) Ахї _Вху Су* ҐІЭхн Еу Р 0 . . (130)

подвергнем инверсионному преобразованию по формулам:
даёт рвут

Х Х12 уж: у х1а~у12 '

то мы получим такое уравнение:

*ї1?<'ь._ёЩ<:2РВ***:і*З" С*<'У'Ё 91%) ВШ* Р .0 _ (131).х у~) х' ну”

Освободин урие (130) от знаменателя, перепишем его так:
Е(х12,:__у12) .1(›$(АХ12_Г__ВХ1у1 ҐСУІЁ), ,,,І<2([)Х1 _Еу1) (ХП __у12)_ ___|(!$х1;;:О
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Это уравнение так называемой бягциркулярнохї кривой 4го па
рядка, если только Р Л, т. е. если центр инверсии не лежит на данной
кривой.

Если центр инверсии лежит на данной ниркулярной кривой,
а хотя бы одно из количеств І) или Іі не равно нулю, то уравнение
(132) будет уравпениен ниркулярпой же кривой 3го порядка

ШХ* Ёу')<Х“ 3*) Ьї`(Ах1* Вх*у1 Су11) к*х*0, (133)

которая будет отличаться от данной своей формой и положением
относительно координатных осей.

ЕСЛИ її 0: 13 0 Н Е 0, т. е. пентринверсии совпадает с двойной
точкой данной крпвойтсм. ё 23. главы І), то ее инверсионнымпреобра
зованием будет коническое сечение, проходящее через центр инверсии
(ё 10, глава 2). їїго уравнение будет:

Ах” Нху' Су” І\їх'_.О . . . . _ . .(134')
Рассмотрим теперь подробнее вопрос о том, в каких случаях

ниркулярная кривая, при ее инверсионпом преобразовании переходит
снова в циркулнрнуто кривук›.

Кривые, не изменяющие своего рода после нпверсионного пре
образования их, назовем а.маг.ш1/шшнымн.

Если кривая аллатнатнчна относительно какогонибудь полюса, то
можно всегда выбрать модуль инверсии так. чтобы после преобра
зования нолучилась кривая, тождественная с данной. назовем такую
кривую ана.1.шг.1ттнчншї ти/1›.2.іт:<~› не измеияю).

Например, строфоида урие 473) ё Н, главы 2~й

(Х 2н›Нх1^уї) шїх О . _ . . . . (135)

аллагматнчна по отношению к ее вершине, т. е. при всяком инвер
сионнои преобразовании уравнения (135) (оно отнесено к вершине
кривой, как к началу координат), мы получим новую строфоиду.
Действительно, после ннверспонпого преобразования урип (135), мы
будем иметь:

Ё” эт _,1" "ҐШ1_е\ 0. . (136)Х1_ уї. Х1. УІ1 \<1__ У1;

после нес.то›кных преобразований получаем окопчателытое уравнение
строфоиды:

1 ЗМ 1 Юхї
і 1ьхъ мух» ддт .Ш2,; о _ (137)

или тк* 2н›*).(х1ї уїї) ш'ї.х*:<=0.

1~;к~..н К. . . . изв;
П\

..Ч€ГК0 НИДСТЬ, Ч ГО КОЭффНІІ_НСН'І`ЬІ ІІІ И ІШ СВЯЗЗНЫ С0ОТН0ІІІсЁ!іИСМ
ннверсии:ннп1 І<1

`* Если взять модуль инверсии равным ш, то уравнение (138) будет
тождественно с уравнтнием Н35» преобразование будет в этом случае
мналлагмптлчным,

пр€ОбрЗ3ОВШШи последнето рода впервые были раССМ0ТрЄНЫ
французским математиком Моніакїом, который изложил их свойства
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и условия аналлагматичности кривых в ряде сообщений, напеча
танных в Виііеііпэ бе Ѕосіёіё Рйііотаїіцие бе Рагіз за 18621864 годы.

Некоторые сведения по этому вопросу помещены также во
2м томе ,Тгаііё <1'А'па1у5е“ Н. Ьаигепї и в упомянутом вё 25, гл. І,
мемуаре І)агЬоцх.

В основе теории аналлагматик лежит теорема Мопіагсїа: Всякая
аналлагматика есть огибающая семейства окружностей которых
центры описывают данную кривую, называемую деферентной и кото
рые ортогонально пересекают данную окружность, называемую
направляющей. Центром последней должен быть центр инверсии,
а радиус ее должен равняться модулю инверсии в случае аналлагма
тачности преобразования.

Для доказательства этой теоремы предположим, что
/(а,$)=О _ . . . . . . . (139)

есть уравнение деференты (черт. 35),
х2~;«у2:к2 . . (140)

СЭ/У

Ю И//теж/' ' \
аў/\~ \" ,/ “Є к

ті
 `\__ 006

х \ї5<;@
У \

до

›.\
\\. =\._ .//\_`__;\/

Чертеж 35

УРЗВНЄНИЄ НЗПРЗВЛЯЮЩЄЙ ОКРУЖНОСТИ, 8

<×«›2+<ув›2:н2 . . . . . . _ (141)
~уравнение окружностей, огибающей которых будет искомая кривая.
Условие ортогональности (139) и (140) будет очевидно

ь2е+@2:ос2:н2+к2 . . . . (142)
Следовательно

а=+$2Вгїіяг; . . (143)
9. Працн БДУ М 1718.
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Уравнение (143) в силу (141) может быть написано в такой форме:

х2+у22(о:х(Ву)11<2=0 . . . . . . (144)

Для получения уравнения огибающей надо исключить параметры
а и В из уравнений

х?їгуї2(о:х{Ву)}1<2:О . . (145)

2х2у%Ё:0 . . (146)

їа, :0 . , 1( 13) (47)

Из (147) <1$_ да
На _ дї тогда (146) получит вид:

дё
ді дҐ_х.дБ 1у дЁ~0 . (148)

Дадим уравнению (145) такую форму:

2 .±'і~~~; 23 . Ёі±:1, . 149
аХ*+у1+1< + ^ ×*~:~у*+1<= ( )

а (148) перепишем так:

Х 'ді у д/“_
><2+у2+›<2 1дз]+×2+у*+1<2 ' 1011” ' (150)

І/Із (150) далее получаем:

Х ЁІ
х2{у21К* да

___і' _
_1

і* :ї . .

Х +у2 ~ дэ

ибо В есть функция от а в силу уравнения (147). Выразив

входящие в уравнение (150), через одно ее и определив о: из уравнения
(151), окончательно получаем:

И х у 51
«:~› 4~:;ї›~.;«~: г . . . . . 152

ьсх+у~+1<~ Х+у+1<~: ( )

Подставив найденное выражение а из (152) в уравнение (149)
[в котором В заменена функцией от их из (147)], мы и получим урне
огибающей окружностей (144) в виде:

Рїіц *_У і0 (153)
\Х2+У2+1<* ХЩГУЫГЮ Ґ* ' ' ' `

Это и будет уравнение искомой анал./шгма/пики.
Для того, чтобы показать это, преобразуем уравнение (153) к но

лярнои системе координат по формулам: х_;/.соз0 у:р.зп0, тогда оно
примет вид:

Ґ 0 15110Ь, Йрсоз _,, О 4 054
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Преобразуем последнее уравнение по формулам инверсин:

{/(;ІіІі2
после ЭТОГО ПОЛУЧИМЁ

ьіід

[Ки КЗ
|~~~ сов0 н $116

01 01 'Р І 1

5)*“і"__" *1 :0 . . . . 1”К: 144 ( 0

\р12 І РІЗ

Разделив числителя и знаменателя каждой из дробей, стоящих
под знаком функции в урии (155) на кг и умножив их на рїї, мы и
получим

І 1 ( 1 О 1р сов; р зп1=!К,+рШ › К2+рш)_о _ . . . . . (156)

Уравнение (156) показывает, что полученная кривая (153) дей
ствительно аналлагматична. Теорему Моціапїа можно считать дока
заннои.

5 16. Если за деферентную кривую возьмем параболу, то анал
лагматикой будет тогда циркулярная кривая Зго порядка.

Действительно, если уравнение (139) возьмем в форме:

32222131

то уравнения Ё 15 примут следующий вид:

« __З*__,__ ”_7_,_, _21_ХЧ_уЧ_К2 1Г12р«.хцуЧ_К,_1 . . . . (157)

(їхру:0 . . . . . (158)

$2__2ра . . . . . . . . . (159)

после исключения из них он и В получим уравнение:

х(х22у2)+1<2х3р.у2:0 . . . . . (160)

т. е. уравнение циркулярной кривой.
Предложение, высказанное в начале этого 5, непосредственно

вытекает из сравнения теоремы Моп'кагс1'а с теоремой о двояко каса
тельных окружностях циркулярной кривой. Парабола центров и есть
деферентная кривая Моп±аго'а в этом случае. Отсюда заключаем, что
циркулярные кривые являются частным случаем аналлагматических
кривых.

І/Із кривых 3›го порядка только циркулярные кривые обладают
этим свойством. Для того, чтобы кривая 3го порядка была аналлагматич
ной, необходимо, чтобы старшие члены ее уравнения имели множителя:
х21у2, ибо только в таком случае возможно сокращение членов урав
нения на квадратичный множитель: хїїдгу” после инверсии и сохра
нение вследствие этого порядка уравнения относительно х* и у1.

Существует общая теорема, что аналлагматиками могут быть
лишь те кривые, какие проходят через круговые точки плоскости. Это
сводится к сказанному выше.

5 17. В 5 10 главы І было показано, что если через вершину К
циркулярной кривой проведем ряд прямых линий (см. чер. З), то про
изведение отрезков, отсекаемых на каждой из них данной циркулярной
кривой,постоянно.
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Если посмотреть на это предложение с точки зрения инверсии,

то можно сразу заключить, что всякая циркулярная кривая аналлаг
матична по отношению к ее вершинам, ибо точки инверсионные точ
кам кривой снова лежат на кривой, если вершина кривойполюс
инверсии.

Так как циркулярная кривая имеет вообще 4 вершины (см. чер.
11 и 13), то она будет аналлагматична вообще по отношению к четы
рем центрам инверсии.

Сейчас мы покажем, что эти центры или полюсы инверсии лежат
на кривойи суть точки касания четырех касательных к циркулярной
кривой, параллельных ее вещественной ассимптоте.

Если кривая имеет двойную точку, то она обладает двумя или
одним центром аналлагматической инверсии (в зависимости от харак
тера двойной точки: узловой или изолированной, или точки возврата).
Если кривая с двойной точкой имеет ось симметрии, то у нее будет
один центр аналлагматической инверсии в случае узловой или изоли
рованной точки, и ни одного центрав случае точки возврата.

Для доказательства этих предложений заметим прежде всего, что
полюсы аналлагматического преобразования совпадают с центрами
направляющих окружностей [уравнение (148) 5 25 главы Ій].

Рассмотрим уравнение циркулярной кривой, отнесенное к центру
одной из направляющих окружностей как к началу координат.

Такой вид уравнения был получен в 5 28 главы Ій уравнения (167)

×<×2+у2›+<А+з1<›×2е<А+1<›у22,2;×у+г2×:<›
41

Произведем в этом уравнении инверсионное преобразование по
формулам

І2х1 Ґ2у1

Х~;п1ду1; И У~;дїўп
где градиус направляющей окружности.

После некоторых упрощений мы найдем:

×1<›=1=›+у~>1<А+з1<›×~+<Ав<›у12~,;Ёд×1у1+г2×1:0 . <1@1›

Уравнение (161) показывает, что инверсионное преобразование
будет аналлагматичным, если 1) центр инверсии совпадает є центром
одной из направляющих окружностей, и 2) модуль инверсии равен
радиуєу этой окружности. При произвольном модуле преобразование
будет аналлагматичным. Значит число полюсов аналлагмат. преобра
зования зависит от числа направляющих окружностей. Центры направ
ляющих окружностей, на основании 5 31 главы 1й, совпадают с точ

Е Оками пересечения гиперболы: у(х1А): __2 С даннои кривой, а эти

точки пересечения, как показано в ё 31, суть точки касания касатель
ных к кривой, параллельных ее вещественной ассимптоме. Таким обра
зом справедливость предложения, высказанного в начале этого 5, под
тверждается. Соображения 5 33 подтверждают остальное.

Необходимо только заметить, что число полюсов аналлагмати
ческой инверсии может быть и меньше числа направляющих окруж
ностей или числа точек пересечения гиперболы 5 31 с циркулярной
кривои: исключаются центры направляющих окружностей, совпада
ющие с двойной точкой кривой. В этом случае радиус таких направ
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ляющих окружностей равен 0 (5 28 'гл. І) Следовательно и модулв
аналлагматической инверсии обращается в нуль, т. е. инверсия стано
вится невозможной. Формулы ее обращаются в:

` Х:0
у=0

и уравнение инверсионной кривой (161) обращается в этом случае в
тождество: 0:0.

_; /
Ц _/

уж //\\ гг ,//
Бад 0

Х\
«+1»не а

/”
 ХІ
\\\//2

/.

_. ...___ /Ё
/ `\ .\

І н ~ 1

\
к\ °\, \ _/.

Чертеж 36

На чертеже 36 начерчена гипербола 5 81 для кривой:

×(×*+у2)+×2+4×у+4у2=0
приведенный в качестве примера в 5 34 главы Ій. Эта кривая имеет
только один центр аналлагматической инверсии К, ибо кривая имеет
точку возврата.

Таким образом для нахождения координатцентров аналлагмати
ческой инверсии достаточно найти решения системы уравнений

ным:Ё
Е2

(х1А) (х3~{еАх2~{ІЭх~дР)Ё : О
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и взять те решения этой системы, которые не совпадают с координа
тами двойной точки данной кривой.

Если кривая имеет ось симметрии (напр. ось Х), то Е::О, и ги
пербола 5 31 в этом случае распадается на пару прямых:

1) х І А;:О и 2) у<О. Первая прямая представляет собою веще
ственную ассимптоту кривой (общую с ассимптотой гиперболы). Она
пересекается с кривой на </> (Координаты главной точки в этом случае
будут 5 6 глава І: х:±А; у;:</>), и система (162) не дает для у опре
деленного значения. Вторая прямая у;0 пересекает кривую в центре
аналлагматической инверсии.

Ж

їс
'\\Хчё*

.,//
//” /

Чертеж 37

Если кроме того кривая имеет двойную точку, то прямая у: 0
должна проходить через нее и следовательно пересечь кривую еще в
одной точке (в случае узловой или изолированной двойной точки),
которая и будет единственным центром аналлагматической инверсии
для такой кривой.

Если двойная точка кривой есть точка возврата, то прямая у>;0
должна касаться кривой вэтой точке, имея три общих точки с кривой
в точке возврата, прямая у:0 более не пересечется с кривой, и сле
довательно в этом случае циркулярная кривая вовсе не будет иметь
центра аналлагматической инверсии.

5 18. Рассмотрим пример для пояснения соображений предыду
щего параграфа.

Возьмем циссоиду Диоклеса (черт. 37) и найдем для нее
центры аналлагматической инверсии. Уравнение циссоиды, отнесенное
к ее центру как к началу координат, будет 5 11 глава 2я уравне
ние (63):

(хЗа) (хї¦~уї) і Заїха=*:~›_О
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Найдем центры ннверсии. Система (162) в нашем случае дает та

кую систему уравнений:
у(хЗа);Й0. _ . . . . .(1бЗ)

(хЗа) (хз3ах2+3а2хад* _
или

(×_за)(×_а)=мо. . . , . 4164)

Решаем уравнения (163) и (164):х, За у,:;8' Точки пересечения

нет. Ассимптота ЫІ. не пересекается с кривой на конечном расстоянии.
Вторая прямая: у::±О пересекает кривую только в одной точке О

трикратно: х2:х;гх,: :.а; уг:у,;:у,т0. Но эта точка есть двойная
точки (возврата) данной кривой. Следовательно центры аналлагмати
ческой инверсии наша кривая вовсе не имеет. Это вполне согласуется
со сказанным выше. (Ось ОХ есть ось симметрии нашей кривой).

Для второго примера рассмотрим строфоиду. Ее уравнение (511
глава 2я).

(х [~2т) (хїеі у2)е~}~п1їх:0

НЗЙДЄМ ЦЄНТРЫ ИНВЄІЭСИИ, ПО ОТНОШЄНИЮ К КОТОРЬІМ КРИВЗЯ ЗНЗЛ
ЛЗГМЗТИЧНЗ. СИСҐЄМ8 УРНВНЄНИЙ ДЛЯ ИХ ОПРЄДЄЛЄННЯ В ДЗННОМ СЛУЧЗЄ

_ будет: у(х ` 21п):0 (гипербола, проходящая через середины хорд па
раллельных вещественной ассимптоте кривой), и

(х}2т)(х” 2 2тх2': т2х);›О
или

х(х~} е 2111) . (х+т)2:0
Корни последней системы будут:

а) х1;0 } начало координатцентр аналлагматической ннверсии.

У1:0
6) хз:2т І нет определенной точки пересечения.

› 0
2У її І

с) хз:хе,:пт }двойная (узловая) точка кривой.

УЗ:У1:_0
\

Таким образом, вполне согласно с теорией, кривая (строфоида)
ЗНЗЛЛЗГМЗТИЧНЗ ПО ОТНОШЄНИЮ К ОДНОМУ ТОЛЬКО ПОЛЮСУ ИНВЄРСИН

›› началу координат.
” Действительно, преобразовав уравнение строфоиды '

(Х%2П0(×”%УЧ~%И”Х==0
по формулам:

х:±:/ЁЁЁ Ди у : ШЁУІ (радиус направляющей окружности для
Х12_.% ,у12 х124і_у12

корня к±О равен пт см. 5 11 глава 2ая), мы получим:

1п2х1 _ т* т4 т4х1
3;т±д;у12 "ддтьдьув т " 2*”  3д±;рі5;;ъ*1 `;1э;ўтэ=0
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после упрощений:

(2т~¦ х1)(х12~Ё_у12){~т2х1::0

Уравнение тождественное с предыдущим.
В виде Зго примера рассмотрим кривую, помещенную на черт. 36.

Уравнение этой кривой, отнесенное к ее центру С (см. ё 34 гл. 1),
будет:

_4

І\Э`,4

ьіы

,__;`

><
1:

, 1 , 23 125____[х +у2 Ітдн Х16у+~8е*е_0

Для нахождения требуемых полюсов инверсии надо найти точки
пересечения кривой с гиперболой, начерченной пунктиром: Точки эти
найдем из уравнений

І 11\
у|х*~і Ё! 18 . . (165)

1

___.

Ё*

юІІ
___.

її?

>€
»#1

ютЁ
жў

*>8
Ё* дд

1››

00К)
с̀п

\_і_Іі

Й ч Й: ч Й* в4_о

ПОСЛЄДНЄЄ УРЗВНЄНИЄ МОЖЄТ бЬІТЬ ПЄРЄПИСЗНО В ТЗКОМ ВНДЄї

.М 3`Ё:о ._ _ .. . . абы

Ы_

><

Ю5
~_ї...

›`

91

ко:

Из (165) и (166) находим:

13
а) хії *Ё у1ї°_8

Эти координаты принадлежат точке К центру аналлагматической инвер
сии и центру направляющей окружности, начерченной пунктиром.

3 .

Ь) х2:Х:::х~1 : 'ї' Уз:У:;:У1'***2

Этот тройной корень системы (165) и (166) дает точку 0точку
возврата нашей кривой, в которой гипербола, иачерченная пунктиром,
пересекает и касается кривой. Эта точка, как сказано выше, не есть
полюс аналлагматической инверсии. Перенеся начало координат в
точку К (оси У, КХ1), мы преобразуем уравнение кривой следующим
образом:

х1 (хтї 1 у12)14х1'1у1ї16 хт. у1+125хг~~ 167)

Преобразуем уравнение (167) по формулам инверсии (радиус на
правляющей окружности равен \/125 (см. 5 34 гл. І).

Формулы преобразования будут:

Х 12524 61* х12_)_у12

125у1уї: Хх2__1_у12

После преобразования уравнение (167) примет вид:

125х1 1252 И 125 їх” 125.2у12 16.1252х1у1р,_ 1252.х*
Х12 ї_у\2' Х12_;,_у12 '(х12 1_у12)2 Х12+у12 (Х1: ]_у12)2 « хп у12“” '
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после упрощений находим:

х1(х11ўуїї)14х*2у”16х.1у*+125х1.>_0.
Откуда и видно, что кривая (167) аналлагматична относительно

точки К.
5 19. Отметим еще несколько свойств циркулярных кривых, свя

занных с инверсионным преобразованием. Мы показали в 5 17, что
циркул. кривая вообще аналлагматична по отношению к 4м центрам
инверсии.

Докажем теперь следующее предложение: если соединил прямы
ми любые три центра инверсии цир/сулярнои кривой, то четвертый
центр совиадет с ортоцентром треугольника, нолучившегося при
этом соединении.

Это предложение можно доказать при помощи гиперболы 5 31
главы 1.

Предварительно укажем только лемму, необходимую для нашего
доказательства.

Из основного курса Анал. геометрии известно, что во всяком
пучке кривых 2го порядка

Ѕ ' 7~Ѕ,:0,

где Ѕ:АхЧ2Вху 1 Су”}2ІЭх+2Еу 1 Р, и

Ѕ1::А1х'Ё 2В,хуІ С1у”+2ІЭ,х+2Е1у1 Щ, а Ипараметр пучка, всег
да имеется одна равносторонняя гипербола. Написав уравнение пучка
в раскрытом виде, получим для определения 2, уравнение Іой степени:

А$7. А1 ` С ),С1:О,

которое и даст требуемое для равносторонней гиперболы единствен
ное значение >.. Исключение представляется лишь в случае А С::0
и А,іС,=0, тогда Х становится неопределенным, и все гиперболы
пучка будут равносторонними. След. в пучке, в котором основные
кривые суть равнобочные гиперболы, все кривые пучка также равно
бочиые гиперболы.

Отсюда и получается не
обходимая для нашего доказа
тельства лемма. Все ранносто сўг)
ронние гиперболы, описанные
около треугольника, проходят
через ортоцентр этого тре
угольника.

Доказать эту лемму не
трудно на основании сказан
ного выше, если принять в
соображение, что всякая пара
взаимно перпендикулярных
прямых может быть рассма Ё /

_®о

“яее /_\.

у/*С"
_/

Съ

Ё
триваема, как равносторонняя '

гипербола,слившаясясосвоими
ассимптотами.

Опишем около Т523 АВС
(черт. 38) равностороннюю ги Чсрте››<з8
перболу. Предположим, что эта
гипербола пересечет его высоту ВІ* в точке ІЭ. Тогда всякая линия
2го порядка, проходящая через четыре точки А, В, С и І), должна
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быть равностороннсй гиперболой, так как через А, В, С и П уже про
ходят две равносторонние гиперболы: проведенная нами и система двух
взаимно перпендикулярных прямых АС и ВІҐ (их можно принять за
основные гиперболы пучка).

В таком случае и две другие прямые АВ и СЕ, проходящие че
рез эти четыре точки, должны давать равностороннюю гиперболу, т. е.
быть взаимно перпендикулярными. Значит СІ) есть вторая высота
треугольника АВС и след. В есть его ортоцентр. Лемма доказана.
Если теперь припомним, что центры инверсии циркул. кривой лежат

, Е
на гиперболе: у. (х А): _ 2, которая равносторонняя, то становится

очевидным, что, соединив три какихнибудь центра инверсии прямыми,
мы получим треугольник, ортоцентр которого будет четвертым цен
тром инверсии. Доказательство этого предложения занимает лишь не
сколько строк. В такой форме, кажется, оно не было еще указано.

При помощи того же чертежа (38)нетрудно чисто геометрическим
путем доказать, что касательные к цирк. кривой в центрах инверсии
параллельны ее вещественной ассимптоте.

Точки А, Е. ІЭЁ лежат на циркулярной кривой, но они также ле
жат на окружности, описанной на АВ как на диаметре (д{Е и Д: пря
мые). След мы можем применить теорему Ескпагсіїа 5 8 гл. І: окруж
ность, проходящая через две точки: А н Р циркулярной кривой пере
сечет ее еще в двух точках Е и І) продолжение прямой ЕІЭ пересечет
кривую в точке С; продолжение прямой АР пересечет кривую также
в точке С; прямая, проходящая через две эти точки пересечения (сов
падающие в одну)параллельна вещественной ассимптоте кривой со
гласно теоремы Ё 8 гл. І. След. касательная к циркулярной кривой в
центре инверсии С ее параллельна вещественной ассимптоте кривой.
Таким же способом можно доказать, что касательные в остальных
центрах инверсии параллельны вещественной ассимптоте кривой.

5 20. В связи с предыдущей докажем еще такую теорему: осно
вания высот каждого из треугольников, имеющих вершины в трех
какихлибо центрах аналлагмаптическои инверсии также лежат на
этой кривой.

Для доказательства этого предложения обратимся к чертежу 38.
І/Із него видно, что ТШ СЕВ и СІЭ6 подобны. Отсюда напишем:

ЁЁ*:~%Ёйили вс. со:со.св . . . (изв)
1

Точно также подобны Тки СЕА и СІЭР. Из их подобия получим:

~%І%~:: ,или СЕ.СІЭ:АС.СР . . . (169)

Соединив (168 и 169), напишем:

СВ.СО:СЕ.СІ);АС.СР. . _ . . . . (170)

Но точка С есть вершина циркулярной кривой, точки В, А и О так
же лежат на этой кривой на основании 5 19.

Если вспомним теорему 5 10 главы І, то можем написать:

СВ.СС3<=СЕ.СІЭ~:СА.СІ<`. _ . . . . _ (171)

где точки О, Е и Р должны лежать на циркулярной кривой.
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Сравнив соотношение (171) и (170›, мы видим, что они тожде

ственны,следовательно основания перпендикуляров О, Е и Р действи
тельно лежат на той цнркулярной кривой, вершинами которой служат
точки А, В, С и ІЭ.

Чертеж 39 показывает, что точки Е, (} и Р лежат на кривой. На
чертеже 39 перечерчена кривая чертежа 9. А ее главная точка, АВ
вещественная ассимптота. Прямые аЬ, со, еї и 911 параллельны ве
щественной ассимптоте АІ). Они касаются циркулярной кривой и дают
в точках прикосновения К, Ь. М и І\І четыре центра аналлагматиче
ской инверсии. Треугольник КЫЧ, проходящий через три из них, имеет

ад.. _ ____ Ё! 35 т,д...ь_Ё

\/'І _

//0 шее//5 _.,.._._...__ў

Ё

Ы

сд/1/_

їд,`
їпгр/

Ё:1'її4”31%*
“М,___..

/"\І
_“`\_
\\

і

Чертеж 39

свой ортоцентр в точке Мчетвертом центре инверсии, как видно из
чертежа: (З, Е и Р основания перпендикуляров из вершин Т53 КЫ\І
на его стороны. Пунктиром начерчена гипербола. дающая в точках
пересечение с кривой 4 центра аналлагматической инверсии. Одна из
ее взаимно перпендикулярных ассимптот совпадает с вещественной
ассимптотой циркулярной кривой АІЭ. Пунктиром с двумя точками на
черчена окружность 9 точек Эйлера. ,Ѕцентр этой окружности.

Оцентр описанной около ТКИ І\ІКМ окружности.
\/точка пересечения касательных к циркулярной кривой в точ

ках Е, І* и Ст. В данном случае точка \/ совпадает с точкой А.
5 21. На чертеже 40 начерчен так называемый круг девяти точек

Эйлера. Он строится следующим образом: возьмем некоторый тре
угольник АВС и найдем центр описанной около этого треугольника
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окружности 0. Найдем также ортоцентр треугольника АВСН. Разде
лив отрезок ОН пополам, примем его средину М за центр окружно

ОА ОА
сти радиуса, равного ~ 2 . Описанная из точки М радиусом  9

окружность и будет окружностью девяти точек Эй/гера. Она дей
ствительно проходит через 9 точек: 1, З, 1основания высот Т~ў<г АВС,
а, Ь, с средины сторон АВС и р, (1, г средины расстояний ортоцентра
треугольника АВС от его вершин.

\\
М

_/

1%

\Д
3*€ў?ї,`\

///'/`
Ж

_,

ъў*Ж

Й ,/в
ад*

“Ё”К

Чертеж 40

Действительно, отрезок Мр,
соединяющий средины М и р
сторон ОН и НА треугольника
ОХА, параллелен основанию
его ОА и равен его половине.
Значит окружность (М) пере
ходит через точку р, а сле
довательно и точки (11 и г.

Из элементов геометрии
известно, что высоты треуголь
ника АВС, суть перпендику
ляры, восстановленные из сре
дин сторон другого треуголь
ника АІВІСІ, получаемого про
ведением через каждую верши
`ну данного ТКа прямой, па
раллельной противолежащей
стороне его. Треугольники
АВС и АъВ1С1 подобнысмоду

лем подобия равным 2. Отрезок АН, рассматриваемый как принадле
жащий ТКУ А1В1С1, будет вдвое более отрезка Оасоответствующего
ему в треугольнике АВС. Следовательно отрезки Оа и Ар равны, а так
как они параллельны,то ра равен и параллелен 0А.Но рМ:Ма и сле
довательно окружность (М) проходит через точку а, а значит и через
точки Ь и с.

Наконец, так как ра есть диаметр окружности Эйлера (М) и угол
р 1 апрямой, то окружность Эйлера проходит через точку а, а значит
и через точки 3 и 1.

Фейербах показал, что окружность 9 точек касается окружности,
нписанной в треугольник АВС, а также и трех вневписанных в него
окружностей. Мы не будем теперь доказывать этой теоремы, так как
ОН8 НЗМ Не понадобится.

Окружность 9 точек является линией центров пучка равносторон
них гипербол, какой мы рассматривали в ё 19 настоящей главы.

Заметим наконец, что четыре треугольника, образованные соеди
нением любых трех центров инверсии циркулярной кривой, имеют об
щий круг 9 точек.

Действительно, только что мы показали, что круг 9 точек тре
угольника проходит через основания его высот ос, З, ~,› (см. черт. 40).

Но эти точки принадлежат каждому из четырех треугольников,
имеющих вершины в центрах инверсии циркулярной кривой, след. они
имеют общий круг 9 точек.

5 22. Докажем теперь, пользуясь соображениями 5 21, такую тео
рему: Касательные к циркулярной кривой в точках В, Е и Рсм. чер
теж (41) пересекаются в одной точке К, лежащей на круге 9 точек,
который является общим для всех четырех треугольников, имеющих
вершины в центрах аналлагматгшеской инверсии этой кривой.
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Это предложение может быть доказано при помощи чисто гео

метрических соображений. Возьмем треугольник АВС, проходящий
через три какихнибудь центра аналл. инверсии кривой. Четвертый
центр инверсии будет ортоцентром О треугольника АВС. Пусть каса
тельные к циркулярной кривой в точках І) и Е пересекутся в точке
К. Соединим основание третьей высоты с точкой К. Пусть кроме того
касательная к циркулярной кривой в точке О пересечет касательные
ВК и ЕК в точках М и 1\І.

Так как О и Е суть инверсионные точки с точкой О по отноше
нию к С и А, ибо на основании 5 10 гл. І СО СІ):сопзїапз и АО.АЕт
тсопзїапз, то _1КЕО:І\ї0Е 15 2 гл. І сл. 2] и 1КІЭО :1МОІЭ ::1І\ЮС.

ее /\.
. ь \..

ї ё

оч ї

,.@\

д

,г ьХ га /он

Чертеж 41

Следовательно, ДКЕОЙ Ёь _1КІ)О : ДЧОЕ ЬДЧОС : ДЗОС: Д)ОА<
т~:ё~~дІ)АО; далее можно написать:

“19КЕ:%Ё29+1С9Е44559г1^Е0,
т. е. = доке:*Ё4 оАо+4 оовч;довр; долеыоввїъдоов;

д›ов~~~=_дооА;дооА± ЁдоАо; след. двое: ~4 7+,4оАо=

Ю>

Ч; доАо; значит ьдоке: .__дрАо +1 _др@Е:;_доАо +ь_

_ Ё ДЭАО.

Отсюда и находим, что

дш<в±2дпАо.
На чертеже 41 пунктиром с одной точкой начерчен круг Эйлера

для треугольника АВС. Найдем угол [)1<`Е ортоцентрического тре
угольника ПЬР, вписанного в эту окружность. Очевидно угол [ЖЕ
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равен углу І)ЅЕ. Угол же ВЅЕ равен 21ЕСЅ>_;2дОАІЭ. Треугольник
ЕЅС равнобедренный. Если на отрезке ОС, как на диаметре, построим
окружность, то она должна пройти через точку Е (,(ОЕС~прямой),
отсюда Ѕ(Дї:ЅЕ. Треугольники же ВВС и АЕВ подобны. Так как угол
К равен углу Р и оба они опираются на одну и ту же дугу ІЭЕ, то
этим и доказывается, что точка К находится на окружности Эйлера
Тее АВС. Остается только показать, что КР касательная к циркуляр
ной кривой в точке Р.

Для этого достаточно показать, что Д\І0Е`:,1ВРІі (точки О и Р
инверсионны по отношению к В): ВО.ВР:сопїапз).

Действительно, 1ВІ:К ;1ВРС~Ё 1С1*І(:90°{ КК
2

из в в 1**дыог:д1×1ос+дсов=дкрс+(900досв) = до +9о<> 1 ;_

11900 900 ;~ ІЁКЪІЁЅ ~Ч2Р АЕбиссектрисса угла ІЭЕР; ИР ~

с ОЗ: .Но~І2Ѕ*~~ШР ибо ДЭНР +2дІЭСР,так как А ВКС равнобедрен

ный НВ: КС как радиусы окружности, описанной около АКг АПС.

{Следовательно, ДЧОР : 900 дш , т. е. ДЗРК.
~ 2

Значит прямая КРкасательна к цир. кривой в точке Р.

Ё 23. Далее, при помощи инверсии легко доказывается такое
предложение:

Если циркулярная кривая подвергается инверсионному преобра
зованию около центра инверсии на ней самой, то она преобразуется
в новую циркулярную кривую, причем соприкаса/ощийся круг первой
переходит в ассимптоту второй.

Соприкасающийся круг пересекает кривую в трех точках, совпа
дающих в О и еще в четвертой точке М, лежащей на конечном от
нее расстоянии. После инверсии окружность перейдет в прямую, пере
секающую новую циркулярную кривую в конечной точке М (инвер
сионной по отношению к М) и еще в двух точках, совпадающих друг
с другом на ел (инверсионное преобразование начала координат О).

Значит соприкасающаяся окружность переходит в вещественную
ассимптоту инверсионной кривой.

Ё 24. В 5 9 главы І было показано, что если некоторая прямая
пересекает циркулярную кривую в трех точках а, Ь и с, то три точки
а1, Ь1 и с1, в которых касательные в точках а, Ь, с пересекают цир
кулярную кривую, лежат на одной прямой.

Точкой перегиба наз. точка, в которой касательная имеет с кри
вой три общих точки.

Из предыдущего следует, что точки прикосновения трех каса
тельных к циркулярной кривой из точки ее перегиба лежат на одной
прямой.

Докажем теперь предложение: если подвергнем инверсионному
преобразованию данную циркулярную кривую, приняв ее главную
точку А за полюс инверсии, то эта же точка А будет точкой нере
гиба новой циркулярной кривой, получпвшейся после инверсионного
преобразования.
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Для доказательства последнего возьмем уравнение циркулярной
кривой, приняв ее главную точку за начало координат. Такая форма
уравнения кривой была получена в ё 11 главы І. Это уравнение по
раскрытии скооок можно переписать так:

х(х' Ь у”)~і их* дёху ; ~;х›1 ду "О . . . . _ . (172)
буквами 1, З, ї и 6 обозначены соответственные коэффициенты для
сокращения письма.

После инверсионного преобразования уравнения (172) по форму
лам инверсии (при модуле 1<), мы получим:

(^д'х1фдуї) (х12е 1~у1“) ЁеІ<.”и.х1 Е1<“.3.х1у1~{~1<*х1ї0. (173)

Уравнение (172), как и следовало ожидать, представляет новую
циркулярную кривую.

Найдем координаты точки пересечения кривой (173) с осью У.
Для этого надо в уравнений (173) положить х1::›О.
В результате получим:

а.у1==0..............<174)
Уравнение (174) показывает, что в начале координат совпадают

три точки кривой (173). Значит начало координат, или главная точка
кривой (172) является точкой перегиба инверсионной кривой (173).

5 25. С помощью же инверсии доказывается такое предложение
о касательных к циркулярной кривой из главной точки.

«Точки касания трех касательных к цнркулярной кривой, про
веденных к ней из ее главной точки, лежат на одной окружности».

Для доказательства вообразим некото
рую циркуляриую кривую Ѕ и проведем из \
ее точки перегиба А три касательных к ней.
Точки касания а1, аг и ад по предыдущему
будут лежать на некоторой прямой. Сделаем
инверсионное преобразование, тогда получим ` `
новую циркулярную кривую Ѕ1, у которой / )_( ×

касательные (2е свойство инверсии), прове ;_ \_
денные из ее главной точки (в нее перейдет 7 "“ \ : \
точка перегиба первой кривой), будут иметь і 1,
точки касания на окружности (в нее перейдет (\ д 1

после инверсии прямая ат, а2, ад). Это же
І

/
їі ` 1

предложение есть непосредственноеследствие е 1 * '

из теоремы 3ей 5 11 главы 1.

Из той же теоремы выводим, что упомя . 1) _/.
нутая окружность проходит также через / \

/
/_

главную точку и особенный фокус кривой. ` \

5 26. Треугольник ІЭЕР, получаемый от `

соединения прямыми оснований высот дан
ного Ака, называется ортинеским.

Если стороны ортического Ака ЕР,РІ) Черт” 42
и ІЭЕ (черт. 42) продолжим до пересечения
с циркулярной кривой в точках 131, Е* (не помещается на чертеже) и Р1,
то прямые ІЭІЭ1, ЕЕ1 и РР* будут параллельны вещественной ассимп
тоте АЬ циркулярной кривой.

Так как четыре точки 1\І, Р, Е и Р лежат на циркулярной кри
вой, а также и на окружности, построенной на 1\ІР как на диаметре
(д1\І1:Р;)1ЅЕРтсїу), то к ним может быть применена теорема 5 8 гла
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вы І: окружность, проведенная через Х и Р, встретит цирк. кривую
еще в двух точках Р и Е. Прямая ЕЕ пересечет кривую в точке ІЭІ.
Прямая МР также встречает кривую (в точке О). Прямая, проходящая
через эти две точки: ВВ* по 5 8, будет параллельна вещественной
ассимптоте.

Применяя то же к точкам Р, О, Е, М и М, Е, І), Ы, найдем, что
ЕЕ* /;' АЬ и ЕЕ* /А/' АЬ.

5 27. В дополнение
к теореме 5 22 дока/ жем, что точка А
пересечения трех ка
сательных; РА, ВА/ и ЕА (черт. 42) к

І/' цирку/Іярной кривой\' 1,, в вершинах орти
. _ ческого треугольни/ 1 ~\ Ё ка ВЕР четырех тре/ \ _; Ё угольников ее цент

/И,ў_ ' /.><\дм. /1/` ров ўаналлагмати
о 1 ческои инверсии, есть

55 \ главная точка цир
кулярнои кривои.

' \ Точка А, как до/ \ \ казано в 5 22 главы
2й, лежит на окруж
ности Эйлера для

'1ЄРтЄЖ43 треугольника МЫР
центров инверсии.

Окружность 9 точек Эйлера (она начерчена пунктиром) проходит че
рез три точки ІЭ, Е и Г циркулярной кривой. Она должна пересечься с
циркулярной кривой еще и в четвертой точке. Обозначим эту точку
буквою Н. (точка Н. не отмечена на чертеже 42). Соединим точку Н
с точкою І) прямою. Прямая НІЭ, имея с циркулярной кривой две
общихдточки, должна пересечь ее еще и в некоторой третьей точке.
Обозначим эту точку 132 (она также не отмечена на чертеже).

Прямая ЕЕ пересекает цирк. кривую в третьей точке [ЭК
ІІа основании теоремы 5 8 гл. І прямая ІУІЭ2 должна быть па

раллельна вещественной ассимптоте кривой. Но прямая ОЧ) на осно
вании теоремы ё 26 гл. 2й тоже параллельна вещественной ассимп
тоте кривой. Значит точка 132 совпадает с І) и следовательно прямая
НІЭ касается циркулярной кривой в точке В.

Но АІЭ по условию касательная к циркулярной кривой в точке
І). Значит точка А совпадает с точкой Н и, таким образом, доказано,
что точка А лежит на кривой.

Четыре точки циркулярной кривой А, І), Е и Е лежат на одной
окружности (Эйлера). Значит, точки прикосновения трех касательных
к циркулярной кривой из точки А лежат на одной окружности. Сле
довательно, на основании теоремы 5 25 главы 2й точка А есть глав
ная точка ииркулярнои кривой.

Как следствие сказанного можно отметить, что общая для четы
рех треугольников инверсии окружность 9 точек Эй/пера всегда про
ходит через главную точку ииркулярнои кривой.

5 28. Прежде, чем отметить еще несколько свойств окружности
9 точек Эйлера, приведем новый способ образования циркулярной
кривой, основанный на исследованиях Сазеу, а также укажем некото~
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рые необходимые для дальнейшего изложения свойства, так назы
ваемого автополнрного тр<;\/гольникл.

Теорема Сазеу, как будет отмечено ниже, легко может быть
поставлена в связь с теоремой 5 25 главы І. .

Применив исследования Саыеу (7`/'анзасїіопз Коуа! Ігізіъ Аєааїепцг
ХХІ\/ р. 457) о способах образования бициркулярных кривых к част
ному случаю фокального конического сечения (парабол), можно ука
зать следующий способ образования циркулярной кривой 3го по
рядка.

Возьмем какуюнибудь постоянную параболу. (Черт. 44). Про
ведем к ней в какойниб. точке М каєательную, из некоторой посто
янной точки О ощ/єтим на эту каєательну/о перпендикуляр ОТ. От
основания этого нернендикуляра Т отложил по обе стороны равные
отрезки ТР и 7731.

Если кроме того точка Р подчинена условию

ОТ2РТ2 ~д2,

где Є некоторая постоянная длина, то гео.1/етричеєкцм .несто,н то
чек Р и Р* при дет/сен1ш точки М по параболе будет некоторая
циркулярная кривая.

/Ы / _/ Ё ,“ 3.

/
Юн/ Ч ЁЁЅЁ./ Ш _

Чертеж 41

Точку О возьмем за начало прямоугольной Декартовой системы
координат. Координаты фокуса Р параболы пусть будут (_а,~Ь). На
отрезке ОТ как на диаметре строим полуокружность.

От точки О откладываем на ней хорду ОК ад.

Радиусом ТК делаем засечки на перпендикуляре ОТ, получим,
таким образом, точки Р и Р1. Покажем, что геометрическим местом
таких точек будет некоторая циркулярная кривая.

10. Пршхът БДУ Ы 1718.
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Координаты точки Р обозначим через х и у, а расстояние 'ОР

ЧЄРЄЗ Г, ТЭК ЧТО

' г ОР ч\/хї: у*

Проведем Ь`І,, перпендикуляр на касательную ММ, и линию ГЮ
МК. Продолжим также ОР до пересечения с осью симметрии пара
болы н точке Ѕ и ось У до пересечения с той же прямой в точке І).

Из чертежа видно, что

ОТ :ТШ+[ї0:ІҐЬ~ у ГОТР Ш, у СЗОЅ.

но ОЅ: із ; \ІЅ:ГЅ Ѕіп(@90°)<ГЅ.соз@.

Далее Г`Ѕ~ ГІЭІР/ІЭЅ+а~1~Ь.сід (1809) < а _ отсюда ШЅ: 
` * ^ ап; '

І Ьсоз9\ , Ьсозгр~ |а ~~ |соз;~асоэъ ~~~~
\ ЗП? ; ' ` 511?

с Ьсозїъ ' Ь , Ь 1~›сов”0т1ц_ас0Ѕ@ + Ы. _ч го 1±_.ас05; _ __Ё~_ да Щ..
зи; апр зп;

асозоЬзпф.
Обозначив РІ; через р, получим окончательно:

0Т::›расоз;Ьзтр.
Далее имеем:

ОТ2~РТ'1:В2, . . . . . . . . . .(175)
но Р'Г=0Тг, следовательно (175) перепишется так:

ОТ2ОТ2]720Тгг'=8”
или

2г0Т:Б2НЗ. ..._ .. _.. ...(176)
Подставив в уравнение (176) выражение ОТ, найденное выше, мы

получим:
2г(расозфЬзпо)~дїдггг, или по раскрытии

скобок:
гг у 2агсоз*;+2Ьгзпо {~8*› 2гр _ . . _ . . . (177)

Для получения геометрического места Р надо из уравнения (177)
исключить параметры р и 9, определяющие положение определенной
касательной ММ. Как известно длина перпендикуляра р из фокуса па

птраболы на ее касательную равна” Ьдзр где 2т параметр параболы,

а 9 угол этого перпендикуляра с осью х (с полож. напр. ее 9 в этом
случае будет всегда тупым, отчего у 2п1 взят знак ).

тпТаким образом имеем формулу: р:  сб~
зо



~147
Умножим обе части уравнения (177) на г.соо и подставим в него

ВМЄСТ0 р ТОЛЬКО ЧТО ПОЛУЧЄННОЄ ВЬІРЗЖЄНИЄІ

гсоз;[г2+2агсоЅ9+2Ьгзпу+82]7:2тг“ . . . . (178)
но г созо:х; гзпф::у, г2 їх?}~у“ следовательно по переходе к Декар
товым координатам уравнение (178) получит вид:

х(х2+у2)+2ах2|2Ьху+62х+2т(х2|у2):0 . . . (179)
Урие (179) может быть переписано и таким образом:

(х12т)(х2+у2)+2ах2+2Ьху~}62х:О. . . . . .(180)
Уравнение (180), как известно, есть уравнение циркулярной кри

вой. Теорема таким образом доказана.
Уравнение вещественной ассимптоты этой кривой будет: х12т:О

Координаты главной точки:

И 2т~ _ 4т2_а2ХА_ ›УА  25*

Координаты центра кривой по формулам (5 3 гл. І) будут: а
и Ь, т. е. центр кривой совпадает с фокусом параболы. По перене
сении начала координат в центр уравнение кривой примет вид урав
нения 5 5 главы І, ибо ось У параллельна вещественной ассимптоте
кривой.

(х1{~2пта)(х12|у12)(4ат}аг1Ь282)х14Ьту1~}а“+аЬ=
+2та2+2тЬ2о2а:__0 . _ . _ . . . . .(181)

Здесь А212111а; 132%(4ат+а21Ь232›; Е2: 4Ьт; Р2:а3|
+аЬ2+2та2+2тЬ2ёїга

Уравнение (181) получается из (180) путем преобразования коор
динат. Нетрудно показать, что циркулярная кривая (180) есть огиба
ющая переменной окружности, центр которой движется по параболе
МАМ1, причем, эта окружность ортогонально пересекает постоянную
окружность, имеющую центр в точке О и радиус, равный 8 (т. е. по
следняя окружность будет одной из направляющих окружностей 5 25
гл. І.)

Опишем из точки касания М окружность, проходящуюнерез
точки Р и Р1. Так как соотношение:

ОТ2РТ”=ё2
может быть переписано в виде:

(О'Г4{~Р'Г).(ОТРТ):82 или

ОР.ОР1:~62, то отсюда следует, что касательная к
окружности М из точки О всегда равна 6, т. е. радиусу постоянной
окружности.

Отсюда и видно, что окружности О и М пересекаются ортого
нально.

Возьмем на параболе точку М,, бесконечно близкую к М. В (та
ком случае можно считать, что М, лежит на касательной к пара
боле МЫ. Опишем из точки М1,приняв ее за центр, окружность, кото
рая прошла бы через точки Р и Р1.

Тогда прямая РР1 будет радикальною осью окружностей М и М,,
ортогонально пересекающих постоянную окружность О.
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Таким образом точки Р и РІ будут характеристическими точками

семейства переменных окружпостей М, и следовательно циркулярная
кривая, как геометрическое место характеристических точек, будет
огибающей семейства окружностей М.

Постоянная окружность О есть окружность инверсии в силу соот
ношения: ОР.ОР1±:д“, где д модуль инверсии.

Точка О есть один из центров аналлагматической инверсии кривой.
ё 29. В настоящем 5 приведем чисто аналитическое доказатель

ство теоремы Савеу. Оно, повидимому, указывается здесь впервые..
Если обозначим попрежнему координаты фокуса параболы через

»~а иЬ относительно прямоугольной системы с началом в точке О,
параметр параболы обозначим через р, то координаты вершины этой

параболы будут: »_ Ь.

,1ТЦ

+
!О~"О

5

Следовательно ее уравнение будет:

ї
ст

ізІ

[С

Ю
'о

><

Ё

юдс

ее 7 ! . (181)

Угловой коэффициент касательной:

Р ,

уЬЬ
Уравнение касательной к параболе в точке х,у1:

(У*“У1)(У1+Ь)"“Р(Х*'Х1):*0

Уравнение нормали: у: ~у1ЁЁХ или

рУ+(уг1~Ь)Х==0
Длина перпендикуляра ОТ на касательную из точки О будет

()т::>ї1ЅУ1+ЬН"РХ±
1/ <у14тго®еьа

Длина перпендикуляра из точки Р(Є, Ъ) (Е и 1, обозначают текущие
координаты искомого геометрического места

рт:<г±у12<х±±3;_:в@ї:ёъ>
\' (У1+Ь)2+Р2

далее 0т2_ртЬ їВі<±:У1<>ї1ї?іЁ)ЬіТ5;.2(%5Ч>>і.Р(ї*Хд " (182)1 ~ 62

= (У1'1Ч7)` +'Р^ П `

ДЛЯ ПОЛУЧЄНИЯ УРЭВНЄНИЯ НСКОМОГО ГЄ0МЄ'ГрИЧЄСКОГО МЄСТ8 ДОСТИ
ТОЧНО НСКЛЮЧНТЬ Х] И у1 ИЗ УРЗВНЄНИЙІ ПЗрВбО.7ІЫ, Куда ВМЄСТО ТЄ
КУЩИХ КООРД. ПОДСТВВЛЄНЫ КООРД. ТОЧКИ Х1 уі ЛЄЖЗЩЄЙ На НЄЙІ

 Ґ рї2р|х,+а+ 9 | . _ (183)
І

7:
+

о'

Уравнения р1,~}~(у,+Ь)Е:0 (184) (точка Етд лежит на нормали в
точке хтут) и уравнения (182). Последнее уравнение предварительно
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упростим, освободив его от зннменателя и разложив 1~ю часть на мно
жителей, мы получим:

ІРХ1У1(у1+1>)+(у1+1>)(1.~у1)Рё Р Х1 )4рїр><1
(пу1)(у1+Ь)І== (У1г <    . 4185)

ИЛИ ПО ПРИВЄДЄНИИ П0ДОбНЫХ Ч/ІЄІІОВІ

°:ЁЁ

'От~
І\2,.._Ч

_%_С;

"Е
О..ПЧ

`€*<

~г
Й

12Р×1 (У1 ~Ь)(^ч2у1)Рё](Рё(у1+Ь)^ч1~д2[г›“ е(у« Ь)”]  ~(186)
Из (184) получаем:

у1 Ь* 1рт; у1ї_ рцчїўьег

,_

КТ
\_._..›

м

А из (183) наидем: 2рх1>=їу1 _ 2ра~р2›~ р;Ёе~2ра

р2д;Р2ТЁї2Р,аЁїї'їР2Ёї

Подставив только что полученное выражение 2рх1 и у1 в (186),
мы приведем последнее к виду:

{Ё:Ё'5ї72%Ё52,_ __ д (_ ЁЁЁЁ8; ї__р;}.{р5..:.
~› 1 ± .

_ 12

;а=¦р:~1чЁЁ'ч11 . . . . _ . .(1з7›
1

Приведя все члены уравнения (187) к общему знаменателю її* и
отбросив его, мы придадим уравнению (187) такую форму:

3_ .) ь., 311 ь 1 _ 1 Ь ь., »Ч ' _, хп» «› ' .,
[Р п~2рг:Р:р///.= 2111. е2Ь:›р:~1(р: рт) =°*:<р2:2 рт)
По сокращении на р2 и приведении подобных членов получаем:

(€” т,”)|д2Е (22 д^ц2)р 2аЕ2 т,°& Е” ; 213/,Е| : О . . . (188)

Уравнение (188) распадается на два:
52 _~^ц2*<0~точка (начало координат) и урие кривой Зго порядка:

(р ` 2)(Е“ ` 1,2) 2аЕ2 21)/,Є ` 622 _0 . . _ _ _ ' (189)

Возвращаясь к обычному обозначению текущих координат через
х и у, мы можем переписать уравнение (189) таким образом:

(х~}~р)(х2+у*)~{~2ах*Ё2Ьху+82х:0. . . . .(19())
Уравнение циркулярной кривой тождественное с полученным

раньше уравнением (180) (только 2т заменено буквою р).
Теорема Сазеу доказана.
Преобразуем уравнение (190) таким образом; Введем полярную

систему координат: х:рсоз6 у::рзп0.
После такого преобразования уравнение (190) сведется к сле

дующему:
р*соз0+2ар*соз2(› ч}2Ь{,2зп0соз0 Ёд*рсоз(›+рр2:,›0

\илищ2 ас0Ѕ«›»(чьм3 ЅЅеы›|р+а2а;0 . . _ . .(191)
\ ' І
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г

+›15О
Прямая

9:1, где 1корень уравнения асозг›<+Ьвпа›( веса:5
*г

пересечет кривую (194) в двух совпадающих точках (ЫШ), ибо в этом
случае уравнение (191) примет вид:

922др+д*::0, откуда

рг:ер2:8. Декартовы координаты точки Мы будут (ёсоза, дзтш).
Если преобразовать уравнение (190) к параллельным осям х1у*,

имеющим начало в точке (дсозм и дзпа) по формулам

х::х1+Всоз1
у:у11дзпи, то члены с первыми степе

нями хїи у1 не исчезнут (в чем нетрудно убедиться непосредственной
подстановкой). Это показывает (см. ё 25 гл. І), что точка 1\І1,3 не есть
двойная точка кривой, а только точка прикосновения одной из каса
тельных кривой, проведенных из точки О.

Уравнение (190) показывает, что при д::0 начало координат будет
двойной точкой. Если 8:;5<0, то кривая не имеет двойной точки, что
видно из предыдущего.

Согласно 5 22 главы І уравнения касательных к кривой в двойной
точке получим, приравняв нулю совокупность членов 2го измерения

Іуравнения (190), т. е.

(2а+р)х2+2Ьху}ру2::›0 . . . . . . (192)

Уравнение (192) показывает, что при 8:0 и при Ь*~(2а(р)р>0
кривая будет 'иметь узловую точку (5 22 гл. І).

В этом случае точка О(010) лежит вне параболы:

о*

`“Ё

ко
'о

___

9”

ю'о
___...

її

При Ь2(2а+р)р:О и

і Х_._ :0

8:0 Ъ кривая имеет точку возврата. Точка О
лежит в этом случае на самой производящей параболе.

Если, наконец, 8:0 и Ь2(2а

;_>Е

~р)р<0, т. е. если точка О(0,0) ле
жит внутри параболы (181), то двоиная точка кривой есть точка изо
лированная.

Обозначив через р1 и рг корни уравнения (191), мы можем напи
сать, что

{1І . {12і1а2 . . . . . .

И #22,51: _( ас<›Ѕ«›+ьы1о_;.,Ё Ѕесо . . _ (194)
1 І

Соотношение (193) выражает известное уже из 5 28 постоянство
длины касательной из точки О к образующей окружности (М). А ле
вая часть уравнения (194) представляет собою радиус вектор т точки
1\Ісередины хорды циркулярной кривой, образованной секущей из
точки О.

Уравнение: г }~асоз(›+Ьз110 1 зес(› , . (195)
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будет уравнением кривой, представляющей геомстрическое место
точки 1\І.

Уравнение (195) может быть переписано в такой форме:

гсозё1асовїдЁЬзп0.соз0} ›10 . . _ (196)

Переходя к Декартовым координатам, мы можем уравнение (196)
написать так:

_; ах? Ьху \ рхї уїді 2 _0 . . (197)

Освободив уравнение (197) от знаменателя и подставив вместо
гї равное ему (хїїуї), мы окончательно получим:

2х(х21уї) 12ах2 22Ьху рїхї >ру21.^.0

или

2х(х*Ёуї) (2а1р)х2 Ё 2Ьху ру? _0 _ . . _ (198)

Уравнение (198) показывает, что геометрическим местом точки 1\1

будет также цнр/су/тярная кривая, имеющая (/1рид:О) двойную точку
общую С циркулярной, кривой (190).

Касательные в этой двойной точке к общим циркулярным кри
вым также совпадают. Это непосредственно усматривается из срав
нения уравнений (190) и (198).

ё 30. Если вершины некоторого треугольника Р,Р,Р;; являются
полюсами противоположных его сторон по отношению к некоторой
окружности, то такой треугольник называется автополярным или по
лярным треугольником по отношению к данной окружности.

Для того, чтобы Тк Р1(х1у1), Р3(х3у2) Р;=(х;;уз) был автополярным
по отношению к окружности

Х2 А у3_;І2,

необходимо и достаточно, чтобы поляра Р1 ххщїууїг2:0 про
ходила через Р: и Рд, т. е. 1) хгхт Ё~у±у1~г2:0 и 2) хдхт уду,г2:0.

Применяя то же условие к полярам Р2 и Р), получим еще одно
новое условие: хдхгїу2у;;І* 0.

Для данной окружности существует бесчисленное множество ав
тополярных треугольников, ибо точка Р1 может быть взята совер
шенно произвольно, точка Р: может быть взята в любой точке по
ляры Р1, точка же Р, определяется вполне по этим условиям при по
моши соотношений 1), 2) 3;

Если точка Р1 взята на самой окружности, то поляра Р,РЗР,
сливается с касательной в точке Р1, и автополярный треугольник
исчезает, ибо Рм также сливается с Р1.

1) Центр данной окружности являетсяортоцентром всех треуголь
ников, автополярных по отношению к ней, ибо перпендикуляр, опу
шенной из полюса на поляру, всегда проходит через центр окруж
ности, по отношению к которой берется поляра. Последнее предложе
ние, вытекающее из самого способа построения поляры, может быть
доказано и аналитическим путем.

2) Антополярный треугольник для всякой вещественной окруж
ности всегда тупоугольный, причем вершинатупого угла лежит внутри
окружности.
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Последнее следует из того (черт. 45), что вершина Р;,, как лежа

щая на поляре Ра, должна быть четвертой гармонической с точкой Р:
по отношению кточкам МиІ\ї пересечения прямой Р2І\І с окружностью
и следовательно точка Р,, должна лежать между М и І\І, если Р: взята
вне отрезка ММ.

Для доказательства первой части предложения заметим, что
ДЛИН3

Р1Рд3_:(Х1Х:)3 (утуд)1 . . . (199)
может быть переписана следующим образом:
Р,Р2::х1°Ч ут2гг 2хз? ' у±2_г2  2(хтх3~ї_у1у±гг): 0, ан так как в силу
условия (1) автополярности треугольника последнии член равенства
(199) равен 0, то оно в окончательном виде может быть переписано
ТЗКІ

Р1Р32:тгг±,где пт и гг степени

(Роіепгеп) точек Р, и Р: относительно окружности.

ее

58

1
Чертеж 45

окружности: Р,Р2.

С/пепенью (Роїепг) точки х,у,
относительно окружности наз. ре
зультат подстановки координат хтут
В левую часть уравнения окруж
ности. Для точек, лежащих вне ок

; ;~г:т_ тд. и Р,Р;›>:::т ~\ 11/Ізс мм:
т ~~т: 1 1 ~ +1. наибольшей
будет та, у которои оба слагаемые

ружности степень > 0, для точек
внутри окружности степень < О.
Для точек самой окружности сте/(7 пень равна 0. Если точка хтут вне
окружности, то степень есть квад
рат длины касательной из нее.

Аналогично находим, что

РР? тд`.с_ І” ,, . у
'1ъ'*› 'дшд и^1и'~.

положительны, т. е. сумма соответствующая стороне, лежащей вне

Против этой стороны лежит тупой угол, ибо
т, ~т=2>(г,3т:;,)5(112{тд); (т;,(О. Значит Р,Р32>Р1Р;,`* д Р±Р;,2, и предло
ЖЄНИЄ ДОКЗЗЗНО.

Автополярные треугольники по отношению к мнимым окруж
ностям будут остроугольными, ибо в этом случае :,, гг и ті, будут
больше 0. Следовательно
П,^т:<т, “тд 'гг “ тд, т. е. квадрат наибольшей стороны меньше
суммы квадратов двух других сторон.

Например, для окружности (черт. 46)
один из автополярных треугольников будет иметь вершины в точках
(1,1): (3,1› и (0,4›. Точка Р,«1,1) взята произвольно.

Уравнение поляры точки Р, :хду4;т:0. Точка Р: лежит на пря
мой: х~' у4:10. Следовательно давши х произвольное значение, на
пример 3, найдем из уравнения З+у~4_;:0; уз;;1_

Поляра точки Р;;:хх;,+уу::4::0. Это уравнение должно быть
тождественно с уравнением прямой РІРЗ:

11У* *тв “_
хм уж

Т. С. МЫ ДОЛЖНЬІ ИМЄТЬЁ Ад 'їй

1) или у~1:;0,

4 отсюда х;,>:0; у;,>__4.
О 1 1
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Пример 2 Автополярным треугольником Р;(4,3); Рг(5~3) и

Рд<(11,~ь11) определяется окружность радиуса р, проходящая через его
орто центр. (3,1) уравнение этой окружности:

(х~'3)* (у1)2::р2 . . . . _ .(200)

Для определения р пользуемся основными условиями: поляра Р,
по отношению к окружности (200) будет:

х 2у~~5{д~^>О

ад\\
.\ `\\_

/_ * \
из їчг

Чертеж 46

Она должна пройти через точки Р2 и Рд следовательно:

~565~р*~ 0; р2::_16; 9:41 Окружностьмнимая.
То же выражение для р дает и второе условие.
ё 31. Можно также рассматривать Тк по отношению к любому

коническому сечению. Для конического сечения существует бесчис
ленное множество автополярных треугольников, и в этом случае точку
РІ можно взять произвольно, а вершину Р: в любой точке поляры РІ.

Если кривую, по отношению к которой рассматривается автопо
лярный треугольник, отнесем к системе трилинейных координат, при
няв автополярный треугольник за координатный, то уравнение кривой
примет весьма простую форму.

Пусть уравнение конического сечения в трилинейных коорди=
натах будет Ах2{~2Вху›¦Су2»{›2І)х2+2Еу2+Р2ї=0 . . .  . . (201)

Напишем уравнение поляры какойнибудь точки Р1(х,у121) по
отношению к кривой (201):

(АХ1
к ВУ1 у

1)21)х
1 (вхг СУ: у Е11)У* (ВХ1 ЕУ1 . 13102 *О
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ВОЗЬМЄМ ТОЧКУ Р; В ОДНОЙ ИЗ ВЄРШИН КООРДИНЗТНОГО ТРЄУГОҐІЬ

ника, тогда х1:0;у1::О, и уравнение (3) примет вид:

еще одно условие:
В ~~0

02,х~: Е2,у 1 1321210 П

ИЛИ

о×±ву;1=2:о.. . . _ _ _ . .(2о2›
Если мы хотим, чтобы поляра (202) была противоположной сто

роной координатного треугольника, то уравнение (202) должно быть
эквивалентно с уравнением стороны, противолежащей вершине: (х, ›0
у,=:0). Уравнение этой стороны: 0. Уравнение (202) будет эквива
лентно 2::0 при условии:

ІЭ 0;Е 0.

Повторив такие же рассуждения относительно вершин

Рд(х, 0,22 :0) и Р,,(у,; <0;2;,=:0),

мы в добавление к двум предыдущим условиям (І) _0;Е ~0) получим

Таким образом мы видим, что уравнение конического сечения,
отнесенное к автополярному треугольнику, будет иметь вид:

Ахї 1 Вуг

т е. будет заключать только члены с квадратами координат.

',/

\,_\

ё
ївь

;с2± о... . . _ . _ .<2оз)

Такую же форму будет иметь
и тангенциальное уравнение кри
вон.

Как частный случай полу

сенное к паре сопряженных диа
метров ее. За одну из вершин
автополярного треугольника бе
рем центр. Полярой его будет,
как известно, бесконечно удален

% чаем уравнение кривои, отне

`\ \ \\ ная прямая.
І \ \ ” ё 32. Возьмем кривую 2го\ \ \ порядка (черт. 47) и впишем в\ \ нее четыреугольник М,М2М;,М..\\ \\ Треугольник Р,Р2Р;,, вершинами\

4/у,_

которого служат точки пересе
чения диагоналей полного четы

фреугольника М,М3М;,М,, будет
д автополярным для этой кривой

2го порядка.
Чертеж 47 Сказанное непосредственно

ВЫТЄКЗЄТ ИЗ ИЗБЄСТНОГО СП0СОбЁ1
построения поляр точек Р,Р±Р;= При помощи одной линейки. Очевидно,
ЧТО ЭТОТ ЖЄ ТРЄУГОЛЬНИК Р1Р2Р±; будет автополярным для всех кривых
2Г0 ГЮРЯЦКИ, 0б1І>21ЗуЮЩих пучек с центрами в точках М,М3М;,М,.

5 33. Возвращаясь к рассмотрению свойств Аков, получаемых
путем попарного соединения четырех центров аналлагматической инвер
сии циркулярнои кривон, мы можем, на основании предыдущего,
высказать относительно их следующие предложения:
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1)Кажды11 из четырех центров ана/1,1агматическотї инверсии

есть центр окружности, по отношению к которой треугольник,
составленный путем соедине
ния остальных трех центров,
будет автополярным. 9

2) Четыре окружности, Ё
по отношению к которым че ї @
тыре упомянутые выше тре (9
угольника будут автополяр =

ными, пересекают друг друга / / '

ортогонально. ~/
Предложение 1е вытекает

непосредственно из первой тео~ , \`
ремы 530.

А А ~~/4*
Для доказательства пред

ложения 2) обозначим радиусы
окружностей, по отношению к ЧЄРТЄЖ 48
которым треугольники (чер. 48):

\Ч('"?Ь<

АВС; ОВС; ОСА и ОАВ

автополярны через д (центр в точке 0)
г, (центр в точке А)
гг (центр в точке В)
г;, (центр в точке С)
и вычислим эти радиусы в функциях углов Тка АВС
и радиуса описанной около него окружности.

АС ВС АВ
І/Із Тка АВС имеем. БТ; _ _ ЅПА 566 __ 21% . _ _ . (204)

Далее можем написать, что д”;~АО.О1Э . . . . . ,(205)
Точка В лежит на перпендикуляре из точки А на поляру этой

точки относительно окружности 0 (для нее ВС и будет полярой
полюса А). А точка пересечения поляры с таким перпендикуляром
есть инверснонная точка по отношению к полюсу. Следовательно

62_:А0.0ІЭ.

Но ОІЭМСІЭ. і30СІ):СІ).'г3РСВ ~СІЭ.с19В. . . (206)

СІЭ:АС.соз(18ОС) 2~_АС.созС. . . . . . . (207)

Отсюда ООА:~АС.созС.с'г;;ВИ<2Н.з11ВсозС.с13В:2;2КсозС.созВ (208)

АВ ч:АС.зп(180”С):АС.9пС 2К.зпВ.зп.С. . . . (209)

Далее ОА<<А1Э : ОІ) _211(зіпВ.зпСсо5С.созВ) 122Ксоз(Вн: С). (210)

2І{с05(180_А)==2В.соєА.
Следовательно: дг АО.ОІ)ь:4В.2созА.созВ.созС. _ . . (2111

~ Формула (211) показывает, что радиус д окружности, по отноше
нию к которой Тк АВС автополярен, будет вещественным в том слу

чае, если один из углов 'Гка больше что вполне согласуется со

сказанным в 5 30 (теорема 2я).

\
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Подобным же образом найдем, что:

› п2=4В2созАзіпВ.эпС .  . . (212)

г22==4Е2созВєпС.впА . . . . (213)

г32==4В2совСвпА.впВ. _ . . . . . . _. (214)

Из четырех радиусов три всегда вещественны, а один мнимый.

Это непосредственно видно из формул (211, 212), (213) и (214).

_ Вычнслим далее

ОА262=4В"соэ”А+4В°созАсоЅВ.соЅС=4122соэА(соЅА›[созВсозС):
= 4В*. созА [сов(180 (В1С)) + созВ. соэС]=4Н*созА[созВсозС {~

зпВзпС+созВсоЅс]=4В=совАзпВ.зпС:п”, т. е.

а=+г1==оА2. . . . . . . . .(21з)

Условия (215) есть ни что иное, как условие ортогональности
окружностей (0) и (А) (черт. 49).

Аналогично получим, что ё{~г2*:ОВ2. . . . (216)

и ?3~{г32==ОС=. . . . . . . . .(217)
Следовательно, окружности,/ по отношению к которым авто

полярны треугольники центров
аналлагматической инверсии, ор
тогональны друг к другу, и 2е

, предложение, таким образом,
Ґ/. доказано.

Напишем уравнения всех
этих четырех окружностей. При
мем сторону АВ:с за ось х

стемы координат, а точку А за
начало координат.Длину стороны
АС обозначим через Ь.

Ч 49 Тогдакоординатыцентровин
гр версии будут В(с,0);А(о,о); С(ЬсозА,

ЬзпА)

Ґ Ь А+ А
О(ЬсозА; ~~ї›%НАЁ(ід. Напишем теперь уравнения 4х окруж

ностей:

Уравнение окружности с центром в точке:

О прямоугольной Декартовой си

В:(В) (хс)“+у2:г2“. . . . (218)

А:(А) х* 11*у2:т1”. . . . . . . (219)

(С):(хЬсозА1'+(уЬвпА)”=г;,* . . . . (220)

А( Ь А1`
<о›=<×_ьс0ЅА›=+ !у~ї*?ї»ї9їі\°<г= . . .<221›ЬпА

В случае, соответствующем чертежу (50), третья окружность мнимая.
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В раскрытом виде уравнения 218221 перепишутся следующим
образом:

<А› ьу2~~=:0;
(В) ха ]~у22сх+с2г22:0;
(С) х” ї~у22ЬсозАх2ЬзпАу~~Ё~Ь”«тд;2=±0;

(О) х* Ё~~у2_2ЬсозАх _ 2сі3А(с _ЬсозА)у~Ё~Ь2со$2А›Ё~сї;;2А(сЬсоєА)2.. 62 = 0;

На основании последних можно доказать еще одно свойство этих
четырех окружностей.

3) Радикальные оси *каждой пары четырех окружноєтей (А) (В)
(С) и (О) проходят через центры остальных двух окружностей_

Напишем уравнение радикальной оси окружностей (А) и (В)

г21+2схс2~~}г22=0 или

2сх+г2?г,2с2=0 . . . . . . . _ (222)

Уравнение (222) должно удовлетворяться координатами точек:

С(ЬсозА, ЬзпА) и О [Ьсоз А, с±,<;А(с_ЬсозА]

Очевидно, что для обеих точек достаточно проверить подста
новку х=Ьсоз А. Сделав эту подстановку, получаем из урия (222)
и (212) и (213): :

2ЬссозА~_)~›4В2созВ.зпС.зпА4В°созАєпВ.зпС~4Н2зтС:О .(22З)
Подставив в (223) выражения Ь и с из урий (204), находим

882 зп.В.$пС.созА}4Н2созВ.зпС.знА4В2созАзпВзпС482;п2С:0
или

4Н*созВзпСЅп.А+4І22созАзпВэпС4І22зп'1С:0.
Сократив на 4122 п взяв зпС за скобки, получим

зпС(зпАсозВ+созАзпВ)зп2С::О
или зпС.зп(180С)зп'2С=0, т. е. зн2Сзп2С:О.

Предложение (З) для радикальной оси окружностей (А) и (В)
доказано.

Напишем теперь уравнение радикальной оси окружностей (0) и
(А) и покажем, что она пройдет через точки С (Ьсоз А; ЬзпА) и В
(с, о). Уравнение радикальной оси (0) и (А) будет:
 2ЬсозАх2с±5А(с ~ ЬсозА)у+с±3“А(сАЬсозА)*+Ь”соэ2А81*}~г,2=0(224)

Условием, что прямая (224) пройдет через точку В, будет:

2ЬссозА+сі52А(сЬсозА)'+Ьсоз2А82\г120.
Заменив Ь, с, 8 и г, их выражениями через Ё, мы получим:

І22соз2А _, ., ,
8К2созА.ЅпВ.зпС+4еАЁБТАГ (ЅпСЅпВсозА)2+ ЬсоЅ2А01}г,==0

ИЛИ _ 8І22созАзпВ.зпС+4І2'соз*А.соз'2Вїг~4Н2соз2Азп*В{4Н2созА.созВ.созС (
+4Ґ{2созА.$пВзпС=0 < 



ПО ПрИВЄДЄНИН ПОД0бНЫХ ЧЛЄНОВ НЗХОДИМІ

4Ё2соз2А+4Ё*созА(созВсозС4ЅіпВзпС)›_ 0 или
4І22со52А+4І22созА.соз(180А) 0, т.е. 4Н2соз2А4І22соз2А ЙО.

Условие удовлетворяется.
Аналогично покажем, что прямая (224) проходит через С(ЬсозА, ЬзпА)
Условием такого прохождения будет:

_ 2Ь2соз2А2Ьс созА~Ё~2Ь2соз2А~атст3*А(с ~ЬсозА)2›}Ь“соз?Ад2+г,2 *~0,

ИЛИ ПО ҐІРИВЄДЄНИИ ПОД0бНЫХ ЧЛЄНОВІ

с'г92А(с~ЬсозА)2›}*Ь2соз2А82гтї: 0 . _ _ . . (225)

так как 2Ьс созА::2г,2 [на основании формул (204) и (212)].
Заменив в (225) с Ь 8 и г их выражениями, а зпС через Ѕп(АНЗ)І

и сократив результат на 4122, мы получим:

соз2Асоз2В+соз*АЅп2В~{есозА.соз(В~} С): 0, или

соз2А~{~созАсоз(І80А)<=е0, т. е. соз?А~соз2А:0.
Предложение (3) относительно радикальной оси (0) и (А) доказано.
Совершенно таким же образом доказывается, что радикальная

ось (0) и (В) пройдет через А и С.

//
Ф_

\Ё<
\`;_

\Ё\\1\,

4) Так как радикаль
ными осями каждой
пары окружностей слу
жат (см. черт. 50) вы
соты треугольника АОВ,

'_, ТО МОЖНО СКЗЗЗТЬ, ЧТО

///
/3”

}__д/зїё”

пдд
9

Єў\"\
\\Ъ~

\`%\

Ё
\ Х ВСЄ ЧЄТЬІРЄ УПОМЯНУТЫЄ

окружности имеют об
щий радикальный
центрортоцентр тре
угольника АОВ. ~

На чертеже 50 для
треугольника АВС со
стороною АС*:47тт и
углами А~ <26° В:=З9“ и
С1›_115°, вычислено по
формулам (211  214)
при помощи логариф
мических таблиц радиу
сы тех окружностей, по

Чертеж 50 ОТНОШЄНИІО К КОТОРЫМ
Тки АВС, АСО и ОСВ

автополярны д~:40,5 шт; г,ч _›41,5 шт. г::,:53,5 шт. Окружность, по
отношению к которой автополярен 'ГкАОВ, будет мнимая, ибо треуголь<
ник АОВостроугольный. Окружности~ортогональны.

5134. В 5 28 было показано, что Отцентр постоянной окружно
сти служит центром аиаллагматической инверсии. В этом же нетрудно

\
О
., \./_2Х ОЁУ ъ

убедиться при помощи формул инверсии Х Яд из/И и у, хп: уф!

Ц Раньше же мы показали, что вообще циркулярная кривая имеет
ЧЄТЫРЄ ЦЄНТРЗ 11Н8ЛЛ11І`М8ТИЧЄСК0й ИНВЄРСНН.
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Можнопоказать, что вершины Тка АВС (черт. 51), образованного
пересечением диагоналей полного четыреугольника МЫРС2, получен
ного по парным соединениям точек пересечения фокальной параболы
(5 28 гл. 2) и постоянной окружности О, суть также центры аналлагма
тической инверсии циркулярной кривой, образованной по способу,
указанному в 55 28 и 29, причем модулями инверсии будут п гг и г;;
(см. 5 33). Четвертый центр О будет ортоцентром треугольника АВС.

Треугольник АВС автополярен для всех кривых пучка с центра
ми МЫРФ (см. черт. 47) следовательно и для окружности 0.

Этим доказывается, что О есть ортоцентр Тка АВС. н

Так как 0 есть центр инверсии с модулем 3, то ОВ.0В:820С.0Е= 82

и ОА.0Р:Є*.

П!
_/

І ~ "".\\'/,(1
__ _.

О

Ё /**Т*: с *1Ж ,

/А̀\у

0/

\.
\.

\.
в

Чертеж 51

Раднусы окружностей: Вгг; Аг, н Стд.
На основании ё 38 имеем:

г,2+82=0А2гг д2=0В2
гїгїаьос*

Подставив выражение 82 из последнего равенства во второе из
предыдущих равенств, мы получим:

`Ґ;;2.

Окончательно получим: 0С.СЕ:<г;?.
Аналогичным путем найдем:

В0.ВІ):г22 и
А0.АР=›г,2

Теорема доказана.

~ ~ 5 35. Укажем еще одно свойство окружности 9 точек Эйлера для
треугольников с вершинами в центрах аналлагматической инверсии
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циркулярной кривой: Общая окружность девяти точек, треугольни
ков, образованных путем соединения какихлибо трех центров анал
/шгматической инверсии ииркулярнои кривои, проходит через фокус
фо/сильной параболы кривои (особенный фокус цирнулярнои кривои).

Для доказательства этого предложения воспользуемся трилиней
ными координатами, приняв автополярный треугольник за координат
ный 5 31).

'Гак как треугольник, полученный от соединения трех центров
инверсии, будет автополярным для окружности, имеющей центр в чет
вертой точке, то уравнение параболы будет иметь вид:

ьхг мугркгг 0.. . . _ . . _ .<226)
Для того, чтобы уравнение (226) было параболой, необходимо и

достаточно, чтобы обе точки пересечения кривой (226) с бесконечно
удаленной прямой: хЅпА Д уЅпВ1 2ЅпС~ о или ах_ Ьуд с2› О [А, В и
С углы, а, Ь, с соответственные им стороны координатного треуголь
ника] сливались в одну. Определив 2 из уравнения беск.удал. прямой
и подставив его выражение в (1), напишем условие равенства корней
получившегося квадратного уравнения. После некоторых упрощений
это условие примет вид:

аї Ь2 С”
Ь МП Ы . . . . . (227)

Если обозначим через 131, Е, н Р, средины сторон координатного
треугольника, то уравнение прямой Ю, Е, будет иметь вид:

ах ї Ьуси: 0 . . . . _ . . . _ (228)

Действительно, эта прямая должна пройти через точки пересе
чения прямых уЅпВ2зпС:0; х› с и хэпА~2з11С:=0; у››о.

Следовательно ее уравнение с одной стороны должно иметь вид:

уЅпВвєпС~кх:0 . . . _ (229)

а с другой: хЅпА2зпСІу:±0 . . . . . . . . (230)

Так как уравнения (229) и (230) должны изображать одну н ту же
прямую и коэффициенты при 2 у них равны, то равны и остальные
коэффициенты соответственно, т. е.

1~=ЅпВ и К:ЅпА
След. искомая прямая имеет уравнением:

хзпА:узпВхзпС<_0. . _ _ . . _ (231)

Заменив зпА, зпВ и зпС в уравнении (231) пропорциональными
им а Ь с, мы и получим уравнение ее в форме

ахіоурся 0.... .. ...(232)
Условие, чтобы прямая (232) касалась параболы (226), будет то же

самое (227), которое должно уже быть выполнено раньше.
Аналогично можно показать, что и прямые ЕЕ, (Ьу » с2~ах 0)

и РД), (ахЬу дси+=±о) также касаются параболы (226).
Отсюда выходит, что парабола (226) касается сторон треугольника

ІЭ,Е,ІИ имеющего вершины в срединах сторон координатного треуголь
ника АВС. “
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Ок» жность девяти точек Тка АВС как было показано вышеУ )

проидет через точки ІЭтЕ1Р, т. е. будет описана около Тка ІЭ1Е1Р.
Остается только показать, что окружность, описанная около трех

касательных к параболе, проходит через фокус ее.
5 36. Напишем уравнение в окружности, описанной около тре

угольника, составленного тремя касательными к параболе.
Уравнение кривой 2го порядка, описанной около Тка, стороны

которого выражаются уравнениями (в сокращенной форме) хе о;у о)

2* обудет: 1у2:п1ях:нху*0 . . . _ . _ . . _ .(233)
Действительно, уравнение (233) выражает кривую 2го порядка,

проходяшую через вершины треугольника, ибо оно удовлетворяется
каждым из положений: 1) х :0; у_: 0; 2) у,:О; 2:0; 3) 2:0; х=0.

Для того, чтобы уравнение (233) представляло окружность, под
ставим в. него вместо х: ксоза узнир, вместо у хсозЗ Ґ узп3~~рт;
вместо 2 хсоз,г ` узпурд и приравняв друг другу коэффициенты при
хї и уї, а коэффициенты при ху 0, (система координат предполагается
прямоугольной), получим после несложных выкладок следующие два
условия:

1соз(3 Ё 1) 1ептс0з(~; ` ое) ї псоз(а )т0 . . . 4234)

Ізіп(3 ` 7) ` 1нЅіп(^; да) їпзін(а )

кг

):+о . . . . (235

'СО

Определив из системы уравнений (235) и (235) отношения Т
П

И 1 , ПОЛУЧНМ

т зіп(~,/а) п зіп(1Ь) , _

О ~,:)~ . . (зао)
І зтп(д~ ;) І зтп(д~«~

Если угол между сторонами х:**0; у::0 будет С, то зіп(13)±*:
±~5інС, ибо из 3 есть угол между пернендикулярами на эти стороны.
Точно также

зіп(З1)зіпА и

Ѕіп(^,~~а)::зіпВ . . , . . . . (236а)

Замениь в уравнений (233) Іти ним пропорциональными зп(З7)
зп(~,/1) и зіп(13) и приняв во внимание соотношения (236), получим
уравнение окружности, описанной около треугольника, составленного
касательными к параболе (233) в таком виде:

у2$пА 2х5пВ ху5пС*ё0 . _ . . . (237)

Написав вместо х у и 2 их полные выражения: хсози узлар и т. д.,
вычислим свобод. член уравнения (237). Он будет, как нетрудно вычис
лить, равен следующему выражению:

р1р2зпА~ррдзпВ рр,зпС

или в силу формул (236а):

[р1р2ЅіП(

_СО

~т) ітрР±ЅіН(т~«) %рр1Ѕ11(16)]   ~ (238)

Возьмем начало прямоугольной Декартовой системы координат,
к которым отнесена кривая (237) после ее преобразования, в фокусе

11. Пр;Ш_ы 11,1) 33 ІТ15.



параболы, тогда, как известно, если х _0 ~ касательная к этой пара
111 111 111боле : и аналогично 1 ї а если ,0и21 10

` р сози рі созр” Р* соз~," У
также касательны к параболе, у которой р :2111.

В таком случае выражение (238) получает следующий вид:

 *пр ~ [зіп(9~1) сова 9 зі11(~~а)соз3 <і11(1~Ч)соч~] (239)
соз:<.созЗ.соз~; ' ' ' ' ^ 1 “ '

Трехчлен, стоящий в квадратных скобках, выражения (239), тож
дественно равен 0, в чем легко убедиться по раскрытии простых
скобок.

Таким образом доказано, что окружность, проходящая через вер
шины треугольника, составленного тремя касательнь1ми к параболе,
проходит через начало координат, т. е. через фокус параболы.

Это же предложение может быть доказано и чисто геометриче
ским путем. См. Ѕа1111о11Ріес11ег, Апаіуїізспе Оеотеїгіе бег Ке3еІзсї111і±'[е,
1\Іе1111їе А11іІа,<;е, Вегїіп 1922, Егзїег Теі1, 5 212, Ѕ. 396.

5 З. В заключение 2й главы укажем еще одно свойство директ
рисс каждой из фокальиых парабол циркулярной кривой 3го порядка.
Это свойство выражается следующей теоремой:

Дцрентрцссы четырех фокальных парабол проходят соответ
ственно через центры четырех окружностей, описанных около четы
рех треугольников, образованных соединением центров инверсии цир
кулярной кривой.

Уравнение параболы, отнесенной к автополярному треугольнику,
будет:

Іаг }п1З2+1172:0

при условии:
а Ь2 . сї

'ІЙ Цгўтчйг п :0
а, Ь и с длины сторон координатного Тка АВС.

Уравнение поляры полюса (о<0$0до) будет:

1ош0{т.$$0 }п^,'^(0::0.

Координаты фокуса параболы:

О"д

,і

В
со,_

І»

З ;
›_<

02_

Э
~_і_«

Уравнение директриссы, как поляры фокуса, будет:

1(тї"“) , _*?ТЁ'“їЁЁ,) 9 ШТЬШ) 0. . Ь _, 1 2 .

Координаты центра окружности, описанной около координатного
треугольника, пропорциональны созА, созВ и созС.

Центр описанной окружности лежит в точке пересечения перпен
дикуляров, восстановленных из средин сторон 'Гка.

Уравнение двух из таких перпендикуляров:
а.зп,_ ›$з11В;;.зп(АВ)*0 . . (240)

38118^,'.з11(` Ё
1.чі11(ВС)~::0 . (241)
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Из (240) и (241) находим:

1 5пСзіп(АВв
±: из~~~< . _ . (242)

^,' зпАе }зіп(ВЬ)
З 5іп(АВ).5іп(ВС)` ~5пАзпС

_ Ѕьв[±ПАч_аь(1ї:®г ~  (243)

Из (242) и (243) находим, что:

01____с __ , с__ 5 ,_
зпС›зп(АВ) 2 зпЙ(_А±В)у.$п(_ВҐ__С) зпАзп_Сй Ш

з п В

'Ґ

зп(А) ›зп(В~ С)

или

«

Ѕ“<^ 4 В) ЅШАЁВ) :$?1ї/*±ї3)Ѕ,“93:22; ЁЧФ ;:5>;ЅР€В, РІ
зпВ

~/
І

зп(Вн ¦еС)~ўезп(ВС)

Заменив разность и сумму зіп их выражениями через произведе
НИЯ, 8 ПРОИЗВЄДЄНИЯ Ѕ111_ПОЛОВИНОЙ РЗЗНОСТИ КОСИНУСОВ, МЫ ПРИДЗДИМ
последним соотношениям такую форму:

0 _,
_ ._Ё' __ .__ Ц", ,__ ____~___
2созАзпВ 2созВ.зпВ *2созС.зпВ

1
ПО СОКРЗЩЄННИ ІШ Ё ОКОНЧЗТЄЛЬНО ПОЛУЧЗЄМІ

Ѕ

шыэадёв т ~ ~  ~  ~ (244)

Напишем условие, чтобы директрисса фокальной параболы про
шла через центр окружности, описанной около ее автополярного тре
угольника.

Это условие будет иметь такой вид:

. А , 4 `В 4 . .С
І(1п п) 1п(п 1) д п(1 111) Ё;їб~*0 . (245)

а Ь и с в уравненни директриссы заменены пропорциональными им
выражениями $пА, зпВ и зпС из (244)

Уравнение (245) можно переписать таким образом:

1т(сї3А дсі;;В) ішп(сї3В СЩСНп1(сі5С США) 10 . (246)

Заменив суммы сід, найдем:

Іт зіп(А 2 В) тпз1гВ ` С) п1зіп(С~*АА)_ _

$пАЁнВ7 зпВ_зп(ўїЙ 17зпС'зпА _0 ' ' '(247)
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Заменив в уравнении (247) зп(АеЁ еВ),зп(В ЁС и зп(С Т А) через 5пС

зпА и зпВ, а затем зіп пропорциональными им количествами а, Ь с,
мы получим:

1тс!п1па пІЬ7аьтББ4ЗС0 . . . . . . . .(248

Умножив все члены условия (248) на аЬс и разделив затем на Ітп,
мы можем переписать условие (248) в такой форме:

:'Ъ

*Ё+Ё~;~і=о _ . _ . . . .<249)

Соотношение (249) есть ни что иное как соотношение второе
настоящего 5. Оно всегда выполняется, если фокальная кривая есть
парабола, как это имеет место в нашем случае.

Теорема таким образом доказана.

,А Й; Х И

І/
( «*'|'

\ і Ґ/

Ё
чь

\ / "`ч ча

, 1

~

\_\ ІЬ '/_. :
'\_е_,_../' Р”

Чертеж 52

На чертеже 52 начерчена циркулярная кривая при а:10; Ье=2
р=2 и 3:9 [см. уравнение (190) 5 29].

Ее уравнение будет:

х(х2+у2)~}~22х2е} 4ху~{~2у2~{~81х:0.

Она построена по точкам. Ввиду того, что 8750 кривая не имеет
согласно 5 29, двойной точки и состоит из овала и бесконечной ветви

Фокальная парабола:
. (у~}~~2)2=4(х+І 1)

начерчена пунктиром.
Постоянная окружность начерчена сплошной линией.
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М,І\І,Р и (2 точки пересечения параболы и окружности 3. Поляр=

ным треугольником будет Тк АВС. О его ортоцентр. Пунктиром на
черчен круг 9 точек автополярного треугольника АВС. Этот круг
проходит через точки 131 Е1 и Р1 средины сторон 'Гка АВС.

Согласно 5 35 окружность 9 точек пройдет и через фокус Ф
фокальной параболы. Точка Ф является вместе с тем и особенным
фокусом циркулярной кривой.
КІ,директрисса фокальной параболы проходит через точку Ѕцентр
окружности, описанной около автополярного треугольника АВС.

Эта окружность начерчена пунктиром с двумя точками. Беско
нечная ветвь циркулярной кривой касается оси ОУ в начале координат.

А,0,В и С вершины циркулярной кривой. Касательные к ней в
этих точках параллельны вещественной ассимптоте кривой \/\7\7. Т глав
ная точка циркулярной кривой.
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Проективные свойства циркулярных кривых
ё 1. Циркулярные кривые в области кривых 3го порядка играют

роль, аналогичную окружности в области конических сечений.
Как известно, все кривые 2го порядка могут быть получены, как

сечения прямого кругового конуса соответственным образом направ
ленными плоскостями. Другими словами все кривые 2го порядка
можно рассматривать как перспективу окружности.

5 2. Укажем в общих чертах основания теории конической про
екции или перспективы.

Если какаянибудь кривая С начерчена на_ некоторой плоскости
Р и если из какойнибудь точки пространства Ѕ как вершины опишем
коническую поверхность, имеющую своей направляющей данную кри
вую С, то всякая кривая С1 пересечения полученной конической
поверхности с произвольной плоскостью Р1 называется конической
проекцией кривой С на плоскость Р1 или перспективой кривой С на
плоскости Р1.

Теория проекций представляет собою могущественный метод для
получения различных свойств кривых при помощи свойств кривых
более простого вида. 

Точки М иМ1, лежащие на одной образующей конуса, называются
соответственными. Центральной проекцией точки М будет таким обра
зом соответственная ей точка Мг.

Проекцией какойлибо прямой служит очевидно другая прямая.
Если какая~либо прямая І. пересекает кривую С в1 п точках М1 Мг.
М,,, то ее проекция І., пересечет проекцию, кривой С, в п соответ
ственных точек МН М±*...М1,,.

Так как каждая прямая пересекает кривую пго порядка в п точ
ках (вещественных или мнимых), то отсюда следует, что коническая
проекция кривой пго порядка есть также кривая пго порядка.

Точно также касательная к кривой проектируется в касательную
к ее проекции.

При помощи элементарной геометрии можно показать, что про
екция _д1]ка на параллельную плоскость дает _`к, подобный данному:
Так как каждая кривая может быть рассматриваема как предел пери
метров многоугольников, то отсюда заключаем, что центральная про
екция кривой на параллельную плоскость есть кривая, подобная
данной.

Возьмем две произвольные плоскости Р и Р,, пересекающиеся по
прямой КМ. (черт. 53). Пусть точки плоскости Р ,проектируются на
плоскость Р1 из какойнибудь точки пространства 5.

Проекцию произвольной прямой АВ плоскости Р на Р1 мы полу
чим, спроектировав какиенибудь две ее точки.

Прямая А1В1 должна пройти через точку 2 пересечения прямой
АВ и КМ, Точка 2 есть сама себе соответствующая. При удалении
точки В вправо точка В будет также изменять свое положение на Р1.
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ЕСЛИ В уйдЄт на </1, то ее проекцией будет точка Ш* пересечения

плоскости Рт с лучем ЅШ1//' АВ. При удалении точки В на </> в обрат
НОМ направлении (влево) ее проекция снова совпадет с ІІІ.

Итак. бесконечно удаленные элементы прямой отображаются в
однои точке.

Проекцию АВ можно
строить по проекциям 2
и Ш1, прямая ХК1 и будет
очевидно проекцией пря ~ ,
мой АВ

из Ѕ.
Следовательно изобра

Если на плоскости Р 5 В
возьмем ряд параллель
ных прямых: АВ, СГ) НН, =І Р
то им соответствует один Ё '_ :д\ё_1=г
и тот же луч, исходящий Ё"`~ї'~ `

Є `:7_ К .

1 ›' ' Вжения этих прямых прои ,

С/!

У!

дут через одну и ту же точ
ку Ш1, соответствующую ЧЄРТЄЖ 53
бесконечно удаленной.

Следовательно, параллельные прямые пересекаются в одной бес
конечно удаленной точке.

Возьмем на плоскости Р еще какуюнибудь прямую НТ (ее проек
цией будет ї21Т1); бесконечно удаленная точка КТ получится в пересе
чении луча Ѕ[ї“ РТ.

ОТСЮД8. ЗЭКЛЮЧЗЄМ, Ч'ГО~ бССКОНЄЧНО УДЗЛЄННЫЄ ТОЧКИ ПЛОСКОСТИ Р
проектируются по одной прямой ЕР пересечения плоскости Р1 с плос
костью, проходящею через точку Ѕ /,' плоскости Р.

Таким образом, все бесконечно удаленные элементы плоскости Р
отображаются по некоторой прямой на плоскости Р1.

5 3. Рассмотрим теперь вопрос 0 центральной проекции с анали
тической точки зрения.

Возьмем снова две плоскости Р и Р1. Пусть ху будут Декартовы
координаты точек плоскости Р относительно осей, расположенных в
этой плоскости, а Х и У такие же координаты точек плоскости Рт.
Если мы зададим условие, чтобы каждой точке плоскости Р соответ
ствовала одна определенная точка плоскости Рт и обратно, то коор
динаты ХУ должны быть однозначными функциями ху и обратно.

Если каждой прямой плоскости Р соответствует прямая на плос
кости Р1, то плоскости Р и Рт называются в этом случае гомографи
чсскими или находятцилтєя в проективном соответствии. Аналити
чески задача определения формул проективного соответствия двух
плоскостей сводится к определению двух независимых друг от друга
функций Х и У от независимых переменных х и у под тем условием,
чтобы всякому линейному соотношению:

Іх рту \п:0
между х и у соответствовало линейное же соотношение І,Х+МУ}І\Т:0
между Х и У.

[Задачей этой занимались: акад. А. А. Марков, к вопросу 0 чер
ченип карт СПБ. 1888 и Сїтаіепеі Хоцху. Апп. Мат 1886].
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В результате решения этой задачи получаются следующие фор

мулы, выражатощие проективную зависимость между двумя плоскостямн

а1Х›їьЬ1 ›ї~с1 а"х `Ь" Д с"Х: Й И у= т ,У, . (1)
О:Х~Гд`$у ~ ^' ИХ дгруї^д'

коэффициенты аї, Ь', с1, а", Ь", с“, 1, 3 и 7 произвольны.
Не нарушая общности вопроса, мы можем все члены числителей

и знаменателей формул (1) разделить на один из коэффициентов,
напр. на ос, и тогда формулы проективного преобразования примут вид:

'~<

Х: У: а1×:% ї>1уэ%~Сь (2)
×~ «Ру гч. ×«ру+ч

После этого преобразования в формулах проективного соответ
ствия двух плоскостей будет входить 8 коэффициентов.

Следовательно гомографическое положение вполне определяется
четырьмя парами соответєтвенных точек.

Мы будем иметь в этом случае 8 уравнений вполне достаточных
для определения восьми коэффициентов формул проективного пре
образования (2).

Можно и наоборот, исходя из формул (1) показать (простой под
становкой), что в случае проективного преобразования прямая на
одной из таких плоскостей переходит в прямую же на другой Р1.

Ввиду этого некоторые авторы называют проективное соответ
ствие кол/шнеарным, желая подчеркнуть этим взаимное соответствие
прямых линий обеих плоскостей.

5 4. Укажем теперь весьма важную теорему относительно гомо
графической зависимости двух плоскостей: ,всякое гомографическое
преобразование кривой но формулам (2) представляет перспективу
этой кривой".

Заметим прежде всего, что соотношения (2) могут быть перепи
саны в таком виде:

, фхсозаузтшНа , фу

><=э ~~ . ь ь ~«><С
~ ×тру+ч

. . (3)
уыї б×#тггх9<?*°э%э:К фу г

^ т ×+ру+<т * °

Действительно, для тождественности формул (2) и (3) необходимо
и достаточно, чтобы

(дсози 1еХо)=а . . . . . (4)
(Ззпа~; ьУО):а1 . . . . (5)
3 (рХЭ5па)~ `

3(рУо~{сова) =Ь, _ . . (7)
3 (п~¦›<1Хї)= с . . . . (8)
3(к_}~с1У,)=С1 . . . . . . . . _ (9)

Умножив (4) на р и вычтя из полученного произведения
(6), найдем

арЬ:З (рсози Ё зпа) . . . (10)

Поступив таким же образом с (5) и (7), получим,

'_ьС

а,рЬ1:_ (рэпасова) . . .(11)
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Из (10) и (11) находим соответственные значения и

=:::
'<Ё°°

и, накоОпределив 1 и З из уравнений (4) и (5), найдем ХГ) О

нец, уравнения (8) и (9) дают значения 11 и К.
Сделаем далее замену координат в плоскости Р (хі у), положив

в формулах (3)

11~[›~хсо5о:узпо:=х1 . . _ . ' . . (12)

1<е|~хЅпа)усозое)уі . _ . (13)

Тогда формулы (З) примут следующий вид:

ХХ: гж%Ь&Н{1чх; _ . .по
7 уї *Дуе,ддїїдддўїдддй ГУО1 _ . _ _ . . .(1з)

В формулах (14) и (15) коэффициенты а* Ь1 с1 Хо* и УО1 легко
выражаются через старые коэффициенты. Самого вычисления мы не
производим, потому что эти выражения новых коэффициентов через
старые нам не понадобятся.

Положим далее в формулах (14) и (15)

а1:)\соз<х1

Ь*==)С°Ѕ@1 . .` . (16)
с1:)~созт1

Тогда формулы (14) и (15) перепишутся таким образом:

1

їу*
Х=г›асдЅа;сла2±41 +Х°' ~  417)

1)\у1

У=їє<гф(ї+°/О”     (18)
Еще раз изменим координатные оси в плоскости Р (х,у) по фор

мулам: А

х1соза1+у1зпа1¦4І:х2 _ . _ (19)

хтзпаідду\со$а1:у2 . _ . . .(20)
Из системы уравнений (19) и (20) находим:

х1:(х:1)со$а1+у2зіпаь1 _ . (21)

у1=(хг1)Ѕіпщ+у2соз(31 . . (22)

Формулы (17) и (18) тогда принимают вид:

Х:(Х21)СОЁО;12у2ЅЁЁ _%' Хо, (23)

у:(ё2т1_>Ѕ11;їее'у2єФг›<×цмд . (24)
~ 2
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І/Ізменим наконец координаты ХУ в плоскости Р1 по формулнм:
созаи ,Хїхоі 'Ётт Т"' Х2с0Ѕа _ ї ЅПИ1 . . 

т=у01~;ўхгыт+т2<;<›ЅЩ. . _ _ (26)

Подставив выражения Х и У из формул (25) и (26) в формулы
(23) и (24), мы получим:

Ісоза ;зпаХ2с0Ѕа1~е}*У2Ѕг111:  . . (27)

_ Ізпм  соваХ2Ѕпо:1):›С0Ѕи1:'*%,ї#із . (28)
× 2

Из формул (27) и (28) окончательно получаем

1

Х2їЁ . .

, __У2АУ2_)`х2 . . . . . . . (30)

Такой вид получают формулы, выражающие проективное соот
ношение между двумя плоскостями после двукратного преобразования
координат ху в плоскости Р и однократного преобразования коорди
нат ХУ в плоскости Р1.

Остается теперь пока
:,_ 1 зать, что формулы (29)

и (30) выражаютперспективу
' плоскости Р на плоскости Р,.

Возьмем систему прямо
1 , угольных Декартовых коор,З 0 динат (черт. 54) Охзуггг и си/ стему осей 01Х2У2 в пло

' › * скости, перпендикулярной к
О оси Ох: первой системы.

О ,1/_,1 Плоскость уг0хг примем за
дї __: //' плоскость Р, а плоскость/Ё , Х20*Уг за плоскость Р1.

' г /5 Рассмотрим коническую9/ _. поверхность с вершиною в
т* / Ё точке Ѕ на оси 022, и пусть

° т 7* А и Вбудут соответственные/ точки на одной и той же
Й, Хъ образующей конуса Ѕ. Точка

А и будет тогда перспекти
Чертеж 54 вой на Р1 точки В, лежащей

на Р. Кривая ААз, начерчен
ная пунктиром, есть перспектива кривой ВВ:, начерченной сплошной
линией.

Возьмем точку 01 в плоскости 220х2 так, чтобы 01С:0Ѕ и 01С:О1г и
выберем 01Х± совпадающей с 01С; тогда 0*У2 будет//Оуг. Через точку А про

\) Проективное соответствие двух плоскостей не зависит от угла наклонения
между ними. Подобие Тков сохраняется и в том случае, если Р не | кР1 . Систему
осей Охэупг. можно взять и косоугольной.
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ведем прямую /,” О'С. Она пересечет 0*У± в некоторой точке К,
а прямую ОВ в точке І.. (2) Прямая ЬС//0У:, а следовательно // Оуз иі К 0Х:.

Через точку В проведем наконец ВО//ЬС. І/Із чертежа видно, что
координатами точки В будут х±е~:О[); уе=ВІЭ. Коордннатами точки А
будут У2:01К;:__ЬС и

Х2::КА:ч :КҐ_тАЬ.
Найдем зависимость между координатами точек А и В.
І/Із подобия Тков ОЅВ и АЬВ и Тков ОЬС и ОВІЭ получаем:

Аь Мвь со вотоп (Ш
оз*'ов"'оо 1.с"ос "' ' `

Приняв во внимание значение входящих в пропорции (31) отрез
_ 1ков и обозначнв ОЬ через і, а ОС через ›~, перепишсм соотношения

(32) таким образом.
1

Ёїхї їхїїї И У2 до хз _ _ _ _ (32)
1 хз У: 1

).

Наконец соотношения (32) по упрощении могут быть перепи
саны в следующем виде:

ха:Ц_ . . . . <зз)
/~Х2

›
~ УЗ: 2 . _ (34)

Мы получили, таким образом, формулы тождественные с форму
лами (29) и (30).

Таким образом, »общее проективное соответствие фигур на двух
плоскостях есть ни что иное, как перспективное соответствие
этих фигур, нарушенное лишь перемещением этих плоскостей в про
странстве, т. е. некоторым перемещением в пространстве всегда
возможно две проективные плоскости привести в перспективное
по/го)/сение“.

5 5. При проективном соответствии двух плоскостей, как сказано
выше, всякой прямой Ь одной плоскости Р(ху) соответствует прямая 1.1
другой плоскости Р1(Х1У). При этом, конечно, различным точкам І. Т
соответствуют различные точки Іп. Совокупность точек на прямой
называется прямолинейным рядом точек.

Рассмотрим, какое соответствие прямолинейных рядов І. и Ь
устанавливает проективное соответствие двух плоскостей. Координаты
можно считать прямоугольными в обеих плоскостях без нарушения
общности исследования, ибо преобразование координат не нарушает
проективного соответствия.

Будем определять точки на прямых Ь и Ь1 координатами ї и 11,
взяв на І. за начало координат некоторую точку МО, а на прямой 1.1
соответственную точку Мы.

Нетрудно убедиться, что между координатами двух соответствен
ных точек М и М1 существует линейное соотношение вида; .   (35)

.›

~!9

Ф›“С0

Р*11~

(2) прямая І\Іт пропущепа па чертеже (51,).
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ДЛЯ ДОКЗЗЗТЄЛЬСТВЗ ЭТОГО ПОЛОЖЄІІИЯ СДЄЛВЄМ В ОбЄИХ ПЛОСКОСТЯХ

такие преобразования координат (от этого, как сказано выше, проек
тивное соответствие не нарушается) при которых прямые Ь и 1.1 будут
осями абсцисс в новых системах координат на Р и Р1.

Так как между абсциссами соответственных точек плоскостей
Р и Р1 существует по условию соотношение:

81Х *±~Ьту+С1х1~*аХ%_Ьу+с › _ . . (36)

где х и у коорд. некоторой точки на прямой Ь, а хт у1 координаты
соответственной точки на Ъ1, то это соотношение (36) сохранится
и после указанного преобразования координат. Но так как в новой
системе Ь есть ось абсцисс, то в формуле (36) надо положить у:0,
и она получит тогда такои вид:

а1х~{стХ1 '%пї_!;с э .  . .

т. е. мы будем иметь соотношение вида (35).

Формула (37) представляет собою некоторое линейное преобразо
вание переменной х в другую переменную хт. Если новую переменную
хт подвергнем снова некоторому линейному преобразованию по формуле:

452
››..

_.__1_

О
»

><

/`
СО

(Ю
\/

~ 1Х1

7\"СО

Х1:

то можно сказать, что х1 получается из первоначальной переменной
х при помощи следующего преобразования:

*_ ';,';
×1:;ьа+_@;_а;н›З* _ . . . . . . . .(з9)

_, д_Т_л1'{_1,Т_|__8Х

Преобразование (39) также линейное, ибо его можно переписать
следующим образом:

_ О
І ЭХО! Г!Х

_, ,

изН32ї_2+д3. . . . . . .(40)Хїї
ҐДЄ

а2:а17+В1а
зо: .ьзз~'°“8^^;* . .. . (41)
*І/3:_'}'^(14ОШ1

Ё2=^д'1Ё4і313.

Если обозначим через І):

Цгг
О!'СО

ТО

1 ї<11$1 1512 32
ди через ІЭ1:1 х и через ІЭ2:\ ,,(4
і *(101 П2 32;

о2=~о.в1
Все линейные преобразования вида (37) составляют группу, т. е

последовательное производство над переменной двух линейных пре
образований эквивалентно некоторому третьему преобразованию также
линейному.
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Преобразования при помощи формул (29) и (30) 5 4 суть ни что

иное как преобразование Ньютона, (См. главу 2ую 5 4).
Для того, чтобы из формул (29) и (30) получить преобразование

Ньютона, достаточно в них положить І=Х:1.
Эти преобразования встречаются у Ньютона в І томе его ,,Ргіп

сіріа“ лемма ХХІІ.
Теория гомографических преобразований подробно рассматри

вается у Спаіез, я в его ,,Меп1оіге зцг сіеых ргіпсірез депегаих сіе Іа
Ѕсіепсе“.

В курсе Аналит. геометрии акад. Д. А. Граве также достаточно
подробно рассматриваются вопросы, связанные с проективным соот
ветствием двух плоскостей. [Глава Х\/І и дальнейшие. Д. А. Граве
Ан. геом. Киев. 1911].

Доказательство теоремы о свойствах гомографического соответ
ствия, приведенное в конце 5 4, принадлежит ,,Техеіта“. Мною сде
ланы лишь некоторые дополнения в подробностях изложения.

5 6. Ньютон в своем труде: ,Епшпегаїіо Ііпеагнт їетїіі огсііпіз“
показал, что все кривые 3го порядка являются перспективой особого
класса кривых Зго же порядка, которые он назвал рагаЬо1ае сїіуегёепїез.

Другими словами, все кривые Зго порядка получаются как сече
ния плоскостью 5 конических поверхностей. Эта теорема представляет
собою обобщение соответственной теоремы о конических сечениях.

Ньютон привел свое знаменитое предложение без доказательства.
Доказательство его было дано уже после смерти Ньютона в 1731 г.

С1аіго± и І\Іі1<о1'ем в Метоіге ое І'Асас1етіе сїез Ѕсіепсез ое Рагіз.
Для доказательства достаточно показать, что всякая кривая

3го порядка получается из рагаЬо1а он/егдепз, уравнение которой в Декар
товых координатах будет: ›

у2:ахНЬх2+сх~}(1).
Доказательство основано на том, что всякая кривая Зго порядка

имеет по крайней мере одну точку перегиба (вещественную).
Здесь мы не будем приводить этого доказательства, ибо теорема

эта не имеет прямого отношения к нашей теме. Аналитическое дока
зательство содержится у Техеіга. Та же теорема доказана чисто геоме
трическим путем у Ѕа1птоп*а. [5 195 Ооигреэ рїапез]. Геометрическое
же доказательство приводится у Вельмина: кривые 3го порядка.

Уравнение рагаЬоІае (1і\/ег,<;епїез может быть написано следующим
образом: /і;_і` "_ М 7~°°_`

У:\/а(хх1)(хх2)(ххз) а>°   ~   (44)

1) Если все корни урия хт ха хз вещественны и различны, при
чем х1<хз<хз, то соответствующая парабола имеет вид: 1 (черт. 55)
и состоит из овала и бескон. ветви.

2) Если х1:х2, то овал обращается в изолированную точку.
(Черт. 2 чер. 55).

3) Если равны два больших корня х2:х3, то кривая имеет узел
(см. Зй черт. 55).

4) Если равны все три корня, то получается так называемая
полукубическая парабола с точкой возврата. (Сл. 4й чер. 55).

5) Если, наконец, из трех корней один веществен, а два другие
мнимые, то получается кривая с изолированной точкой. [Сл. 5й черт. 55].

5 7. Спаїез показал (Арегсы Ітізїогіцие 2те ес1.), что рагаЬоІае
<1і\/егдепїез не являются единственным классом кривых, которые могут
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представлять перспективу всех вообще кривых 3го порядка. Такую же
роль играют так называемые кривые 3го порядка Спаіеэ. Их уравнение:

у=ах3¦Ьх2у~+ сху2+с1у* . _ . . . . . .(45)
Нетрудно показать, что рагаЬоІае <1і\/егдепїез получаются из

кривых Шаля при помощи преобразования Ньютона.

1

а_:,д.С?Ь__ 1

1<д~ї,

Ч: 'УІ

. 5 5,
0 І д 2

3 1,, ::,_= І,

У

._Й

Ч
.~4"ИЁ*

Ё"

ля

2`

` Ч›.44и«.4и
'Бддиьяцаї

Чертеж 55

Действительно, подставив вместо х и у в (45) их выражения по
1

формулам Ньютона:х:;;у: мы вместо (45) получим следующее
1

уравнение:
1_ах13 Ьх12 сх1_1_ (1

І ў“13 . . . ~ . .

По освобождении от знаменателя (46) получает вид:

ут2:ах13{ЬХ12{схт|(1 . . _ . . . . . (47)

т. е. уравнение рагаЬоІае <1і\/ег,<;епЪез.Теорема` доказана.
След. теорема Шаля является следствием теоремы Ньютона

в силу того свойства гомографического преобразования, которое ука
зано в конце 5 5.

Пяти видам кривых Шаля, так же как и пяти видам рагаЬо1ае
<1і\/егдепіез, соответствуют 5 конусов, на которых могут быть располо
жены все кривые 3го порядка. [Свойства этих конусов изучал МбЬіпз,
АЫтап(1. сїег. Ѕёспз. Стез. ям Ьеіргід 1853 и (їау1е у Тгапзасііопз ої Нте
СатЬгі(13е РІ1іІ. Ѕосіеіу 18661.
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ё 8. ПОКИЖЄМ теперь, что циркуляриые кривые 3го порядка

играют роль аналогичную рагаЬо1ае сїіуегоепіез и кривым Шаля, т. е.
все кривые 3го порядка явлшоптся пврєпе/с/ливой циркулярных кривых.

Для доказательства этого предложения, на основании ё 4, доста
точно доказать, что общая кривая 3го порядка помощью проектив
ного преобразования может быть преобразована в циркулярную кри
вую. Итак, пусть нам дано уравнение некоторой кривой 3~го порядка
в трилинейных координатах:

Ах” +3Вх2у4 ЗСху2|Ву* 3Ех22+6Ёху2ЪЗ(3`гу22+3Нх224
3Ку2ї+Ь2”_10 . _ _ . . . . . . . . .(48_

Координатньтй Ак взят произвольно.
Посмотрим, как изменится уравнение кривой (48), если его от

нести к некоторому, специально выбранному координатному треуголь
нику МЪІІК (черт. 56).

Возьмем за ось 2 касатель
ную МК к данной кривой (48)
в некоторой точке М, за ось х
примем какуюнибудь прямую, ;

проходящую через точку М. Эта
прямая, вообще говоря, пересечет
кривую (48) в двух точках А1 и Аг, М

Примем, наконец, за ось у А
касательную к первой поляре '

кривой (48). [См. 5 6 глава ІІ] в
одной из точек ее пересечения Аг
с прямой МА1 Аг, например в 5 Ж
точке М.

При таком выборе осей три /Ё
линейных координат некоторые
из коэффициентов уравнения (48)
обратятся в нуль, и уравнение Іі
кривой получит более простой АК
вид. '

Действительно, если в урав Чертеж 56
нении кривой (48) положим и40,
то мы найдем, таким образом, координаты точек пересечения прямой
2: О с кривой (48).

Но так как прямая 2:0 по условию касательная к кривой (48),
то мы должны получить, таким образом, координаты точек М (двой
ной корень) и Ш.

Координаты точки М будут х: о, 2:0, в этой точке совпадают
два значения х. Следовательно уравнение:

Ах*+3Вх”у~{Сху“}І)у”=0 . . . (49)

должно иметь двойной корень х, равный 0.

Для этого необходимо и достаточно, чтобы С~ 0 и Ю::0.
Уравнение первой поляры кривой (48) относительно полюса

(х, у1 21), как известно, будет:

дї дї , дї
дх х1+ ду у1тдІ 2,т:0 . . . . . . (50)

где ї`(ху2):0 символическое обозначение уравнения (48) [: 6 глава 2я]
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Уравнение поляры точки М (х.:о, 2:0) будет:

дї їо, Т. Є.

Вх2+2Сху+Ву2~е{«*2Рх2]»2Су:{~К22±0 _ . . . . . . . . . .(51)
Положив в уравнении (51) у:0, мы должны получить коорди

наты точек Ѕ и Ы1 или (ЅІ и Щ), но М (или 1\І2) есть точка касания
(ее координаты х:о; у:1о).

СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ПО ЗНЗЛОГИИ СО СКЗЗЗННЫМ ВЫШЄ, УРЗВНЄНИЄ

вхэї 2Рх244к22<=о. _ . _ . _ . . _ _ .(52>
должно иметь два значения х, равные 0, для чего необходимо и
достаточно, чтобы Р<<О и К:е0.

Следовательно, если за координатный треугольник принять МКІ\І1
(или МК1) 1\12), то уравнение кривой (48) примет такой вид:

Ах3~{«2Вх2у }~3Ех22~[_3Оу22›( *3Нх22~Ё Ь21*~_О _ . (53)

О.но может быть переписано в таком виде:
2(ЗОу2~} 172) ' ~Ах3› дЗВх2у ^~3Ех21 *~3Нх72 0 54' 1 : 1 \ ' :__ ' ° ( )

Координаты точек А1 и Аг найдутся из уравнения (54), положив
в нем х:0.

Оно тогда обратится в:
2(3Счу2~:~І.22):О . . . . . . . , . . _ . (55)

Уравнение (55) показывает, что если О и Ь одного знака, то
точки А; и Аг мнимы, при разных знаках Ь и Овещественны.

При 6:0 уравнение (55) обращается в:Ь23:0...............(56)
и точка М в этом случае двойная [глава І, 5 22].

Если Ь:0, то уравнение (56) показывает, что точки А] и АЗ сов
падают. [Сту2:0].

Если за ось х взята прямая, пересекающая кривую в двух раз
личных точках, то Ь.ц*;0, и мы можем сделать преобразование коор
динат в уравнении (54) по формулам:

т=:ит:%У%$.... .....шп
После такого преобразования уравнение (54) перепишется так:

х,(х,2+у12)+А1~}~В,у,2 е5~Е1х,д Н,х{* . . . . . (58)
Коэффициенты:

А В ЗЕ ЗН .А1ї Т ; В1ї ; Едї Ъ Н1*ї:  . . .

Уравнение (58) есть уравнение циркулярной кривой в Декарто
вых координатах.

Кривая (58) является перспективой кривой (48), ибо формулы
(51) суть ничто иное, как формулы (29) и (30) 5 4 главы ІІІей, в ко
торых

_ І.І:/г: и в которых введена третья коор

дината 2 (случай однородных координат).



Е;

›~

К тч

177
Формулы (57) показывают, что при Ь и Є одного знака веще

І цственным точкам кривои (48) соответствуют вешественные же точки ее
перспективы (58). Е

Если же Ь и Єг разных знаков, то вещественным точкам кривой
(48) соответствуют мнимые точки кривой (58).

5 8. О пучке касательных к циркулярной кривой.
Уравнение касательной к цирк. кривой і(х,у,я):о в какойниб.

точке (х,у,2), лежащей на этой кривой, будет:

,дт ді ,дг__/го .  . . .  1 .

где (тд, ч, Ъ) текущие координаты касательной.
Касательная, как и всякая прямая, пересекает кривую в 3 точ

ках, из которых две совпадают с точкой касания, а третьявсегда
действительная, вообще говоря отлична от точки касания. (Гл. І 5 9).

Если дана точка хт у1 21 вне кривой, а х у 2 координаты неиз
вестной точки касания прямой, проходящей через точку хт у1 21, то
уравнение касательной будет иметь вид (1). Координаты х1 у1 21 долж
ны удовлетворять уравнению касательной, след. мы получим такое
соотношение:

Ё
ъ

><,9*..

`Ѕ
/4"$'*?

о»
=<9:

53
Ёіё

Э,З:

ЕЕ 7% :0...
В раскрытом виде:

^і(х у 2):х3;~ху2+Ах22+Ау22}ІЭХ22ЁЕуиг;Е23:О . . . (3)

а урие (2) : (2 положено равным 1)

х1(3х2~ї~у2 ›¦2Ах~{ ІЭ)+у1 (2ху+2Ау}_Е)~}Ах'1ЁАу2{2І)х}
+2Еу~{3Е:О . . . . . . . . .(4)

Это уравнение кривой, 2го порядка наз. первой по/гярой точки
х1 у1 относительно циркулярной кривой (см. гл. ІІ,5 6).

Из уравнений кривой (З) 2:1 и ее первой поляры (4) мы и опре
делим неизвестные координаты точки касания (х и у). Коническое
сечение (4) и кривая (3) вообщепересекаются в шести точках, следо
вательно вообще говоря из внешней точки цирк. кривой можно про
вести к ней шесть касательных, т. е. цирк. кривая будет, вообще го
воря, шестого класса. `

\ ц
В зависимости от наличия и характера особеннои точки кривой

класс кривой, как показано было выше, может понизиться. (Гл. 2, 5 3).
Можно искать поляру точки хт ут и относительно кривой (4).

Это будет прямая линия называемая второй по/Ьярой полюса х1 ут
относительно кривой (З).

Ее уравнение будет:

х.(Зх12+у12+2Ах1~ 1ІЭ)}у.(2х1у1~{2Ау1~}Е)~{Ах11'5

~)~Ау12~+2[)Х1)~2Ё.у1~} 3Ґ">0. . . . . . . (5)

І/Із уравнений первой и второй поляр (4) и (5) мы сразу видим,
что второе получается из первого перестановкой букв х у и х1'у1.

На ОСНОВЗНИИ ЭТОГО МОЖНО ВЫСКЗЗНТЬ СЛЄДУЮЩИЄ ПРЄДЛОЖЄНИЯІ
7) П.ЄрВ(1Я НО./Іяра КДЦВОЙ ЄСШЬ ЗЄОАІЄШДІІЧЄСКОЄ МЄСПІО т0'Ф€К, 8т0рЬІ€

12. ІІра.ць\ БДУ М 1718.
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поляры которых проходят через полюс, и 2) вторая поляра кривой
есть геометрическое место точек, первые поляры которых проходят
через фокус.

Чтобы найти полюс некоторой данной кривой 2го порядка отно
сительно данной кривой 3го порядка, достаточно провести вторые
поляры двух какихлибо ее точек: точка их пересечения будет иско
мь1м полюсом.

Если полюс лежит на самой кривой 3го порядка, то вторая
поляра его будет касательной к кривой 3го порядка в этом полюсе.
Полюс же, согласно 1й теореме настоящего ё, будет находиться на
первой поляре, т. е. вторая поляра будет касаться в этом случае пер
вой поляры в полюсе, иными словами кривая 3го порядка и ее пер
вая поляра имеют в полюсе двойную точку пересечения. Остальных
точек пересечения будет, таким образом, четыре.

Напишем уравнения 1й и 2й поляр циркуляр. кривой в сокра
щенном виде.

Уравнение первой поляры цирк. кривой относительно полюса х1,
у1 будет:

/{\]Ґ'7х

2:1: ,,,И

Ё
зі; ,<,,

+
“Ъ

[др]
\ *І *О (Ы\д1›

Уравнение (5) второй поляры можно переписать следующим об
разом: _

(3х}~А).х12}2у.х1у1+(х} А).у1'1~} 2(Ах+ІЭ)х1~}~2(Ауь(Е).
у1~|~І)х~[Еу~(3Р=0 _ . . . . . . . . . . (7)

Если мы обозначим через

_ дїі дгї дїї , у дїї
АЧЙХШ 0:9 дхду 'Х1 УІЙЙХ дУ2у1:Т 2 охох Х1+2

дїї ОЧ
сЩд”+ав~  ~ ~ Ш

Адто левая часть уравнения (7) может быть переписана в виде 2 , и

УРЗВНЄНИЄ ВТОЁОЙ ҐІОЛЯРЫ В СОКРЗІЦСННОМ ВИДЄ МОЖНО ННПИСЭТЬ 'ГЗКІ

/М,2,0. . .(9)

что нетрудно видеть из сравнения левых частей равенств (7) и (8).

5 9. Возьмем две точки на плоскости М (х, у, 2) и М* (х1, у1, 2*)
и обозначим через Х, У, 2 однородные координаты точки, делящей
расстояние между точками М и М1 в данном отношении 2,.

В таком случае, как известно, Х, У и И выразятся в зависимости
от координат точек М и М1 и Ж следующими формулами:

Хейхї ).х1

\_ уч /.у1 _ .(10)
2 2 /,21

с изменением А точка (Х, \`, 2) движется по прямой, определяемой двумя
точками М и М1.
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Уравнение циркулярной кривой в однородных координатах будет:

гжхпч2г:х±дху±+Ахча+Ауча;ох2±дву2±дв2ь:о. . . (11)

Будем искать точки пересечения прямой ММ* с кривой (11).
Для нахождения координат точек пересечения надо совместно

решить систему уравнений 10 и (1 ту
В результате подстановки выражений Х У и 2 из системы (10)

в уравнение (11) мы получим следующее кубичное уравнение относи
тельно Ж.

Ад)&*.і(х1,у1,21),у Х*(х1,у1,21)›Н.[3ї(х1,у1,21) ї (х,у, 2) :ч0 . . (12)

2А ї 03ДЄСЬ~2'* ЄСТЬ ЛЄВЗЯ ЧЗСТЬ УРПВНЄНИЯ ВТОрОИ ПОЛЯІЭЫ ПОЛЮСЗ

(х1у121) а Аїлевая часть уравнения первой поляры полюса (х1у121ї.
Найдем условие, чтобы прямая (10) касалась кривой (11).
Если М*(х*,у1,21)~данная точка а М<х,у,и) произвольная точка на

одной из касательных из точки М1 к циркулярной кривой (11), то
уравнение (12) должно иметь два равных корня, т. е. дискриминант
уравнения (12) должен быть равен 0.

Дискриминант В формы

а\).=*е '~ атіїф а2>~~} ад
будет І

Оегеатгаўеї 18аОа1.а2.а;;~4аЩа±”4а1“а;;~27афЄаў

Приравняв его О, получим уравнение 6 степени относительно
“і(х'у*21)Ах, у, 2.[ач; і1(х1у121),нулевото измерения относительно х у 2; ага 1 21%

1то измерения, а::1\і(х1у121)2то измерения; аг:і\ху2)~3го измер.],
которое и будет уравнением шести касательных к кривой из точки х1у12\

Если точка М1(х1у121) будет на кривой, то уравнение Ю» О упро
стится, так как а(у_~:ї(х,1у,1и)» 10.

В таком случае оно примет следующий вид:

а12аы2~4а1”а:г:0 или ат2(аг*4а1аз`1*:0 . . ~ .(13)
После подстановки значений коэффициентов уравнение (13) при

мет форму:

к д;2г *2т' 2

1 _ ет
і 2 \т_А 4 2

0 . .<14)

Уравнение (14) представляет собою совокупность шести касатель
ных в кривой \11) из точки, взятой на этой кривой. Точки касания
двух из этих касательных совпадают с точкой М1(х1у121). Кроме упомя
нутых двух касательных через точку М1 проходят, как показывает
уравнение (14), еще четыре касательных к кривой. точки касания ко
торых не совпадают с точкой М1. Уравнение их совокупности будет:

2./(х,у,2).АЧ`.х1,у',2')~[,Ёді(х1у'21)]”ЙО. _ _ _ (15)

ё 10. Докажем теперь теорему Ѕа1топ“а 1), заключающуюся в том,
что ангармоническос отношение /шчка четырех касшлельных, прове

1) Аоитпаі Ґііг МаН1еп1н1іІє В. ХЫІ, 1. Ѕ. 274.
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о .› 0денных из ка/сои либо точки циркулярнои Кривои, есть величина по
стоянная, независящая от положения вершины пучкаточки М* на
кривой.

Так как ангармоническое отношение не изменяется при проекти
ровании, то теорема, справедливая для циркулярных кривых, будет
справедлива и для всех их проекций, т.е. для всякой кривой 3го
порядка, так как все кривые Зго порядка могут быть получены путем
проектирования циркулярных кривых (гл. ІІІ 5 8).

Проще всего было бы доказать теорему ЅаІтоп'а для случая
рагаЬо1ае сііуегёепіез Ньютона, так как из них могут быть путем про
ектирования получены все кривые 3го порядка.

Имея однако в виду вывод инвариантов, циркулярных кривых,
мы докажем теорему Ѕа1топ'а_ непосредственно для циркулярных
кривых.

І/Ітак, согласно с уравнением (15), напишем прежде всего урав~
нение пучка 4х касательных к циркулярной кривой:
(х+А)(х2 , у2)~ { Пхи?}_Еу22+Е23:0 из точки М1(х1,у1,21) этой кривой.

Вычислив в обыкновенных Декартовых координатах
Аї(х1у12) и А=*і(х1у121).

ш<×1.уы21›=е<з×1е: А>›<2 ; <×1ееїеА›уч2у*×у~; 2<А×1~; 1>››<ет3<Аучв Е›у+
%Вх1~}Еу1[ЗЁ . . _ . (16)

А7(Х1›У1›2*)::9(3×” Ё*У”*Ёе13 ї 2АХ1)Х` 2(2Х1У' Ё ЁАУІ 7 Е)У 5 2(А×'” Ё

~1ЁеАу12е{2ІЭх1~1 2Еу1еЁ ЗР) . . . . . (17

Напишем уравнение пучка касательных:

2/./\#([(])2~<<:2(х” ху2 АХЗЁ Ауї Ё Юх Еу Ё~Ё)[(6х'2+2у'214Ах1+2О)
х (4х*у1 4Ау1 2Е)у 1 2Ах12 ,е2Ау1* ' 4ІЭх1 4Еу1 56Ё]~ 3х1 А)2х^1«

(хї Ё А)2у~*»4у12.х2у22(3х' А)(х' А).х2.у2~2(Зх1е: А)2у1.х”у2(х*~{еА)
2у1.ху*К:0 . . . (18)

буквою К обозначена совокупность членов ниже четвертого измерения
относительно х и у в уравнении (18).

Раскрыв скобки и расположив полученный многочлен по степе
ням х, мы перепишем уравнение (18) в таком виде:

(12х12 }4у” ' 8Ах1 ` 409х1“~6Ах1А”)х*' Ё (8х1у1 Ёе8Ау' 4Е12х1у1
4Ау*)х”у (12х'* 4у” 8Ах1 41)бх”8Ах'2А*4у1*)х2у2 @е(8х'у1 ;

Ё~8Ау'7 4Е4х1у14Ау1›ху3(хїе 1 ~А)*'у* І.~0 . . . _ (19)

буквою Ь обозначена совокупность неинтересных для нас членов ниже
четвертого измерения.

Уравнение совокупности четырех касательных к циркулярной
кривой по приведении подобных членов будет иметь вид:

(3х'2}~4у1“›|е2Ах1 /10А*)х4 :е~4(Е{~Ау' х1у1)х”у ]~(6х12 ;~4ІЭ2А°)х2_у2
9 4(ЕЧ Ау' х'у1)ху3(х1 ` А)2у4 :еІ_<0 . . . . (20)

Если мы приравняем нулю совокупность членов четвертого из
мерения в левой части равенства (20), то мы очевидно получим урав
нение пучка четырех прямых, параллельных касательным, изобрчжа
емым уравнением (20).

І

ь
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Ангармоническое отношение лучей этого второго пучка будет, ко

нечно, равно ангармоническому отношению пучка касательных.
Таким образом нам надо найти ангармоническое отношение пучка

прямых
а/х'ї 4а1х=*уе 6а±х2у2{ 4азху1*:~ат; О . . (21)

где а; Зхїгд 4у'2 :~2Ах1@ 413А*
ат: Ею Ау1х1у1

аг: ~ ~ .

3Х13Д ЁВАЗ (22)

а:;;Е~@~Ау1 х1у1

84%(Хї А)3

Уравнение (21) четвертой степени и даег четыре значения

угловых коэффициентов пучка прямых; обозначим эти угловые коэф
фициенты буквами кг, кг, І<;=, и 1<1.

Как известно одно из значений ангармонического отношения
(а, Ь, с, с1,) пучка прямых с угловыми коэффициентами: кг, кц, кд, Іы,
будет [ЅаітопРіес11ег В І. 5 85 Ані; ІХ]

(К11<;т).(\<: ЙК1)

(а,Ь'С)(1,) '(1(21<::)(1(1Ю) ` І (23)
Все шесть значений ангармонического отношения просто выра~

жаются через три следующие выражения:

(Ка'К2)(К\К1)"В1 . . . (24)
(кгк;:)(к,к:) П: . (25)
(К: 'К1)(К1~К::) Юн . . . . . . . . (26)

8 ИМЁННО ЭТИ ОТНОЦІСНИЯ 6)/Д)/Т (КЗК ЛЄҐКО ПРОВЄРИТЬ ПОДСТаПОВКОй)Ё

172 На Н1 Юг І): Пн
"`б1Т1“' 0., Щ” 1›.,' Ітўй* Щ ' ' (27)

первые трн получаются круговой нодстановкой, последние триоб
ратны трем предыдущим.

Вычисление далее показывает, что
Н1:В2<І›:: О . _ . . . _ . .(28)

Известно далее, что все шесть ангармонических отношений выра
жаются через корни некоторого кубического уравнения (Ѕ;:11нопРіекі!ег
В. 2 5 339).

Составим кубнческое уравнение с корнями:
Ё1Ви; 1):~1):з; Юн.Вт

Такое уравнение будет иметь вид:
(1з^ф~3(В1В2 Взїэз У І)1ї):є)(1~~([)1Озї(_0:[)з)(В::В1)±0 . . . (29)

Обозначив корни уравнения (29) через 01, 0:, и 03, мы можем на
писать следующие соотношения:

В1***В2' 01

132Вы #0:

ПнЮг дм

01 7 Ёг*}0з>ч0

. (зо)
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Присоединив сюда соотношение (28) ІЭ1 [вІЭ;›~{еІЭз:О, мы получим

систему уравнений, из которой найдем, что

Є Р131: %Ё
92 011Э2=ї . . .(з1)
Є »ПЗ: з 9.

3

Подставив найденные выражения В; О: и Па в (27), мы и полу
чим такие значения шести ангармонических отношений через корни
уравнения (29):

61~6± 6:03 6301. Оі03 0261 0362 (32)
0103, 52~91, 9392) 9192, 0293, да01 ' І ' ' ° '

Коэффициенты уравнения (29) суть симметрические функции кор
неи уравнения (21) и могут быть следовательно рационально выра
жены через коэффициенты последнего.

Вычисление приводит уравнение (20) к такому виду:

.  . . . . .

где
І2:а0а44а1а3+3а22 . _ . . . . . (31)б

Чад а1 аз!
Ід;=а0ада4аоаўадаГ;2а1а2а;, ~ ад: 1а1 аг ад; . . (32)а

132 33 31Ё '

Остается теперь вычислить выражения І2 и Ід в зависимости от
коэффициентов уравнения (21).

Подставив в левую часть равенства (31) выражения входящих
туда сомножителей из (22), находим:
І3=(ЗХ12Ё*4у12+2Ах1+4І)А2)(х12 }~2Ах1{›А2)4(Е* }Ау1х1у1)(Е~Ё еАуЧ ~

А2)24×›у1)+з.і . . _ . . . .(зз)

По раскрытии скобок и проведении к общему знаменателю (33),
найдем:

312:эхм 12×12у×2_вА×ч12в›<12+зА2×121зА›<›=т24А×1у12 _12А=×12_
_24вА×1д±эАз×1_9А2×1212А2у12єАэ×1~12А2в+зА«_12в224Аву1

_12А2у12+12×12у12+9х~+4в2+А4+121:›×12вА2›<›24А2в; _ (34)

По приведении подобных членов в правой части равенства (34)
найдем:

312:«24А×1з_24А×1у12_24А2×12_24А2у12_24Ав×124Аву1+4о2+
'+4А«1еА2в1252 . . . , т . . .<з5)

Взяв за скобки общего миожителя24А, перепишем равенство
(35) таким образом:

з12=_24А(×1з+›<1у12+А×12+Ау12+в×1+ву1)+4в2+4А~1› 1вА21э_12в2 (зе)
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Так как точка х1у1 по условию лежит на кривой, то

х1* ;~х1у1Ч~Ах124~'~Ау12+ІЭх1~[Бу*=Р, и равенство (36) получит вид:

3І2:24АІ“,4ІЭ2 ¦н~4А4~16А2ІЭ12Е2 . . . . . . (37)

Окончательно находим, что
4Ґ \12: за І 4А1>2+зв2Ач1э2_6АР!. _ . . _ .(з8)

Уравнение (38) показывает, что І; не зависит от координат х*у1
точки цир. кривой, из которой проводятся к ней касательные.

5 11. Вычислим теперь выражение Ід,.

І;;їа0а3а1'^а0а;;2*'а12а4^ё*2а1а2а3їа23
,

30328 1:__3х1<з_8АХ1:›_і6]) +5А2)Х11 ,_ х1:ъ_

±І6_Ар±;__8А:¦В х1_ 4Х14у12__8АХ1:;у1з_ Х1з_у12_16АрЗ_ЁЗАпХ1у12__

їё 1:4/Ч 2_(2^29їёі>±Ё2:^і2лАІё ~у1 _ 4 3 . . . .(З9)

~аоа”г:3х11у12 8Ах1*у12›6Ех.12уЬ(4ІЭ_}6А2)х12у12~10АЕх12у'43Е2х12
8АІ)х1у11(ЅЕІЭ ~2А2Е)х1у14х12у118Ах*у*48Ех1у*” 2АЕ2х1 4А2у'4
8АЕу'3~(4Е2+4А2ІЭА^1)у'2(ЅАОЕ2А1=Е)у1Е2(4ОАЗ) _ _ . (40)
__а12д,2:Х14у12_2Ех1::у':_2А2х1:у12ц2АЕХ1:у1 2А::Х1у12__І Езхтз %2А2Ех1у1__Ё

4 2АЕ2х1Ё 2А”Еу1 ,~А4у12~,АЁЕЗ . . . . . . (41)

2а[а2а:;:_.___2х14у12_+__ Х12у12_+_4АЕ2Х12у1Аї_2Е2Х12+

змэв4Азв 4в=в2А2в2+~,~_3~~чу=+~р. . . . . .<42)

~;ы;_×1~»<2в_А2›××1_(,2РЕ52ї2х*2 ЁЁАЧЗ. . .(4з)

Сложив почленно равенства (39), (40), (41), (42) и (43), получим:
Із*)=4[х*Ч2Ах”}2х4у2 х2ут1 14Ах“у2 2ІЭх<* А2х4 2Ох2у212А2хїу2 $

^} 2АЕх2у+2Аху4+2Ех**у ] *2Еху=* +2ЕІ)ху1ІЭ2х2~{~Е1у243Аїу* + 2АЕу3]_

Ё [(5АІЭАд)х3|(2А2ІЭАЧХ?|~(5АІЭА”)ху2Ъ (2А2[)А4)у2+(2АІЭЕ

АЗв›у+<2А2в+Азв›×1+ І ^__?2_4В>%2А__29"^^'і  Е2(41>  А” + АЭЕЗ 
\ 1

(21)А2›3 4в2в_2А2в=>_
27 + 3 , . .<44)

_,____,_ _. _, ,__
=*°) Значки * у х п у для упрощения записей временно опущены.
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Остается преобразовать выражение Із следующим образом: из
коэффициента 1го члена вторых квадратных скобок возьмем8АІЭх=*,

40АПх3 16АОх”
а так как там было~Ё~,то в скобках останетсядта3~, и ко

эффициент 1го члена во вторых квадратных скобках по выводе об

щего множителя~ будет: (2АІЭ Ад).

Такое же преобразование сделаем и с третьим членом вторых
40А08Агквадратных скобок:  _±АЗ

_ Ё (2Ав_А2=›.×у2

взятые члены: 8АІЭх=* и~~ 8АІЭху› запишем в перв
тогда у нас получится:

ху2. Взяв ~~.8АІЭху”, получим в скобках

ые квадратные скобки,

Із=4[х<Ч ~2Ах”їг2х4у”~і х”у^1144Ах=*у”+2Пх^*~{~А”х4+2[)х2у“~Ё 2А2Х*у2їг
~ }е2АЕх2у{ 2Ех”у|І)”х“{ 2Аху4Ъ2Еху“}~2ЕІЭху}Е2у*'~Ъ«А*у'+2АЕу1*~1

і 2А1э×=~г2Ав×у2] 3: [<2Ао _А~›×~›+ (2/хт _~ А«>×ц<2А1› _ А~~>×у~+

+<2А=в_Ан1›у2+<2А1:›2__А==в>×+<2АпвА›=в›у1+ (А± 4в›(2Ао,А1)_
з

(2о_А»›=; , 4в=о_2А2в2в2(4в__А*)+А2в2 ~*27 Т 3 _ . . . .(4з)

Из уравнения циркулярной кривой имеем:

хз|ху2+АхЧАу2~}еВх_¦~І)у:Р . . . . .(46)

Возведя обе части раненства (46) в квадрат, находим

х“+х2у4+А2х1}А*уЧ І)2х”}Е*'у2+2х:1у**›Ъ«2Ахд+2Ахї*у2+2Ох'+2Ех”у
[ е2Ах3у2~: ~2Аху:1+2ІЭх2у2{~2Еху=*+2А2х2у2 \ 2АВхї* ,2АЕх2у+2АІЭхуН~

+2Аву=›+21>в×у=1«*2 . .......(47›
Таким образом, выражение Іа в силу равенства (47) может быть

переписано таким образом:
2т.4о 2А2о,А~ь=+4в2_ Ё А(2оАз)[×з+А×2+×у2+Ау2+1>х+ЕУ1+ (54і%2

(21э_А2>=* 41521) ___2А2Ег
+А:Е2_Ег(4|3_Аг)___ А_27~ \ ~5_~ . . (48)

Выражение в квадратных скобках правой части равенства (48)
равноР, и мы окончательно получаем

1 ››
› :о~› ть= 4Р*+ Ав(21э_А2) ч ;ч2А11) Аню? ,Й Ё _ 4вл:>+2А2в2 _ Ё27 › , ч

12А”ІЭ2 6А4І) А6 41320 2А2Е2
***в21тТ+2т+*аза**Т ~ '(49); 
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По раскрытии скобок и группировке членов с общим знамена

телсм, мы можем переписать 1:; в такой форме:

1єАов_вА=:1=звон 4А2в2 1аА11)2оА=о= ам.: зо==13:_4вц._,,_”Й___~_.З___і._й ,ш+~~,___ў~Ш~~ ___27 ,(50)

Равенство (50) показывает, что выражение 1:, также не зависит
от координат х1у1.

Так как І: и І3 не зависят от координат той точки кривой, из
которой проводятся касательные прямые к ней, то следовательно
и 01 02 и 0; не зависят от координат этой точки, а значит на основа
нии (32) и ангармонические отношения пучка касательных также не
зависят от координат той точки циркулярной кривой, из которой
пучек каєательных проводится.

Таким образом, теорема ЅаІтоп'а доказана.
Выражения Іг и І;; суть так называемые Клебщевские инварианты

биквадратичной формы (21).
5 12. Таким образом можно сказать, что ангармоническос отно

шение пучка касательных характеризует данную кривую 3го порядка.
Оно сохраняет свои значения и для всех проекций этой кривой. Если
у двух какихлибо кривых 3го порядка эти ангармоничные отношения
различны, то одна из таких кривых в силу доказанной теоремы не
может быть получена как проекция другой.

Другими словами для возможности проектирования двух кривых
третьего порядка одной в другую должно существовать некоторое
соотношение между коэффициентами уравнений этих кривых.

Последнее обстоятельство об'ясняется тем, что формулы проек
тивного преобразования

×,±~×+еЬ1у,т:@1.ш*тй*>,2У,,ї _ . _ _ вы
Й “Х 1 ЗУ 'І З “ХТ':*У ` { '

содержат восемь независимых параметров, а урие кривой 3го порядка
имеет их девять.

После преобразования мы получим 9 соотношений между коэф~
фициентами старого и нового уравнений кривой. В эти соотношения
войдут 8 параметров проективного преобразования. По исключении
этих 8 количеств из девяти полученных уравнений, мы и найдем тре
буемое соотношение между коэффициентами кривыханалитическое
условие возможности проективного преобразования.

Связь этого обстоятельства с существованием абсолютного инва
рианта кубической формы будет отмечена в следующей главе.

5 13. Ангармоническое отношение четырех точек или пучка че
тырех лучей имеет шесть различных значений.,_),11/,_

,1'^'1
Существуют три случая, когда некоторые из количеств ряда (52)

будут равными:
І

4

т, 3Разоерем эти случаи подробно:

1. Если х:% ~ › :+1
6) ›\2їі1 _

5

Ё;

\ 1 і

/,,1/,,; т'1; Ж . . . . . .(52)
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а) Если 1, то значения ангармоничсского отноп1еиия будут:

1» Оэ С/)› 1: С/7) 0

Ь) Если И1, то 6 значений ангармонического от11о1цения будут"

1 11, 2, 2, 1, 2, 2

Наконец с) если '

)<;{`?1 или 2.2).{~1:0, то

1111/З`
>1::в__в_2_; и 6 значений ангармонического отношения будут:

1~%113* 111/1? 1іУз' 1і1/3 Ні1/2? 1¦е~і1/з`
'2_ 21 Й” _5їш' тїт" 21" 2""`

Во втором случае говорят, что четыре точки или четыре луча
находятся в гармоническом положении.

В третьем случае значения 21 суть комплексные значения кубиче
ского корня из отрицательной единицы, ибо уравнение 2.21. 31:0 по
лучается после разложения на множители левой части уравнения
25*}1;0.

В таком случае говорят, что четыре точки или луча находятся в
эквиангармоническом отношении. В этом случае три значения А равны
одному комплексному значению корня кубичного из1, три другие
значения~второму комплексному корню из1.

5 14. Укажем теперь условия, при которых пучек четырех каса
тельных к циркулярной кривой будет гармоническим или эквиангар
моническим.

Условия эти будут нам нужны в следующей главе.
Возьмем снова кубическое уравнение (30);., через корни которого

ВЫРЗЖЗЮТСЯ ВСЄ ЗНЗЧЄНИЯ ЗНГЗРМОНИЧЄСКОГО ОТНОШЕНИЯ ПУЧКЗ КЗС21
ТЄЛЬНЬІХІ

ез_зє 12.о_4з2 13:11 . _ . . . . _ .(зз)
Если І,:О, то один из корней уравнения (53) будет равен 0, т. е.

два какиелибо значения В будут равны на основании соотношений
(30) и следовательно одно из значений ангармонического отношения в
силу соотношений (27) будет равно1, т. е. мы будем иметь гармо
нический пучек касательных.

Ь) то И В2. ]);; ]*)1”1'“ В1І)2Ё:О . .  . .  .

но так как 131Ё15 }1),;:0, то мы сейчас же можем получить такие
соотношения:

С
Ъ;

С

31 1)31›1:_1),І)2

0;;(1Э1+02):13102 . . . . . . (55)
__1)3г:._ 131132

т. е. 1332: 91132 и аналогично: 152: 115131 и 1>12~ 02133. . . . (56)

а из соотношений (56) нетрудно получить такие пропорции:

133 132 91щ=д=щ.... ....(57›
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На основании соотношений (27) мы приходим к заключению, что

в этом случае три значения ангармонического отношения равны ме
жду собою, т. е. мы имеем случай эквиангармонии.

То же можно доказать и иначе в случае 12 О уравнение (53
обращается в двучленное и может быть написано в форме:

е3±Ґ[13ї0..........(58
Корни его будут: пт, шо, тшг, где 1п1ї:4З2І3 а <~› и <›2комплекс

Іные значения корня кубичного из ;~1. Тогда например первое значе
ние ангармонического отношения:

0102 6 тп1п@›_1<~›_
010;; уд тто›3Ш1«›3Ы1е

_

1+1 с
/оїї, ГДЄ 0):;:~ . ~

След _ __З_ 2 2 ці
' 01;0з`1 ,1~ді\3 2~1ед~іу'3 1›1чі1/3 2,Г 2 _

т. е. мы будем иметь случай с).
Обратим, наконец. внимание на первый случай, когда одно из

значений ангармонического отношения равно 0. Это будет иметь место
в том случае, если уравнение (53) будет иметь двойной корень (см.
соотношение 32).

Условием двойного корня уравнения:

~{е(1:0 . . . .(59)
будет равенство нулю его дискриминанта, т. е.

4р”}27с12:0 _ . _ . . . . . _ .(60)
а так как в нашем случае р::_~36І: и ог:432%, то соотношение (60)
после подстановкн выражений р и (1 и надлежащих сокращений примет
следующий вид:

Ф

~о
СД*

12"27І3:а:0 _ . . . . . . . . .(51)
Геометрический смысл соотношения (61) будет указан в главе І\/.
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Метрические свойства циркулярных кривых,
получаемые с помощью их инвариантов.

5 1. Ортогональные инварианты циркулярных кривых.
Если уравнение некоторой алгебраической кривой

/(х,у,а,Ь,с....):0 . . . . . . . . . .(1)
в которых х и уДекартовы координаты точек кривой а а, Ь, с... не
которые параметры, через общую ортогональную подстановку

х:х1соз1утзна 2 ха

у>чХ15111 у1С05а
1 уо

преобразуется в ї(х1.у1,а1,Ь1,с1 . . .):0 . _ . . . _ _ _ . . . (2)
то всякая функция Р коэффициентов уравнения (1), которая остается
неизменной при этой подстановке, так что

Р(а,Ь,с...) ::Р(а1,Ь1,с1,...)
называется ортогональным инварнанто.п кривой (1)

Если в формулах (11) 1 :0, то мы будем иметь инвариант, соот
ветствующий параллельному перемещению, если х.,=:у0››.0, то у нас
будет инвариант, соответствующий вращению фигуры кривой около
неподвижной точки.

Равенство нулю инварианта выражает какоелибо метрическое
свойство данной кривой.

В настоящей главе рассмотрим по аналогии с кривыми 2го по
рядка ортогональные инварианты циркулярных кривых 3го порядка
н применим их к выводу различных метрических свойств этого рода
кривых.

Вопросом об ортогональных инвариантах кривых Зго порядка
занимался проф. І/Іенского Университета І. Тйотае. Его работа на эту
тему помещена в Вегісйїе йЬег (Ііе \/огйаптііппден бег Стеззе1зсІтаї1 <1ег
\7\/іззепзсітаіїен гы Ьеіргід. В. 51, 1899.

Об ортогональных инвариантах циркулярных кривых имеется
диссертация 12. ІЭое11е ,,ОгїІ1о,<;опа“е Інуагіапїеп (Іег (}ігсн1агсцг\/ен З. Ого
нцп,<;“, .Іепа 1905.

В настоящей работе инварианты цирк. кривых рассматриваются
с несколько иной точки зрения, чем это сделано у ІЭое11е. ІЭое11е стре
мился получить кроме независимых основных инвариантов целый ряд
производных инвариантов с целью выражения при их помощи тех ин
вариантов, которые имеют более сложные выражения через коэффи
циенты уравнения кривой.

Далее, у І)оеІ1е нет вывода более сложных инвариантов Ѕ и Т.
Он пишет эти инварианты сразу на основании общих выражений их,
полученных Аронгольдом и Томэ.

В настоящей работе, исходя из чисто геометрических соображе
ний сделан подробный вывод ортогональных инвариантов через коэф
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фициенты общего уравнения циркулярной кривой, а вывод инвариан
тов Ѕ и 'Г через коэффициенты упрощенного уравнения циркулярной
кривой (ввиду сложности вычисления инвариантов через общие ко
эффициенты).

5 2. Уравнение циркулярной кривой Гл І, 5 1 содержит 8 коэф
фициентов формулы ортогонального преобразования вводят три пара
метра (хо, уо и 1). 8 коэффициентов преобразованного уравнения опре
деленным образом выразятся в зависимости от 8 коэффициентов преж
него уравнения и трех параметров ортогонального преобразования.

Мы получим таким образом 8 уравнений, связывающих новые и
старые коэффициенты. І/Ісключив из этих 8 уравнений три параметра
а, х0,и уо, мы получим 5 соотношений между коэффициентами старого
и нового уравнений кривой, независимых от преобразования коорди
нат. Эти соотношения и будут ортогональными независимыми инва
риантами циркулярной кривой.

Отсюда следует, что циркулярная кривая не может иметь более
5 независимых ортогональных инвариантов.

Всякая функция этих инвариантов в свою очередь будет также
инвариантом, так что зависимых ортогональных инвариантов у цирку
лярной кривой может быть и более пяти, как увидим ниже.

5 З. Так как при параллельном перенесении координатных осей
коэффициенты старших членов (а изЬ) не изменяются (гл. І, 5 4), то
отсюда заключаем, что эти коэффициенты не зависят от хп и уо, а
только от угла поворота осей 1. Исключив угол а из двух получив
шихся от сравнения коэффициентов старших членов уравнений, мы
заключаем, что один из пяти независимых ортогональных инвариантов
дол>кен_содержать только 'коэффициенты а и Ь.

Найдем этот инвариант.
Уравнение циркулярной кривой напишем в виде:

(ах ` Ьу) (хїЁу“)~}і: (х, у):0 _ . . _ _ . (З)

Символом Ь (х,у) обозначены члены ниже третьего измерения,
которые в данный момент нам не интересны.

Сделаем в урнии (3) преобразование координат по формулам

х:х1 (3051ут зпа . . _ 4)
у::х1зп1:утсоза . . . _ . . . (

В таком случае уравнение (3) примет следующий вид:
т < Ц

(€11Х1 Ь1у1)(Х12 у1“)*ф>Ё2 (Х1у1) 0. . . (5)

ат:тасоза уЬзпа
где очевидно Ь\:___аЅП1 ЬСОЅ1. . . . _ . (6)

Из системы (6) мы и находим искомый инвариант старших чле
нов уравнения циркулярной кривой, обозначив его через 6, получим:

м. Ч 2 2о~<':32 ф1)':211:ї1Ь1 . . . . . . , _ . (7)
4

КВНДРЗТ ЭТОГО ИНВЗРИЗНТЗ ТОЛЬКО ЧИСЛЄННЫМ МНОЖИТЁЛЄМ(іў0'ҐЛИ«

чается от дискриминанта кубичной формы:

(ах
ф Ьу) <×“ ї*у**›~

Обр8ЩСНИЄ Ё В НУЛЬ, ЧТО ВОЗМОЛСНО ЛИШЬ В ТОМ СЛУЧЁІЄ, ЄСЛИ
ОДНОВРЄМСННО 21"О Ь*їО, ІІОКЁІЗЫВЗСТ, ЧТО ЦИРКУЛЯРНЗЯ КРИВЗЯ ПЄРЄХО*
,ЦИТ В КОНИЧЄСКОЄ ССЧЄНИЄ.
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5 4. Найдем условие, чтобы особенный фокус (гл. І 5 2) лежал

на кривой.
Уравнение циркулярной кривой:

ї(×›у)=(г×+Ьу) (ХЧУ2)+Ах2+В›<у+Су2+1Э×+Еу›ЕР0 (8)
Обозначим для удобства члены 3го измерения через из, второго

через 112, и т. д., т. е. 

(а×+Ьу) (×2›1~у2)=Из
(Ах2ІВхуЪСу?=и2
ЁХ+Еу: Ц1 ' ' (9) .Рї ЦО

Обозначив координаты особенного фокуса (хе ус ), напишем.тре
буемое условие в таком виде:1(хс,ус):0............(10)

Как известно хс:а%;ї:ЁЁ;)Ё. . _ (11)

 Ь(СА)АЗЁ
ус**^7ЙўїлЁ:73:'Ь2) Т в д п п ц

Подставив выражение хс и у., в уравнение кривой (8), находим
согласно обозначениям (9)

и=;~<а×+Ьу›. <×2+у2>=“с”^>2+В“' “аї1Ё,Ё›'2(С_^)"2а”В1. . <1з›
(321 )

ы1:А×2+в×у1су2: . {Аа2+аьв+оь2}. _ . (14)

5 , , 81). (СА)~Ы)ВЬЕ. (С_А)ЗЕВ ( ,АЦ1ўЦ0”їІ)Х*Г'Еу (Р:тп * *' й Й *2 * *'_ "“*“'  . .

:@ррЕ)д_(_СА)В. (Ы)~{ЗЕ)1_Е

2 (а2[Ь2)

Сложив почленно равенства (13), (14) и (15), находим:

СА 1ЁВ2 4 ВЬЕ СА 43 ЬІ)1~ Е
т <×@,у1›=%Ё(,ї<Агс)1її#(87;%Ьді~Ч**1 И0<16›

1 І

или, по приведении к общему знаменателю правой части, получим:

ПЁ3:,^1*“1*В21 <^:ї 9:1€?_(Р,:*?Ё>,_і9гё>а: 45 <Р1?: Ґ:95)+;8@”і ї?Ё> її
8 (22; Ь2;

Обозначим выражение (17) через Ад ›

ЕслиА1:О, то это будет условием того, что особенный фокус
находится на кривой.

Эта особенность кривой очевидно не зависит от системы коорди
нат и след. 451 будет вторым инвариантом циркулярной кривой. Назо
вем этот инвариант А1 инвариантом особенного фокуса.

І/Інвариант особенного фокуса может быть выражен в зависи
мости от первого инварианта 8:

[ (сА)21вв 1. (А 3с)14(авьв). (сА)4.в. (ьв1 дв) 1авг
Щ: “звї Ш”
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и представлен в виде разности двух детерминантов третьего порядка:

зад: _ _41 ь,а,в 1 . . .(19›
_» _ о,в,2в ,

І/Інвариант А1 ~ особенного фокуса можно назвать также инва
риантом кругового полюса. Особый фокус циркулярной кривой можно
назвать круговым полюсом потому, что первая поляра его относи
тельно циркулярной кривой есть окружность. Это обстоятельство было
уже показано выше (гл. ІІ, 5 6) аналитически. Не трудно показать то же
и на основании чисто геометрических соображений (согласно 5 8 гл. ІІІ).
Действительно, первая поляра точки по отношению к данной кривой
3го порядка есть коническое сечение, которое проходит через точки
касания касательных к данной кривой из полюса. Так как из особен
ного фокуса выходят две касательных в круговых точках, то следова
тельно первая поляра особенного фокуса есть коническое сечение,
проходящее через круговые точки плоскости, т. е. окружность.

5 5. Найдем условие, чтобы все три ассимптоть1 кривой пересе
кались в одной точке, т. е. чтобы вещественная ассимптота кривой
(гл. І ё 1) проходила через особенный фокус.

Уравнение вещественной ассимптоты цирк. кривой (гл. І ё 1) будет:

. АЬ2~ВаЬ ' Са*
ах 5 Ьу+  ~~ +0 . . . (20)

991»

.Ш“”@

>рчФ

ЙОЭО

Э*

5*
О

3>

УРЗВНЄННЯ МНИМЫХ НССИМПТОТІ

У_Ус:"*ї (Х'Хсї .у__уС:_і(Х__хд _ _ _ _ _ . . (211

где хс и ус суть координаты особенного фокуса.
Напишем уравнения всех трех ассимптот в таком виде:

а ((12 Ь2)х (а2{~Ь2).ухІ АЬ2_ВаЬЪ Са2:0 . . . . . (22)
іх~{~ 1хСус:0 . . _ . . . . . . . . . (23)

іх}у_1іхС:ьу,,)>:_О . _ . . _ . . . . . . . . (24)

`<

Для того, чтобы три прямые (22) (23) и (24) пересекались в од~
ной точке, необходимо и достаточно, чтобы

маг 1 ь=, ь(а2+ь*, Аь*ваь уст~ 1 , 1 ,Щус то . _ . (25)
і › 1 "* (їх1:тЁ^Ус)

Раскрыв этот определитель, мы по сокращении на21 получим:

А (зьг _ аг)4ваь_; нс (3112Ь2)

Обозначим А(3Ь2а2)ь~4ВаЬ ЁС(3аї'Ь2) через Аз . . . .(26)
Свойство ассимптот кривой пересекаться в одной точке очевидно

не зависит от системы координатных осей, и следовательно выраже
ние А: представляет собою ортогональный инвариант циркулярной
кривой.

Этот инвариант, также 3 порядка, назовем атсєилттотпчеєким ин
вариантом циркулярных кривых.

Обращение в О /5: свидетельствует о том, что три ассимптоты
кривой пересекаются в особенном фокусе ее.
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Ассимптотический инвариант 13: также может быть представлен

в виде определителя третьего порядка, строками которого будут ко
эффициенты трехчленов:

1 ЁЁЁ: 1 Ёіїі 1 дгф
2 дхг 2 дхду И 272 ду*

ной кривой: Ф(х,у):(ах+Ьу) (хг ф уг) Ґ Ах?}Вхуа 1Су2+ІЭх~[«Еу } Р:0 (27)

Действительно, из последнего уравнения находим:

где Ф левая часть уравнения циркуляр

1 ддф ,

1 д2ф у у в
2 _ ' Г* ` 'Ё ь 1 .

1 д1Ф у

2 Ё ах І С . . . .

* За, Ь, А і

З”_с'

09_Р*“Щ

(ЪЮгШ

/Ь: =

Раскрыв этот определитель по элементам третьей колонны, мы и
получим выражение (26).

Пример:
Рассмотрим кривую 5 26 главы І.
Ее уравнение: (хЪ2) (х2 1 у2)›' х 1~6у~1*<0.
Здесь а.ь_1; Ь:0; С:А:<:2; В/ 0; ІЭ:1 Е Ь, Е 1 (

14001 1

1 О

8% /\1**\О00І4, 01

ФФ

*~~ . . .'3

~^~4. «2. ~~1 = 8

Ф
С

Ф

›

03

Х\Э

5:1; .\1=1.
т\1 її./" О

След. особенный фокус кривой (31) не лежит на кривой.
Пример 2.
Возьмем кривую: (2х2у)(х2+у'1)+х2~уї ў 3х~{Бу26~*О _ (32)

Составим для нее выражение инварианта 452

2АаІ,С 1В0ІЭ3,Ед,Р 20__ ~' `Здесь а::2; І):
з 1 3 44 4. О. 2 (2)~~1 3. 44 :*88:0.А _ ( )  ( )

Следовательно все три ассимптоты кривой (32) должны пройти
через одну и ту же точку (особенный фокус).

ё 6. Для вывода двух остальных ортогональных инвариантов
цнркулярных кривых обратимся к последнему 5 главы 3й. Мы пока
зали, что в случае

І2:±0

ДВОЙНОС ОТНОШЄНИЄ Пу'ІК8 КЗСЗТЄЛЬНЫХ ЭКВИЗНГЗРМОНИЧНО.
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` 4 1 .12:~~З* <_єАъ+4А2в+зв2А4132) . (за)

Так как свойство эквиангармоничности двойного отношения
пучка касательиых не зависит от изменения координатных осей, то мы
имеем четвертый ортогональный инвариант циркулярных кривых:

4А2І)+ЗЕ2 А*ІЭ26АР. _ . . . . (34)

Обозначим его буквою 81.5, тогда

і3:1~108,Ѕ . .(35)
Если

4А2в зв2_А«02БАР5= їїтйзї не 10 . . (36)

то двойное отношение пучка касательных из какойлибо точки цир
кулярной кривой обладает свойством эквиангармоничности.

З есть ничто иное, как первый Аронгольдовский инвариант про
ективного преобразования, конечно он же будет и ортогональным
инвариантом, ибо ортогональные преобразования суть частный случай
проективных.

Тождественность правой части равенства (36) с Аронгольдовским
инвариантом Ѕ легко проверить по общим формулам, полученным
Аронгольдом на основании теории инвариантов кубичных форм (См.
Ѕа11поп, Соыгіэез рІапез ІІ есі 5 22О`›.

І/Інвариант Ѕ относительно коэффициентов уравнения циркуляр
ной кривой будет четвертой степени. `

5 7. В $111 главы 3ей было показано, что если ї3:О, то двойное
отношение пучка четырех касательных к циркулярной кривой гармо
нично.

Мы показали, что

_ Й т 16Авв__зАч=8в2в+4А2в: у тем)2оА2в2Ё і 4Р" ій4' ўЙ "' *АА И *Ґ '“ "_"”__`7'ў"*:4"?'_ 'і
зА«=+зв2 ,Ё ті Ё н 1 . .

НЛИ

 Ґ4 _, ІВАПР~8А2Р8Е2ІЭ+4А*Е3 16А<ІЭ20142132
1;;~~~27Ё2~7г~_» ь~~т«+

, зА@ взр,
. . . вы

Так как свойство гармоничности двойного отношения также не
зависит от положения координатных осей, то выражение, стоящее в
квадратных скобках равенства (38) можно принять за пятый ортого
нальный инварианг циркулярных кривых. Он тождествен с проектив
ным инвариантом Т. АгопІ1о1с1'а. Это легко может быть проверено по
общей формуле для инварианта Т. (Ѕаїпюн, Соигіэез ріапез 5 221).

13. Працы БДУ М: П125.
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І/Інвариант
Т? 4 Р 16АІ)Т~Ё5АїРЁ8ЕїО }_4А2ІЁї 1,6А4І)20А2ІЭ1

* 27 _ 51 243 б

; ї ::

+ 8А`*8р _ _ <з9›
' 272

Инвариант Т для циркулярных кривых в форме уравнения (46)
главы 3 будет содержать девять членов. Порядок его шестой.

Связь между Аронгольдовскими инвариантамиЅ иТ и Клебше
выми инвариантами биквадратичной формы 12 и І, устанавливается
при помощи формул:

ї,: Й4085 . . (40)І,27т........ .(41)
Таким образом если Те:*0, то двойное отношение пучка четырех

касательных проведенных из какойлибо точки циркулярной кривой
к ней гармонично.

5 8. Наконец, в случае равенства нулю дискримипанта кубиче
ского уравнения:

03з6і,т›_4з2і,,:о
два из значений ангармонического отношения равны нулю, как было
показано в конце главы 3ей.

В этом случае, как известно из теории ангармонического отно
шения пара касательных пучка совпадает друг с другом, и кривая
следовательно имеет двойную точку.

Условие, чтобы кривая имела двойную точку в инвариантах
Клебша,уже было нами получено:

І2~з27.І;Ё . . . . . . . .(42)
При помощи формул (40) и (41) условие (42) можно выразить в

зависимости от Ѕ и Т.
Несложное вычисление дает, что

і2_27і2,:,›«27:= _ <з45== їч тв)

Так как двойная точка кривой сохраняется при всяком преобра
зовании координат, то мы получаем так называемый инаариант двой
ной точки цир/\1\›/гярной кривой:

64Ѕї*+'1`2 . . . . . _ . . . .(43)
Этот инвариант, как показывает выражение (43), уже не является

независимым, выражаясь через Аронгольдовы инварианты.
Аналитическое условие наличности двойной точки у циркулярной

кривой будет таким образом:

6451* {~Т2:0.

(Продолжение следует).




