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ния, и векторы х \ , l = q , p , соответствующие активным индексам
Ce Вычисление текущего значения оптимальной замыкаемой обрат
ной связи u(x+h) будем производить согласно описанной выше процедуре, 
используя для аппроксимации множеств замыкания только е-активные ог
раничения (вектор fu  назовем е-активным, если (| х(т) - ß i<x 1т) |< е ). Бо
лее точную аппроксимацию множеств замыкания можно вычислять парал
лельно на других процессорах в процессе функционирования системы.

5. Реализацию оптимальной замыкаемой обратной связи проиллюстри
руем на примере (2). На рис. 2 представлены траектория системы при дей
ствии оптимального гарантированного программного управления и наи
худшего возмущения (I), а также траектории системы при действии замы
каемых обратных связей для случаев Wi(Z)=O (II), W2(Z)=O,5 (Ш), W3= - 0 ,5 (IV).
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УДК 511.5

С.Л. ШТИН

ОБ ОДНОЙ КЛАССИФИКАЦИИ ВЕЩЕСТВЕННЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

We can associate with any real seguence its cartesien powers and study their geometry. In this 
article we consider the only such geometric property — the distance from zero for elements of carte
sien sguare of a seguence. The intention to classify seguences in dependence on this distance leads 
to some difficult diophantine problems. We restrict our consideration to some simple cases.

Рассмотрим произвольную вещественную последовательность А=[а„], 
множество значений которой бесконечно. Вместо А можно рассматривать 
AxA={(aj, aj) „ yeN}, поскольку любое из этих множеств вполне определя
ет другое. Под геометрическими свойствами последовательности А будем 
понимать геометрические свойства множества AxA из R2.

Зададим функцию tp: AxA—>R, ф(а„ а;)=а2+а/. Можно пытаться класси
фицировать последовательности в зависимости от инъективности ф. Ввиду
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того что ф(*,.у)-фО, х), естественно рассматривать ф на фактормножестве 
Va=AxAI=, где = -  отождествление симметричных точек (х, у) = (х', у') тогда 
и только тогда, когда х=х' и у=у' или х=у' и у=х'.

Определение. Последовательность А назовем вырожденной, если ото
бражение ę:VA—>R, (а,, щ> -а-, +ас почти инъективно, т. е. становится инъ
ективным после удаления из Va не более чем конечного множества. В про
тивном случае назовем А невырожденной.

Вопрос о невырожденности последовательности А сводится к вопросу о 
том, обладает ли уравнение

( 1)
бесконечной серией нетривиальных решений.

Хорошо известным примером невырожденной последовательности явля
ется натуральный ряд N. Здесь требуется одно замечание. Из каждого ре
шения (1) автоматически возникает бесконечная серия решений 
+(dan) =(dap) +(dag) , d& N. Такие решения естественно не считать различ
ными. Поэтому в случае однородной последовательности А форму ф следу
ет рассматривать на wA=vj=. где (х, у)=(х', у') тогда и только тогда, когда 
(х', у') -  к(х, у) при некотором ке Z \{0 }.

Приведем простые примеры вырожденных последовательностей.
1. Факториал {п!}.
Запишем уравнение (1), и пусть п=тах{т, п, р, р}. Тогда уже 

(n\y>(p\Y+(g\y, так как (л!)2>(л-1)!+(л-1)! ~ л2>2.
2. Геометрическая прогрессия {ая}, aeN.

и л=тах [т, п, р, #}, то m=min {т, n , p , g  \ и, сокра
тив на a т, получим противоречивое соотношение а 2я + 1 = a2p + a2g.

Вырожденность рассмотренных последовательностей очевидна потому, 
что они слишком быстро возражают. *

Перейдем к последовательностям, имеющим не столь сильный рост. 
Легко доказать следующее

Предложение 1. Любая последовательность вида {yjan2+bn + c } 
(а, Ь, с е  Z, а>0) невырождена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Записываем (1): 
(an2+bn+c)+(av2+bv+c)=(am2+bm+c)+(au2+bu+c) 
или

После замены неизвестных
n - m  = S

a(n2-m 2)+b(n-m)=a(u2-v 2)+b(u-v). (2)

\ u - v  = U
п + т = Т, и + V = V 

уравнение (2) принимает вид
S(aT+b)=U(aV+b), где S=T(mod 2), £/=V(mod 2).

Итак, нужно убедиться, что существует бесконечно много чисел N s  N, 
имеющих хотя бы два различных представления вида '

N = S(aT+b), S=T(mod 2), T>S. (3 )
Будем выбирать S, T из N так, что 5=Г(тоб 2) и 7>S(2a+l).

Тогда каждое число N  вида S(aT+b)(2a+l) имеет различные представления 
(3). N=S(2a+l)(aT+b)=S[a(2aT+T+2b)+b] (оба сравнения совпадают с 
S=T(mod 2)).

Следствие. Любая арифметическая прогрессия {a+nd} невырождена.
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Для подпоследовательности А натурального ряда обозначим через A(N)
число элементов множества {a„sA a„<N}.

^  ^  A(N) ,Определение. Если существует Iim — ■—, назовем его (асимптотичес

М атем атика  и  ин ф ор м ати ка

кой) плотностью последовательности A={ап}.
Очевидно, что прогрессия {a+nd} имеет плотность Таким образом, у 

нас есть последовательности, которые невырождены и обладают сколь 
угодно малоц плотностью. Однако арифметические прогрессии весьма пра
вильно устроены. Возникает вопрос: можно ли сделать какие-то выводы о 
невырожденности последовательности, располагая лишь информацией о ее 
плотности.

Предложение 2. Любая последовательность, обладающая плотностью 
>1/2, является невырожденной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала мы иначе докажем следствие предложе
ния 1. Начнем с некоторого уравнения в Z[t, и]:

(At—Bu+C)2+(Dt+Eu+F)2=(At—Eu+C)2+(Dt—Bu+F) , (4)
где А, В, . . . , F -  неопределенные пока коэффициенты из Z, которые подчи
нены условиям:

А, В, D, E = 0 (mod d)\ C = F(mod d).
Эти условия возникают из требования, чтобы каждая скобка в (4) была 

членом прогрессии {a+nd}. Убедимся, что при помощи подходящей спе
циализации неопределенных коэффициентов уравнение (4) превращается в 
тождество. Коэффициенты при t2, и2, t и свободные члены в обеих частях 
совпадают. Потребуем совпадения коэффициентов при tu и и:

-A B  + DE = -F E  -  DB (A - D ) B  = (A + D)E
или

- BC  + EF =- Е С - B F  (B - E ) C  = (B + E)F .
Пусть B=XE, F=a, C=a+d. Из второго уравнения в (5) находим 

Х=(2a+d)/d. Положим A=kd, D=Id. Тогда первое уравнение из (5) можно за
писать в виде k-(a+d)l/a.

Если, наконец, 1=а и E=d2, то получаем:
A=(a+d)d\ D=ad\ B= XE=(2a+d)E/d = (2a+d)d.

В итоге возникает тождество:
[(ad+d2)t-(2ad+d2)u+(a+d)f+[(ad)t+d2u+af = 
=[(ad+d2)t-d2u+(a+d)]2+[(ad)t-(2ad+d2)u+a]2, 

которое и доказывает следствие.
Возвращаясь к предложению 2, зафиксируем a =d=l:

(2t—3u+2)2+(t+u+1 )2=(2t—u+2)2+(t—3u+1 )2.
Полагая последовательно t=4u, 4м+1, ..., 4и+4, получим следующие тож

дества с одной переменной и:
'  ‘  ‘  ‘  C D

(II)
(III)

(5м+8)2+(5и+4)2=(7и+8)2+(и+4)2, (IV)
(5м+1 0)2+(5и+5)2=(7м+ 1 0)2+(и+5)2. (V)

Очевидно, что последовательность, содержащая невырожденную под
последовательность, сама невырождена.

(I). Если последовательность {ап} вырождена, она может содержать не 
более конечного числа четверок вида (5м+2, 5и+1, 7м+2, и+1). Поэтому, же

(5и+2)2+(5и+ I )2—(7м+2)2+(м+ 1 )2, 
(5и+4)2+(5и+2)2=(7м+4)2+(и+2)2, 
(5и+6)2+(5и+3)2=(7и+6)2+(и+3)2,
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лая обеспечить вырожденность {а„}, почти все такие четверки необходимо 
“разрушить”.

Наиболее экономно это можно сделать, убирая координату 7м+2, так как 
последовательность {7м+2} обладает наименьшей плотностью, равной V7 
(уже отсюда следует, что вырожденная последовательность не может иметь 
плотность больше 6/7).

(II) . На этом шаге следует выбросить последовательность {7м+4}.
Поскольку {7м+2}П{7и+4}=0, то за два шага нужно удалить последова

тельность плотности V7+V7.
(III) . Для наиболее экономного разрушения всех четверок из (I), (II), (III) 

нужно пересмотреть стратегию: из (I) и (II) удаляем {5и+2} и {7м+6} -  из 
(III). Суммарная удаляемая плотность составит V5+ V7-V55- 1 V35 (здесь V35 — 
плотность последовательности {5и+2} П {7м+6}).

(IV) . Из (I) и (II) удаляем {5м+2}, а из (III) и (IV) -  {5м+3}= {5м+8}.
В итоге удаляется последовательность плотности V5.
(V) . Из (V) удаляем {7м+10}. Плотность удаляемой последовательности 

составит /5+ /5+ /T-V35=1V35.
Для доказательства нашего неравенства остается сделать последний шаг, 

t=5u:
(7м+2)2+(6м+ I )2=(9м+2)2+(2м+ I )2. (VI)

(VI) . Удаляем {9и+2}. Плотность последовательности, выбрасываемой за 
6 шагов, не меньше чем 1V35+Vg-2As-Ve3 > V2.

Очевидно, что такие рассуждения можно продолжить, постепенно уси
ливая неравенство для плотности. Вполне естественной представляется ги
потеза о том, что последовательность положительной плотности всегда не
вырождена.

В заключение приведем пример вырожденной последовательности, всю
ду плотной на R. Начнем с последовательности {sin п}. Хорошо известно 
(теорема Якоби), что она всюду плотна на [-1, 1]. Воспользуемся теоремой 
Линдемана (если число а алгебраично, то еа трансцендентно) и из транс
цендентности ё  сразу получим, что sin 1 трансцендентно. Из равенства 

sin п -(cos l)"_1sin l-(cos i r 3(sin l)3+(cos l)"~5(sin l)5-  ... 
легко заключить, что sinVi -  целочисленный многочлен от sin 1.

{sin n} -  вырожденная последовательность, ибо равенство 
sin2n+sin2m=sin2p+sin2g (где (п, т) Ф (р, g), (g, р)) 

означало бы алгебраичность числа sin 1.
Теперь вырожденную всюду плотную на R последовательность можно 

построить так: первые IOt членов последовательности {sin п} записываем со 
сдвигами -2 к, -2*-1, ..., 0 ,2 , 4 , ..., 2к и заставляем к пробегать значения 1 ,2 , . . . .
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