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ОЦЕНКИ СНИЗУ ЧИСЛА НЕЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ВЕРШИН 
МНОГОГРАННИКА ТРЕХИНДЕКСНОЙ АКСИАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

Explicit formula for determination of r-non-integer vertices number of the three-axial assign
ment polytope, i. e. the vertices with the number of fractional components being equal r, is ob
tained.

Настоящая работа является продолжением исследований нецелочислен-

Nl=NnxNnxNn, трехиндексной аксиальной задачи о назначениях порядка 
п>2, начатых в [1-5].

Напомним [6, 7], что всякая вершина многогранника М(3, и) содержит не 
более чем Зп-2 положительных компонент.

Пусть rsR n={4, 6, 7 , ..., Зп-2}. Вершину многогранника М(3,п) будем 
называть r-нецелочисленной, если она содержит ровно г дробных компо
нент.

В [4] доказано, что для любого числа reRn и только для него у много
гранника М(3, п) существуют г-нецелочисленные вершины.

Через ст(п, г) будем обозначать число всех г-нецелочисленных вершин 
многогранника М(3, п), а через иг (г) -  наименьшее натуральное число к,
для которого выполняется неравенство G(k, г)>0.

Неопределенные здесь термины и обозначения взяты из [3, 4].
В работе [4] доказана следующая основная теорема, позволившая опро

вергнуть гипотезу 18 из [6].
Теорема 1. Для любых натуральных чисел п>3 и rsR n_; справедливо не

равенство

причем равенство достигается в случае, когда ле {2т{г), 2иг(г)+1}.
В настоящей статье этот результат обобщен следующим образом. 
Теорема 2. Для любых натуральных чисел п>т(г)>5 и r e  Rn-\ справед

ливо неравенство

О НАЗНАЧЕНИЯХ

ных вершин многогранника

где
=/?„_,\{4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
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s («, г, 0 =Г” (г)+;] ((.-m C '-)- /) ')*
т (г) + 1 )  
31

((з ')0
о )

х т ^ ° ( т {г ) ~ 21' 6)>' '
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1 достаточно показать, что для лю

бых натуральных чисел п>т(г)>5, r e R n-,и /е{1, 2, q(n, г)} у много
гранника М(3, п) существует по меньшей мере 8(п, г, I) г-нецелочисленных 
вершин, дробные компоненты каждой из которых содержатся в т(г)+1 дву
мерных сечениях матрицы, представляющей собой соответствующую вер
шину. Напомним, что под двумерным сечением ориентации (Jt) матрицы

будем понимать совокупность элементов матрицы х  с фиксирован
ным значением индекса i.

Пусть I -  произвольное число из множества {1, 2, ..., q(n, г)}, a Is,
S —0 ,  1 ,2 , . . . , / ,  — некоторые подмножества (возможно, тождественные) мно
жества {1,2, ..., т(г)+1], подчиненные условиям:

Ip f] Iq = 0 , J p f) J q = 0 , Т„ \\Т „ = 0  V p ,qe{0 , 1, 2, ..., /}, p * q, 

h  = Jo=  T0 = m (r )-2 l, Is = Js =Ts =3 V se  N1.

Положим I(I)= U Is, J(I)= U Js, T(I)= U Ts.
^ = O  J = O  J = O

Очевидно, что \I(l)\=\J(l)\=\T(l)\=m(r)+lVle{l, 2, ..., q(n, г)}.
Обозначим Im =NJJ(I), Jm =NJJ(I), Tm =NJT(I).
Возможны два случая:

1) n > m (r) + q (n ,r)\
2) n = m (r) + q (n ,r).

В первом случае имеем 1МФ0, JM^ 0 , Тм Ф0. Для любой тройки под
множеств (Is, Js, Ts), 5=0, 1, ..., /+1, определим многогранник M(Is, Js, TJ=
= { х =  х *  / x j  х т  - ^ O V d J ,  t)eIsxJsxTs, X  E  X ijl= I V teTs, E  X  Xijt= W jeJs,

X  X  XlJl= IVieIs]. Заметим, что многогранник M(IS,J S,T S), 5=0, I, ...,1+1

отличается от многогранника М(3, ms), где т,=|/,|=|Л|=|Г,|, лишь нумерацией 
элементов их матриц.

Пусть у0 = у° I -  (г-6/)-нецелочисленная вершина многогранника

M(I0, J0, T0), у — , 5—1,2, ...,/, — 6-нецелочисленная вершина

многогранника M(IS, Js, Ts), а у,+| = |у^+||  -  целочисленная вершинап//+,хУ/+іх7)+,
многогранника М(1м , JM, Tm ). Тогда согласно лемме 2 [3] матрица 

, элементы которой определяются по формуле

_ y'jn если (i, j ,  5  = 0, 1, 2, ..., / + 1,
лі]і

0 для остальных (/, j ,  t) из /Vn3, 

является r-нецелочисленной вершиной многогранника М(3, п).
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Известно (см. с. 309 [7]), что для числа / 0г(М(//+ ь JM, Tm ))  целочислен
ных вершин многогранника М(1м , Jm , Tm ) справедливо равенство 

/о (М(1м , Jm , Tm ))= fo (ЛДЗ, n-m(r)-l))=((n-m(r)-l)\)2.

Так как для любых чисел r e  R„-1 и Ze {1, 2.......q(n, г)} справедливо ра
венство m(r-6l)=m(r)-2l, то число (г-6/)-нецелочисленных вершин много
гранника М(/0, Jq, T0) равно а(т(г)-21, г-61), а число 6-нецелочисленных 
вершин многогранника M(JS, Js, Ts), 5=1, 2.......I, равно о>(3, 6). Для заверше
ния доказательства о^іается заметить, что декартовы произведения IsXjsXTs,
5=0, 1, 2....... I, приводящие к получению различных г-нецелочисленных
вершин многогранника М( 3, п), можно . образовать

п
т (г) + 1

' 3 т ( г )  + А
I I31 A=O

3 (Z -A )V  7
способами

3

3/ •

ПСИ
A=O

и воспользо-

1- \ ( T,(l - h \ Y  ((3/)!) 
ваться равенством И  '  7 = 4 ——

Ц З  . (3!)
Во втором случае доказательство проводится аналогично с той лишь 

разницей, что при l= q(ji, г)  имеет место соотношение M(Jm , Jm , 7 / + i) = 0 ,  по
скольку //4-1=0, Ji4-1=0, Tt4-1=0. Теорема 2 доказана.

Аналогичным образом доказываются следующие неравенства
V 3

а(п, 10)> 

а(п, 12)>

K4 J 
' и ' 3

V5 /

( ( п - 4 ) ! Г о ( 4 ,  1 0 ) +
V

3
' 5 '

F х ( ( « - 5 ) ! ) 2
-г

V ,

сг(3, 6)ст(2, 4), и>4, (2)

( ( п - 5 ) ! ) 2а ( 5 ,  1 2 ) + -

6
х ( ( п - 6 ) ! ) 7

3
V /

ст(3, 6)а(3, 6), п>5. (3)

Из теоремы 1 в силу неравенств (2), (3) и теоремы 2 получаем 
Следствие 1. Пусть п>т(г)>2. Для любого натурального числа г=4, 6, 7, 

8, 9, 11 и только для него справедлива формула

а(п, г) = ( ( п - т ( г ) У ) 2 а ( т ( г ) ,  г ) .
т (г)

Из теоремы 2 и неравенств (2), (3) вытекает
Следствие 2. Для числа / 0“ (А/ (3, п)) нецелочисленных вершин много

гранника М(3, п) справедливо неравенство
'5

(0т(А  ((Л _ т (Г) ) !Г С (" 1(Г)> O + S  Д (л . Л  reR„ т \г  I
где

Y 1 5 (п , г ,  I ), е с л и г е /г я- 1,
i=i

i '5 ч3
Д (п, г)=  ( (n-5) l)  сг(3, б)ст(2, 4), если г = 10,

I v " 7 /  V >

2

V
3

' 6 TА ( ( л - б ) ! ) ‘

А
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0 ! = 1,
Kn J

= 1, а число 5(п, г, I) определяется по формуле (1).
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Ю.Я. Р ОМАНОВСКИЙ

ПРОСТРАНСТВА, ПОРОЖДЕННЫЕ СОБСТВЕННОЙ ГРУППОЙ
ПУАНКАРЕ

The geometrical interpretation of homogeneous space generated by an own Роіпcагe group is 
given.

Пусть M  -  ориентированное пространство Минковского, в котором зада
на инерциальная система координат [1]. Любому вектору ze M  можно по
ставить в соответствие эрмитову матрицу следующим образом:

Z1 + IZ2
где го, Zi, гг, Z3-  координаты вектора z, ст0, Ct1, Ct 2, а 3 -  матрицы Паули [2].

Если на векторном пространстве эрмитовых матриц Не(2) задать скаляр
ное произведение <г, u>=(Tr(z)Tr(u)-Tr(zu))/2, то соответствие (1) является 
изоморфизмом ориентированных про^.ранств Минковского.

Рассмотрим аффинное пространство

Z I  Z0CT0 4* Z1Ct1 4" Z2CT2 4* Z3CT3 —
Z1 - I Z 2 

Z0 -  Z3
( 1)

над векторным про^ранством

K =

C помощью отображения

' E (Г

z E /

'0
0 Ii
0.

Zf=He(I)

ZGHe(I) .

p : H e ( 2 ) - > K : z - > Z  =
0
z 0

которое является биекцией, задаем структуру ориентированного пространст
ва Минковского на К  со скалярным произведением <Z, U>=<p~l(Z), p“'(t/)>.
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