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А.И. КУЖЕЛЬНАЯ, П.И. МОНАСТЫРНЫЙ

О ВЫБОРЕ УПРАВЛЯЮ Щ ИХ ПАРАМЕТРОВ И ОПТИМИЗАЦИИ  
МЕТОДОВ РЕДУКЦИИ И МАРШ -АЛГОРИТМА

The problem of the selection of the control parameters and the optimization of the reduction 
methods and the marching algorithm by the properties of the marching paths and the matrix of the 
closing equations system is investigated.

М атем ати ка  и  инф орм атика

Рассмотрим трехточечное сеточное уравнение общего вида [1,2]:
А.,Уі- \-С іУі +ВіУі+і= -F h i = l ,N - l ,  (I)

с разделенными двухточечными граничными условиями
Goyo+ Giyi = ро, (2)

Ны-\Уы-[ + НнУм= ITv, (3)
где А„ Bi, Ci, Gj, Hr -  заданные квадратные матрицы порядка М, Fi, Po, Mw -  
известные векторы той же размерности, у,- -  искомые векторы, подлежащие 
определению. Обычно N n M таковы, что N » M .  В совокупности векторы у„ 
i = 0, N, образуют решение задачи (1)-(3). Предполагается, что det A1Bi * 0 ,
i = l ,N - I ,  и решение у„ ; = OtN ,  существует и единственно. Каких-либо 
иных свойств и условий, присущих матрицам и векторам задачи (1)-(3) на 
множестве значений индексов I или на локальных подмножествах, пока не 
предполагается, хотя они и могут быть.

Классические вычислительные схемы метода редукции и марш-алгорит­
ма, как и большинство других специализированных методов [1, 2], могут 
быть успешно реализованы только при жестких, достаточно частных огра­
ничениях на параметры задачи (1)-(3). В общем случае это возможно толь­
ко при соответствующих обобщениях и модификациях метода редукции и 
марш-алгоритма [3-5], основанных на некоторых процедурах разбиения 
множества значений сеточных индексов на локальные подмножества и вво­
димой соответствующим образом параметризации [4, 5].

В работе изучается проблема выбора управляющих параметров и опти­
мизации методов редукции и марш-алгоритма по свойствам маршевых тра­
екторий и матрицы замыкающей системы уравнений.

Метод редукции и марш-алгоритм, несмотря на технические различия их 
вычислительных схем, имеют глубокое внутреннее родство. По этой при­
чине и в целях экономии места далее сосредоточим основное внимание на 
обобщениях марш-алгоритма [5] и проведем изучение проблемы в случае, 
когда задача (1)-(3) допускает одновременную реализацию метода редук­
ции и марш-алгоритма, а именно будем полагать, что [1, 2]: Ai = Bi = Е, 
Ci = C, G o =  Hn = E, G i = Hn-I=O, Po = Hn = O.

Параметрами задачи объявим: 1) число подинтервалов, 2) их длины и 
3) расположение, 4) маршевые значения сеточного решения.

Выберем на множестве индексов {0, N} совокупность точек /}, у= 0,6 
(верхнее значение 6 индекса j  определено чисто в методических целях, и эта 
частность не меняет сути дела в общем случае) и, используя эти точки для 
сшивов значений решения задачи (1)-(3), разобьем множество индексов
/={0, N} на множество подинтервалов /,={/}, /} +1, ..., rj+l, rj+t +1}, так что 

6
/ = и  I j

;=i
где 0 = г0 < л  < ... < r7 = N -I . Вычисления на Ij локализуем [4, 5], а
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искомые значения сеточного решения в точках r2, r j+ l , j - 0,6 , определим из 
соответствующих замыкающих систем уравнений. При этом на каждом Ij 
будет:

+  w < '+ , ) ; *  =  r , , r , + l + l ;

У г, = >5®. V  i = У(г% J=O,6 . (4)
Соединяя условия непрерывности решения (4) с требованием выполне­

ния граничных условий, получим замыкающую систему уравнений [5]:
+ и у '  yiV. + w y  " - V  = 0 , (5)

+ ■'yl“.\ + -  v.w: =0. k = rj, t = rM , J= 0 ,6 . (6)
Этой системе присущ внутренний динамизм высокого уровня, дающий 

вычислителю дополнительно новые, не присущие точным методам возмож­
ности по настройке и регулировке вычислительного алгоритма путем от­
слеживания в процессе его численной реализации свойств маршевых траек­
торий и оптимизации за счет выбора упомянутых параметров свойств мат­
рицы замыкающей системы (5), (6), которую мы обозначим через я=(/г._ ) г . 

Она состоит из четырех диагоналей (все остальные элементы нулевые):
D12= diag[-1, - I ,  -1 , ..., -1], D11= diagtGj0, 0, Gf ......  0, Gj7J1],

D21 = diag [G(1) , D f 1 Gj2J1, D f ,  ..., D ^ ,], (7)

D31=CliagtO, D f , ,  0, D f 1, .... D f , 0].
Здесь индексы /, j  у диагоналей Dij указывают место верхнего элемента со­
ответствующей диагонали, ме^іа остальных элементов диагонали при этом 
определяются однозначно. Если обозначить

Y  =  , у  - v <°) v (°> v (°> v (0) v (0) v (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) , T1 ' > У r, ’ - Г[ +1 ’ З' г2 ’Уг2+\’Уг} ’ X3 +1 ’ X4 >Х4+1>Х3 > X5 +1 > У гл >Х6+|1 ’
CSI IM  IM  171 . T= [w :,w _,,,w : - .w; : w : . w : w: '.w: w' w.

•I ’ I ' • ’ I  ’ l  ■ • ' J  4  1 • '4  '4  ’ • '5  '5  • • '6  •(* ■ • '7  "* •

то систему (5), (6) можно записать в матричном виде HY+W= 0, или
HY= -  W, (8)

где коэффициенты матрицы и вектор свободных членов определяются по 
формулам:

D ji i  = C D jP x - D jP 2, Df= I, Dfl=O,
G jj i = C G jH - G jP 2, G j j i = 0, Gf1=I,

= CwjPl -  wjP2 -  Fi4Wjli = 0, w - , =0, i = г- + 2, r j+1+ l, 7 = 1,6.

Изменяя правую часть F1 уравнения (1) и моделируя, таким образом, не­
которую совокупность пробных решений, реализуем для задачи (1)—(3) 
обобщенную вычислительную схему марш-алгоритма. В связи с этим рас­
смотрим различные способы выбора длин подинтервалов Ij, j= 0,6, и их 
размещения и изучим основные свойства алгоритма, считая Y= У* столбцом 
истинных значений решения у, задачи (1>—(3) и сравнивая с ним решение 
системы (8), полученное по данному методу. Проследим вычислительную 
картину метода и проведем анализ свойств замыкающей системы (8) при 
N=200, С-2 и часть результатов отобразим в табл. 1.
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Т а б л и ц а  1

Значения решения замыкающей системы (8)
А А А

к V i V i к V . V . к V» V t

1 0.995 0,990 1 0,995 0.990 1 0,995 0,990
19 17,195 16,290 27 23,355 22,490 49 36,995 36.240
20 18,000 17,100 28 24.080 23.220 50 37,500 36.750
49 36,995 36,240 57 40,755 40,040 73 46,355 45.720
50 37,500 36,750 58 41,180 40,470 74 46,620 45.990
99 49,995 49,490 85 48.875 48,300 93 49.755 49.220

100 50,000 49.500 86 49.020 48,450 94 49.820 49.290
139 42,395 42,090 113 49.155 48.720 103 49.955 49.470
140 42,000 41,700 114 49.020 48,590 104 49.920 49.440
171 24.795 24,650 141 41.595 41.300 123 47.355 46,970
172 24,080 23.940 142 41,180 40.890 124 47,120 46.740
187 12,155 12,090 171 24,795 24,650 149 37,995 37,740
188 11,280 11,220 172 24.080 23.940 150 37.500 37,250
П р и м е ч а н и е .  Здесь и в табл. 2: А  -  произвольное, P2 -  равномерное, Py -  некоторое 

локально сгущающееся разбиение.

Анализ данных табл. 1 подтверждает ожидаемую закономерность, со­
стоящую в том, что различная длина маршевых нодинтервалов Ij сущест­
венно влияет на качество маршевых траекторий. Вместе с тем основные 
свойства метода в гораздо большей мере определяются свойствами матри­
цы Н, в частности ее числом обусловленности v(H)= ̂ 1И>( В) / а (В ) , где 
B=HtH. Д л я  вычисления ß ( 5 )  и а  (В) использовались итерации:

= B
C  . . (  /1

г ( к ^ ( * + 1 )  _  f
W r

Il » VV —  C
г II 1

\  " / ч 1'

считая, что r(0) = w",J=(l. О, 0)г,

С-$(В)Е-В. Число итераций определялось условием выполнения неравен­
ства ||r(*+1 -  rw|| < е, е = 5 • KTt и ограничением А<50. Для приближенных зна­
чений верхних граней спектра матриц В и C брались соответственно значе­
ния: ß(5)~|| r (lo) II, ß(C)~|| wih) у, затем вычислялось приближенное значение 
нижней границы спекла матрицы В: а (В)= ß (5 )- ß(C).

Число обусловленности v(H) зависит от длин и числа нодинтервалов Ij и 
их размещения. Эта зависимость весьма динамична и особенно четко про­
является в случае уравнений (1) общего вида, но и в частном случае, рас­
сматриваемом здесь, она вполне удовлетворительно наблюдается (табл. 2).

Характеристики матрицы H  замыкающей системы для различных раз­
биений приведены в следующей табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Зависимость числа обусловленности \(Н ) от выбора разбиений P1

Разбиение P(S) a  (S) v(A)
А 1,000400£ + 04 8.780211Я-04 3.375Е + 04
А 3.604008Я + 03 1.060516Е-04 5.829Я + 03
Аз 4.706001Я + 03 3.496557Я-05 1.16Я+04

В случае произвольного разбиения Pi и разбиения P 3, характеризующего 
дисбаланс длин нодинтервалов, число v(H) является большим, чем в случае 
равномерного разбиения P2, что естественно при С, = C=Const [5].
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В заключение еще раз подчеркнем важность качественной характеристи­
ки и конструктивного сопоставления задач (1)—(3) и (8), которые по своей 
сути являются системами ЛАУ. Свойства задачи (1)-(3) определяются 
входными данными и размерностью, а эти параметры в свою очередь ы Ио- 
го определяются самой постановкой задачи, и изменять их каким-либо об­
разом не представляется возможным. Существенно иной предстает подоб­
ная картина в системе (8). Здесь вычислитель в состоянии разнообразно 
влиять на определение порядка системы, числа и вида блоков матрицы Н, 
определять и регулировать ее внутренние свойства, в частности изменять 
такую важную характеристику матрицы, как ее число обусловленности, и 
таким образом дополнительно получать вычислительные выгоды и пре­
имущества.
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УДК 517.925.41

Л Е ВАН ЛИНЬ, А.П. САДОВСКИЙ

ПРОБЛЕМА ЦЕНТРА И ФОКУСА ДЛЯ ОДНОЙ КУБИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ В СЛУЧАЕ НУЛЕВЫХ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ

The center and focus problem has been solved for systems x =y+P2(x, y)+Pз(дг, у), у 
where P„ i=2, 3, -  homogeneous polynomial of degree There is proven the existence o f such 
systems with six limit cycles in a neighbourhood of the point 0(0 , 0).

Будем рассматривать систему дифференциальных уравнений
x=y+Ax2+Bxy+Cy2+Kxi+Lx2y+Mxy2+Ny3, у - - X i , (1)

где А, В, С, К, L, М, N  -  вещественные постоянные. Особая точка 0(0, 0) 
системы (1) является центром или фокусом тогда и только тогда, когда 
[ 1, 2]

А2< 2. (2)
Считая условие (2) выполненным, найдем для (1) необходимые и доста­

точные условия центра. Докажем существование систем (1) с шестью пре­
дельными циклами в окрестности начала координат. По методу [2-4] для

OO OO

системы (1) находим формальную замену х=и+ п  r uu v , y=v+ I  ^qijUv1, 

которая преобразует (1) к системе

u = v+ у а,и . V = - U i  + У, h .M1,
I=2 1=4

(3)
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