
Воспользуемся следующим тождеством:

= D"1 (P) Re

где 0 < р < а  < 2, тогда:

1
1 — exp{iux] I-CO S(JCM )

1+р du = D 1(P) -  du, (12)

I J r ( X ) I ' '  = D~'(p) Re
7 I-exp{/MJr(X)}

—  dul+ p

Учитывая соотношение E{tMJr (X)} = expj—ca и a приведенное в

статье [3], получим:

Sr (X) = ------- -—  гT 1—exP t ~ 1“1 VrW)
*-•' - ч , р / а  . 1 ■ - (13)
F (p ,a )cpia ■ х+р

Произведем в интеграле правой части (13) замену переменной интегри

рования и =
I c a Y r ( X ) ] 1/с . C учетом (7) получим:

EIt (X) = 1
F (р, а)с‘

= Ы * ) Г

р / а

I W1 -  ехр —C1
I Са Y r ( X )  ' 1

1+р ■ 1IcaYr(X)J
1 /а J jc =

“аYr(X)
( 1 + р ) / а

7 1-ехр{-|дс|а } . \ір/а
I — , „+р ^= [У г(Х )Г  .F (p ,C t) .

что и требовалось показать.
Соотношение (10) доказывается аналогично. Теорема доказана.
1. M a s r y  E. ,  C a m b a n i s  S.  // Stochastic Processes and Theeir Applications. 1984. 

Vol. 18. P. I.
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tistics: Essays in Honour of Norman L. Johnson. 1983. P. 63.
3. С о б о л е в а  T. В. Статистические свойства преобразования Фурье наблюдений устой

чивого стационарного случайного процесса. Д 20009 от 21.02.2000.
4. T р у ш Н.Н. Асимптотические методы статистического анализа временных рядов. 

Мн„ 1999.
Поступила в редакцию 15.09.2000.
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УДК 519.24
Н.Н. ТРУШ, Т В. ЦЕХОВАЯ

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ СЕМИИНВАРИАНТОВ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ ОЦЕНКИ ВАРИОГРАММЫ

The estimate of the variogram of stationary stochastic process with discrete time is constructed. 
Higher order semi-invariants of examined estimate are found, their asymptotic behavior is consid
ered.

Рассмотрим случайный процесс y(s)=p+8(s), seZ, где \i=MY(s). Предпо
ложим, что 5(s), SClZ -  стационарный в узком смысле случайный процесс с 
нулевым математическим ожиданием, неизвестной вариограммой [1]
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V (А) -  M(8 (s+h) -  5(s))2; 5 , AeZ
Пусть в результате некоторого эксперимента получено п последователь

ных наблюдений У(1),У(2),..., У(п) за процессом У(5), s€ Z. В качение оценки
вариограммы рассмотрим статистику:

J n -h

V(A) =
n - h  s=i

у ( 5  + м  — ] ( i )

где А = 0, n -  I . Положим также, v(-A) = v(A), А = 0, п - 1 и V(A)-O для 
\h\>n.

Рассмотрим асимптотическое поведение семиинвариантов высших по
рядков оценки вариограммы, заданной соотношением (1).

Теорема 1. Если имеет место соотношение

Ё  -  S  Icp('......V i ) | <co- (2)

где CAt, tj G Z, j - \ , p - \ ,  р>  2 -  смешанный семиинвариант

порядка р случайного процесса 8(s), ssZ, то для оценки v (А), А = 0, п - 1, 
задаваемой равенством (1),

cum V(A1), Vift,),..., v(A„) — > 0 , (3)

j  = I, P , P >2.

(1, i; =0,2,

-2, ij = I,
няя приведенные в [2] свойства смешанных семиинвариантов, будем иметь

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим ш, = j  - 1, р . Приме

с и т

J +1

-1-1 H-A1 л-Ар
П(л-А,) S -  I Tii ...т. X

х си т 8(5, + A1 )8(j| +

J- 1 

"I
),...,5(i- +■

= 1 =1 1.... Ір =0
i

hp)8(sp + V j .
2 ,(4)

где i i i—j  означает целую часть числа —.

На основании леммы 2.5 [2] правую часть равенства (4) перепишем в ви
де

л-1

;=i

X J-Jcum 
я=i

I t - I i l n~hp 2

I  I  I  1
и г  =, »=1 4

J1=I =0

0 ( 5 ,  +
І, -1  + Г

А,); (г,г)6 Dq (5)

где суммирование ведется по всем неразложимым разбиениям множества 
D={(1,1), (1,2), (2,1), (2,2),..., (р,1), (р,2)}, Dh..., Dl -  неупорядоченные не

пустые множества, такие, что i!D_ = D.  D,p)D; = 0 ,  iźj, 1<Т<7р, а
9=1

cum 8(5, +
-1  + г A,) ; ( f , r )eD означает смешанный семиинвариант
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наблюдений случайного процесса 8 (s, +I l-  ^+ Г Zi1) с индексами (t,r)eDq,

q = I, L.
В силу (2) при больших и из всех слагаемых соотношения (5) наиболь

ший вклад в величину семиинварианта оценки вариограммы будут вносить 
слагаемые, являющиеся произведением р семиинвариантов второго порядка 
случайного процесса 6 (5 ), ssZ . Рассмотрим неразложимое разбиение мно
жества D, которое соответствует одному из слагаемых такого типа: 
D 1= I(I5I), (2,2)}, D2= {(2,1), (3,2)},..., D ^1= I(P -U ), (р,2)}, Dp={(p, 1), (1,2)}.

Обозначим это слагаемое I, тогда, используя свойства смешанных семи
инвариантов и определение ковариационной функции a(Zz), ZieZ, будем 
иметь

-1 п-й, п - Н „

E ctCj1 —*У2)Х---ХСТС-Ур_1 — Jp)cr(jp — ̂ i) . (6)
*i=l 1P=1

Для преобразования выражения сделаем замену переменных суммиро
вания: ri=su Гі-Si-i-Si, 1 = 2, р, а затем изменим порядок суммирования. То
гда получим

и -  max Zr

Y l ( n - h j )

(л -A1Xfi - I
/

п-hi-I Ti-Iv2 -I
х Е  E - E

Г2 =1-Л  + /і2  Г3 = I-Tl+ (ц rp = l-n+ hp
1+

т{г2,..., г„) 
и -  max Iil

*=U P

ст(-г2 - . . . - г р) П ст(г;),
J=2

где функция т(г2,..., г„) такая, что
т(>2,..., г„)
и -  max Zz,

<1. Учитывая (2), получим

требуемый результат.
Теорема 2. Пусть случайный процесс 5(.v), sgZ, таков, что семиинвари- 

антные спектральные плотности U 1), ^ 1,..., и 1^П =[-д, л],
S -  2 ,р , р -  произвольное натуральное число, р  > 2, определенные в рабо
те [2\, непрерывны на области определения. Тогда для оценки v (Zi), 
Zz = 0,n -1 , задаваемой равенством (1), имеет место (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим (6 ). Подбавляя вместо ковариацион
ных функций их выражения через спектральные плотности, а затем преоб
разуя полученное соотношение, получаем 

(2n)p~l (п -  max Zi1)
---------------------------------!—— --------- f о ( V . . V ^ ф ?  , (   V I  d \ ~ . . . d \  .
(H-Zi1Xn-Zi2)-(H-Zip) Пр-

(A, ~ h j )

где g(y2,..., у J =  f ( y , ) f ( y ,  + y2) -  /())+••■ + Ур)е J=2 dy] , ядро
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ф" (27t) I -  P  O I I l

, = \ , р  2

В силу свойств ядерной функции очевидно, что I ; 0 . Таким об
разом, теорема доказана.

Между вариограммой v (h), heZ, и ковариационной функцией ст(/г), heZ, 
существует связывающее их соотношение [1]. Асимптотическое поведение 
семиинвариантов высших порядков оценки ковариационной функции рас
сматривалось, например, в работе [3].
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УДК 519.24

Н:В. МАРКОВСКАЯ

ПРЕДЕЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОЦЕНОК 
СМЕШАННЫХ МОМЕНТОВ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

In this article limit distribution of estimates of mixed moments of higher orders of stationary 
stochastic processes is found under limitation on mixed cumulants.

Рассмотрим действительный стационарный случайный процесс x(t), 
teZ={ 0, ±1, ...}. Предположим, что Mx(f)=0, te Z. Обозначим mn(tu ..., V i) -  
смешанный момент и-го порядка, с„(/ь ..., V i) -  смешанный семиинвариант 
n-го порядка, f n(t\, ..., V i) -  семиинвариантную спектральную плотность
н-го порядка, t j GZ ,  хуб П ,  у = 1 ,и -1 , п> 2 , f 2{x)~ f ( x ) ,  . хеП.

Пусть смешанный момент п-го порядка неизвестен и требуется по T 
последовательным через равные промежутки наблюдениям

х(0), х(1), ..., х (Г -1 )
за процессом x ( t ) , t e  Z  , построить его оценку и исследовать ее статисти
ческие свойства.

Для смешанного момента n-го порядка построим оценку вида

= - > ,  x{tx+t)x{t2+t)  ... x{tn_x+t)x{t ) ,  (I)
1 /=0

t , t j€ Z , j  = I, n - 1, n> 2 .
В работе [3] показано, что покроенная оценка смешанного момента 

n-го порядка (1) является несмещенной оценкой для смешанного момента 
n-го порядка и состоятельной в среднеквадратическом смысле.
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