
дают решение уравнения (7). Заметим в заключение, что решение уравне­
ния (8) с увеличением к ^ановится весьма громоздким, поэтому находить 
его целесообразно в численном виде.
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УДК539.3

в :а . САВЕНКОВ

ДИНАМИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ОРТОТРОПНОЙ ПОЛОСЫ

This paper considers dynamic contact problem for orthotropic strip. A general solution in terms 
of two potential functions is presented. The mixed boundary conditions lead to dual integral equa­
tions, which solving may find in the form of series.

Рассмотрим упругую ортотропную полосу, занимающую в плоскости 
0x1*2 область S(0<x2</i); L(X2=O) и Li(x2=/i) -  нижняя и верхняя границы об­
ласти 5. Предположим, что полоса своей нижней стороной опирается без 
трения на гладкое жесткое основание. По верхней границе полосы с посто­
янной скоростью с движется штамп с плоским основанием. Трение на уча­
стке L'(|xi|<a) контакта штампа с полосой и внешняя нагрузка на остальной 
части L"(|xi|>a) контура L отсутствуют.

В предположении, что главные оси ортотропии совпадают с осями коор­
динат, используем следующие соотношения закона Гука [1]:

СТ11 — c II
Э м,
fa

Эн,
fa

Эн.
fa

■ +  С,-
Эн,
fa

ст„ =< Эн,
Эх,

Эи2
Эх

и соответствующие уравнения движения
Э2и,

+  C66
Э2и

Э2и, • + с„ -

Эх2 
Э2и,

.+(<

(с

■ Ca*

+ с*

Эх,Эх, = P

,) Эх,Эх

Э2н,
d t 2

Э2и,
' 1 7

а )

где Ctj -  жесткостные характеристики материала, р -  его плотность, Gij -  
компоненты напряжений, и,- -  проекции перемещений на оси координат.

Примем новую систему координат, связанную со штампом. Производя 
преобразование для относительного движения

X=X1 -c f ,  у = х 2, t=t,
приводим уравнения (1) к виду:
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Э2и, Э2м, д2и2 0
— a T ^ - = O» - r - L+2ß,дх BxBy By Bx

*\2 В и.
BxBy

+ а,
В2и2 _= 0,
By

(2)

где

2ß =

2ß, =

__ С,2 + С66
cH ) 

Cj7 "Ь Ct

, а  = , M1=C

. a I =-
-22

и66
, M0 с

( I - M 22) C66( I - M 22)
Решение системы уравнений (2) ищем в виде

ЭФ ЭФ
1 Bx 2 By

где т -  постоянная, а Ф=Ф(х, у).
Уравнения (2) удовлетворяются, если

„о а \тa  + 2ßm = ---- -— :Р.m + 2p,
а функция Ф(х, у) удовлетворяет уравнению

ь  h(,’>)=0'
_  u. - a  2 лТогда т =— , где ц, -  корни уравнения ц -2aiii+a2=0, в котором

^P
2ai=a+ai-4ßßb а2=аах.

В дальнейшем будем рассматривать наиболее распространенный на 
практике материал первого типа [2], для которого а2>0, a, > Ja2 .

В результате получим следующие выражения для перемещений и на­
пряжений:

ЭФ, ЭФ,ЭФ, . ЭФ2
Bx Bx ’

М, =Wi
1 By * By ’

Э2Ф,
дхду

B2Ф, , Э2Ф Э2Ф, Э2Ф,
' - a k i By2 - B y 2 ' Суу ' lIfy r * h I fy r

к = ' -  ",  - C11Hi , HiZi = н,с|2 - C22Jni .
В нашем случае необходимо удовлетворить условиям:

Gxy=O HaLi(Ti=I),
U2=-U0 HaL'(|£|<ß, T i= I) ,

Gyy=O н а  L"(|^|>ß, T i= I) ,

Gxy=U2=0 на L(T)=O), 
где L,=x/h, r\=yth, ß=a//i -  безразмерные переменные, и0 -  нормальное пере­
мещение штампа.

Для решения задачи функции напряжений возьмем в форме интеграла 
Фурье [3]:

(3)
(4)
(5)
(6)

= fi (L)ch YiTiXcosX%dX, Z = I, 2 ,
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где f  (X) -  неизвестные функции, которые определяются из граничных усло- 
1ВИИ,

Тогда перемещения и компоненты напряжений будут иметь вид:
OO O0

hu, = -|Х (ф и +(pl2)sinX^/A., hu2 = JX(m1v,<P2| + "bY2<P22)cosX£i/X,
О о

Zi2CTxi= д - 1 к:vrcD.. +Ic2Y2Cp12 )cos XLßX, (I)
О

Zi2Ct w, = -JX 2 (АФіі +Z2<Pi2)cosX^i/X,
О

= “ c66 Yi (1  + Wj)ф21 +у2(1 + тг)ч>22 SinX^dX,
О "

где Ф I1= (̂X)ChYiXri, ф2,=^(X)shY,Xr|.
При таком выборе функций напряжений условия (6) удовлетворяются 

автоматически.
Полагая т]=1 для ст„, из (7) и подставляя его в (3), получим

/,(X ) = - 1 1 1 = 1 ^ 4 / ,  (X). (8)
(1 -+ Zn2 )y2 sh Y2X

Подставляя (8) в выражения для и2 и CTyy из (7), полагая в них т|=1, полу­
чим:

aKL F(X )cos Х^/Х,
U0I1 (9)

Q(X)F(X)cosX^X. (10)
о

Здесь

F(X): (1 + ш,) YiX2ShYlXf CthylX I2 cth Y2X 
Yi (I + W1) Zj2(l + w2)

(W2-Wi)YiY2Zi

U0M1

Q(X) =
X Z1 (I + w2 )y2 cth Y1X -  Z2 (l + w, )y, cth Y2X ' '

Подставляя (9) и (10) в граничные условия (4) и (5), получим систему 
парных интегральных уравнений:

Jß(X)F(X)cosX£i/X = l, 0 < ^ < ß ,

J f (X)cosX^ZX = 0, £>ß .
О

Решение этой системы будем искать в виде ряда:

(H)

( 12)

= Р 2 ,а ,7 2ДЛр), (13)
J=O

где J2,(Xß) -  функции Бесселя первого рода, а, -  неизвестные коэффициен­
ты. В этом случае уравнение (12) удовлетворяется, так как [4]
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J / 2y(Xß)cosA4*/A. = 0, ^>ß, 7 = 0, I, 2......
о

Уравнение (11) после подстановки выражения (13) примет вид:

ßS а J Ö (X у2Л̂ß) cos Х&Х = 1, О < £ < ß . (14)
J=O о

Используя разложение cosA.£ в ряд Фурье [5],

cos = J 0 (ЭДЗ) + 2У  J2k (A.ß)cos2fcco,
*=i

где co=arcsin(^/ß), уравнение (14) перепишем в виде:

J f l J f  O(X)J4. (Xß)
J=O о

J0 (XQ)+ 2 ^  J2k (Xß)cos(2*(ü) dX = -
ß

Уравнение (15) удовлетворяется тождественно, если
1/ß, к = О,

- i  Z1, Z ,  . . .  .

(15)

(16)

Здесь

Неизвестные коэффициенты в разложении (13) определятся в результате 
решения системы линейных алгебраических уравнений (16). После ее ре­
шения контактное напряжение ^=(Ciyy)ri=I под штампом вычисляется по 
формуле:

- Ч = ^ a j J2j (XQ)cosXL,dX = ^ a j (~l)J £ < ß , (17)
uL '

где T2J -  полиномы Чебышева.

Контактное напряжение под штампом
х/а 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.95

hq (x) А 0,486 0,49 0.532 0.617 0.874 1.785

М<А B 0,472 0,48 0,528 0,614 0,867 1,771

В таблице приведены значения функции hq(x)tu4ь рассчитанные по 
формуле (17) для материала AiE2JEx=O,:5; GxyIE,=0,6; Vry=O,31; M2=0,5) и ма­
териала BiEyIEx=O,2; u xv/ t x=u, i ; vxy=0,28; M2=0,3). 1 2 3 4 5
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