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С.Е. БУХТОЯРОВ

О РАДИУСЕ СИЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ВЕКТОРНОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ ТРАЕКТОРНОЙ ЗАДАЧИ C СОВОКУПНО- 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ ПРИНЦИПОМ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Upper and lower attainable estimates of strong stability radius are obtained for a vector linear 
trajectorial problem of finding the set of jenerally-efficient solutions.

Исследованию сильной устойчивости векторных дискретных задач с па 
ретовским и лексикографическим принципами оптимальности посвящен 
ряд публикаций [1—4]. Нами получены нижняя и верхняя достижимые 
оценки радиуса указанного типа устойчивости векторной траекторной зада­
чи с совокупно-экстремальным принципом оптимальности в случае чебы- 
шевской метрики в пространстве возмущающих параметров линейных ча­
стных критериев.

Пусть на системе подмножеств (траекторий) Tcfl1', |7]>2, булеана множе­
ства Е={еi , е2, .... еп,}, w>2, задана векторная целевая функция fO, А)= 
={/i(f, АО, М ‘, A2), . . . ,U t ,  А,,)}, п>1, с линейными частными критериями 
(вида MINSUM)

U t,  A )=  Z  Oij -> niin, i E N„.
je mn

где А,- -  r'-я строка матрицы A=[ay JnxmG Rnm, N„={ I, 2 , »}, N (t)-{jeN m:eEt). 
Будем полагать/](0, А) = 0.

В теории принятия решений наряду с широко известным принципом оп­
тимальности по Парето рассматриваются и другие функции выбора (см., 
например, [5-7]). В настоящей статье под векторной {«-критериальной] 
линейной траекторной задачей Zn(A) будем понимать задачу поиска сово­
купно-экстремального множества (множества совокупно-экстремальных 
траекторий), которое определим традиционным образом [6-8]:

Cn(A) = {tET SiENACKt, А,) =  0)},
где

C fcA d =  [ f e T  gi(t,t',A d>0 ], 
gi(t, г', Ai) = f(t, A ihflO', A), i t  Nn.

Очевидно, что C1(A) (AeRm) является множеством всех оптимальных 
решений скалярной задачи Z1(A).

В работе [8] получена формула для радиуса устойчивости задачи Zn(A), 
под которым, как обычно, понимается предел таких возмущений парамет­
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ров векторного критерия, при которых не возникает новых совокупно­
экстремальных траекторий. Ослабляя требование непоявления новых сово­
купно-экстремальных траекторий, приходим к понятию радиуса сильной 
устойчивости, которое впервые было введено в [9] для однокритернальных 
(скалярных) задач. Этот тип устойчивости трактуется как наличие таких 
возмущений упомянутых параметров, при которых хотя и возможно появ­
ление новых совокупно-экстремальных траекторий, но для каждого «мало­
го» возмущения параметров существует хотя бы одно эффективное реше­
ние исходной задачи (не обязательно одно и то же), сохраняющее совокуп­
ную эффективность. Поэтому по аналогии с [1—4] под радиусом сильной 
устойчивости задачи Zn(A) будем понимать число

„ Jstip Q1 если Q V 0 ,
[О, если Q = 0 ,

где
Q={e>0: VBg B(E) (С(А)пС(А+В)Ф 0)},

® ( e ) = { ß e R " m:||ß ||< e ) ,
||ß||=max {|btj|:(i, j)e  Nn xNm}, В=(Ьй]п̂ е  R nm.

Ясно, что при выполнении равенства C t(A)=T, т. е. в случае, когда мно­
жество C (A )  :=Т\С(А) пусто, радиус сильной устойчивости р"(А) равен 
бесконечности. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать так называе­
мые нетривиальные задачи, т. е. задачи, для которых Cn(A )/ 0 .  Возмуще­
ние параметров задачи Z t(A) будем производить путем сложения матрицы А 
с матрицами B e tS(E)1 которые назовем возмущающими.

Введем следующие обозначения:

ф''(А)= max max min l̂ f'
T e C (A ) Ie C1(A) Д (t, t )

\j/"(A)= min max max
іе С (А ) 'еЛ'„ T e C (A )

8jit, T1 Ai) 
Д(/, f )

где
g.U> t \  A)=fi(t, A)-fi(t', A),

A(t, i')=|((Ur/)\(fnf')|.
Очевидно, что р"(А)<фл(А).

Теорема. Для радиуса сильной устойчивости рл(А) нетривиальной зада­
чи Zn(A), и>1, справедливы оценки

0<фл(А)<рп(А)<фл(А).
Д о к а за т е л ь с т в о , Для удобства изложения обозначим ф:=ф"(А), 

ф:=фл(А).
Прежде всего отметим, что ф>0, поскольку из определения множества 

Cn(A) следует
VreCn(A) BiGNn V t'e C n(A) (TiU1T1 А) >0).

Далее докажем, что ф < рл(А). По определению числа ф существуют та­
кая траектория TeC (A ) и такой индекс IceNni что для любой траектории 
te Cn(A) справедливы неравенства

8i(T t', А,)
А(Т t') ‘

О < ф <
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Откуда выводим, что для любой траектории te Cn(A) и всякой матрицы

Be (В(ф) выполняются соотношения
gk(t, г', Ak+ Bk) = gk(U t', Ak) + gk(t, t', Bk) > gk(t, t', Л) -  ||ЯЦД(г, П  > 

> j i t t , f , A d - v  т , п > о .
Поэтому Ck(t', A*+ß*)r\ Cn(A) =0.
Следовательно, для любой матрицы Be $((р) имеем С(А+В) n  C(A) * 0 ,  

т. е. ф<р"(А).
Наконец, покажем, что р”(А)<ф. Согласно определению числа ф сущест­

вует такая траектория te Cn(А) , что для любой траектории t е С (А) и любо­
го индекса IeNn справедливо неравенство

М д Л А І  <ш 
А (С Ö

В качестве возмущающей матрицы возьмем матрицу В =[ Oi- Jnxm, элементы

которой для любого индекса ieN„ задаются по формуле
. f-ß , если j e  N(t),
v jß, если j e  N(t),

где \]/<ß<£. Тогда для любой траектории t'e C(A) получаем
g,(t, t \  Ai +в; )=gi(t, f , A,)+g,{t, C в; )<g,(t, t \  A,)-S|ß*||A(f, n  <

<A(r, r')(V-ß)<0> ieJV„.
Тем самым доказано, что

Ve>\|i 3B*e(B(z) (C\A+B*)nC(A)=0).
Следовательно, р"(А) < \\li.
Теорема доказана.
Следствие 1. Всякая задача Z"(A), п > 1, сильно устойчива (р"(А) > 0).
Из полученной теоремы и теоремы 1 [8] вытекает следующий известный 

результат.
Следствие 2 [9]. Для любой скалярной задачи Z 1(A) радиусы устойчиво­

сти и сильной устойчивости совпадают.
Приведем примеры, иллюстрирующие достижимость нижней и верхней 

оценок для радиуса сильной устойчивости.
Пример 1. Пусть п = 2, т = 4, T= hi hi /4}* U = (e i)> h = ie2}i h — (^зК 

U= {е4},
f I 3 2 4̂ 1 
.3 I 4 2y

A=
V
1 3

Тогда C2(A) = {tu h \,  Ф2(А) = - ,  ф2(А) = - ,  и согласно теореме
Z z

ł s r t Ą > 4

Если е> —, то для матрицы

B = ß ß -ß  - ß 4 
ß ß -ß  -ß

, 8>ß>— ,

, 2 1
имеем C\A+B) = { / 3 , / 4 } .  Следовательно, p (А)=ф (А)=—.
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Пример 2. Пусть п, т и Т  такие же, как в примере 1, а матрица
rI 3 2 4 \
,3 1 4 2 Г

A =

Тогда C2(A) = {Г|, I2), и согласно теореме р2(А) = <р2(А) = Vji2(A) = ^ .

Пример 3. Пусть п=2, тп=4, T={t,, t2, r3, t4), t\={ey}, t2={e2}, t3={eu ег), 
U= {e2, e4},

f l  1 6 6^
A =

U  1 2 3,
Тогда C2(A) = {/,, r2), Cp2(A) = 1, Vjf2(A) = 6.
Нетрудно проверить, что для любой возмущающей матрицы B e rB(E), где
2E=V (А) = 6, хотя бы одна из траекторий t\ или t2 сохраняет совокупную экс­

тремальность в задаче 2?(А+В), т. е. выполняется соотношение
&(А) п  C^A + В) * 0 .

Откуда с учетом теоремы получаем р2(А) = Vp2(A) = 6.
Работа выполнена в рамках Государственной программы фундаменталь­

ных исследований Республики Беларусь «Математические структуры 29».
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УДК 519.24

Н.Н.  ДЕМЕШ. Т.В. СОБОЛЕВА

ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ СОСТАВЛЯЮЩИХ 
МНОГОМЕРНОГО УСТОЙЧИВОГО ПРОЦЕССА

The function describing the dependence structure of multidimentional stable process with de- 
screte time is defined. Mathematical expectation and dispersion of estimation of the considered 
function are calculated.

Исследование свойств устойчивых процессов с характеристическим по­
казателем а , 0<а<2, во временной области традиционными методами за­
труднено, так как у них существуют конечные моменты только порядка р, 
0<р<а. Для таких процессов ковариационная функция не определена.
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