
Математика н информатики

интегральные поверхности не входят ни в одну из особых точек, симмет­
ричны относительно оси Oy и гомеоморфны эллиптическому цилиндру.

Из [1] и всего вышесказанного вытекает следующая 
Теорема 3. Особыми кривыми уравнения (1) могут быть только 1) ^-кри- 

вая (в случае (4)); 2) прямая (в случаях (3) -  (5), (7)); 3) две параллельные 
прямые (в случае (4)); 4) две пересекающиеся прямые (в случаях (3) и (10)); 
5) гипербола (в случаях (2), (3), (9), (10)); 6) парабола (в случаях (5), (6), 
(8) -(10)). При выполнении условий (2) -  (6), (8) особая кривая седловая или 
узловая; при выполнении условий (7), (9), (10) особая кривая узловая.
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В.В. МИРОНЕНКО

ЧЕТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Necessary and sufficient conditions at which differentia] systems are reduced to each other by 
even transformation are established. Such systems are named equivalent. Conditions of equivalence 
of the set system to stationary system are specified. The received results are used for studying ques­
tions of existence and stability of periodic solutions of periodic differentia! systems.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

—  = X(t,x), t e R ,  x e D t z R " .  (I)
dt

C помощью четного по / дифференцируемого преобразования вида
y = S(t,x), S :R xD ~ 5  R x G  (2)

получим новую дифференциальную систему

—  = У(г,у), tGR, x e G  (ZR. (3)
dt

Множество всех четных по времени дифференцируемых преобразований 
дифференциальной системы (1) вида (2) образует группу.

Далее отдельно будем рассматривать случай, когда система (3) стацио­
нарна, т. е. имеет вид

dy
dt

= Y(y). (4)

Для любой функции P(t, /с) положим по определению

<■,(».«>-* * * + / * * *  ^ p i u х) ■ ®  
Лемма 1. Пусть существует четное по t преобразование z=S\(t, х), сво­

дящее систему (1) к некоторой стационарной системе. Тогда существует
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Математика н информатика

и четное по t преобразование (2), сводящее систему (1) к стационарной 
системе и обладающее свойством

5(0, *)=*. (6)
Д о к а за т е л ь с т в о . В качестве преобразования 5 возьмем преобразова­

ние y  = S{t, x):=S~'(0, 5,0, je)).
Лемма 2. Для того, чтобы четное по t преобразование (2) сводило сис­

тему (1) к системе (3), необходимо и достаточно выполнение тождеств
Э50, х) , Э5(/, х) '-V  t, ей  \\-ХД(,  х) = Y11O, 50, х)),

, .  (?)
dt дх

d5(f, ■*)
дх

X 4O, X) = Y4O, 5 0 , X)).

Д о к а за т е л ь с т в о . Преобразование у=5(/, т) сводит систему (1) к сис­
теме (3) тогда и только тогда, когда выполняется тождество

У0 , 5 0 , х ) ) = - (- ’ x) + dS{! ’ Х)Х 0 , X). ( 8)
dt дх

При доказательстве необходимости, выделяя и сравнивая четные и нечет­
ные части в этом тождестве, придем к искомым соотношениям (7). При до­
казательстве достаточности придем к тождеству (8), сложив тождества (7).

Теорема 1. Четное no t преобразование (2), обладающее свойством (6), 
сводит систему (1) к некоторой стационарной системе вида (4) тогда и 
только тогда, когда выполняются тождества

350 , х) , 350 , х) v  , ,  ,'і*„
■+— -— х но, •*) = о,

. (9)
3;

350 , х)
дх

дх Х ч0 , x) = Y(S0 , *)),

при этом правые части систем связаны между собой соотношением
Х(0, x)=Y(x).

Для доказательства достаточно положить в соотношении (7) /=0 и восполь-
- /е\ 35(0, JC )зоваться тем, что из свойства (6) следует тождество — -------  = Е.

дх
Замечание. Отказавшись от условия (6), достаточное условие в теореме 1 

можно сформулировать следующим образом: пусть некоторая четная по / 
функция S(/, *) удовлетворяет тождествам (9). Тогда преобразование (2) 
сводит систему (I) к некоторой стационарной системе (4).

Следствие. Пусть существует некоторое четное по t преобразование (2), 
обладающее свойством (6), которое сводит систему (1) к некоторой ста­
ционарной системе (4). Тогда эта стационарная система имеет вид

~ = Х ( 0 , у ) .
Clt

( Ю )

Лемма 3. Для любых трех дифференцируемых вектор-функций 5(/, jc), 
X(t, л), Y(t, х) размерности п имеет место тождество

дх
дS(t, х)

3jc
X(t, х) У 0 ,  X ) -

д (  Э5(/, л)
дх дх

У 0 , X) X U, X) =

Э5 (,. x)fdX(r, ( H )

дх дх дх
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем преобразовывать левую часть тождества (11):
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B̂
Эле

( dS(ł, X) 
Эх

X (г, X)  \Y(t, * ) -  —
д ( dS(t, л:)
Эх i дх

Y(t, X) X(t, X):

= X J - [ x “ p l * l(, .x )
J=I Я*; I I=I VXi

fr д (  п
П « . * > - Х з т  S

3S(f, л:) 
Эх, Г,«. Jf) Ху(Л х) =

Эхд

* > + х х Э5а ; * )Э * £  х > г< 0 ’ х ) -м  M Эх.Эх̂ ;=! і=і 
Л Л

Эх;

■ А ^Э 25(;, х) \ у  /. \ Jf) д ^ ('. Л~> у ff r):
- Z Z - S f r T r'0 ' х)-х ‘ ° ’ х) Z X  * .  dlj x A  *>

Ż i dls_°— (X,<‘. *№,('• *)-T,<», H))+
J=I I - I  Эх(Эху.

V 1 V 1 Э5(/, х) ЭХ ,.(i, х) V V  Э5(г, х) Э̂ . (г, х) v
£ £  Ih --------S - x ) - Z Z - f X; э і - x - (t' x ) -
J=S i=l дх, dx

1 J

dS(t, x ) (  dX (t, x)
Эх

Y(t, х ) - д¥{![' X) X (t, x)^
Эх ' ’ ' Эх 

От левой части тождества (11) мы пришли к правой его части. Это и озна­
чает справедливость утверждения леммы.

Теорема 2. Четное по t преобразование (2), обладающее свойством (6),

для которого ф 0 всюду, кроме, быть может, некоторого множе-
дх

ства без внутренних точек, сводит систему (1) к стационарной системе 
(10) тогда и только тогда, когда имеет место тождество

d x ^ t + ЭУч(/’Л X Н(Г, х ) - дХ"{1' - } XJ t ,  х) = 0. (12)
Bt Эх Эх

Д о к а за т е л ь с т в о .
Необходимость. Пусть четное по t преобразование (2) сводит систему 

(1) к стационарной системе (10). В этом случае согласно теореме 1 выпол­
няются тождества (9). Продифференцируем второе из них по г:

(13)d2S(t, X )  dS(t, х) ЭХ„ ( / ,  х )^ ЭУ(5(/, X ) )  BSjtt х )

dtdx 4 ’ Эх dt dS dt
C учетом первого из тождеств (9) тождество (13) перепишется в виде 

Э25(/, х ) ,  , dS(t, х)ЭХч(Г, X)''* ЭУ(5(/, х))Э5(1, х) , ,,
1 Г ад *,+_S---------T----------------Ts----------T T x -0- xl (,4)

Теперь продифференцируем по х первое из тождеств (9):
d2S(t, х) Э ( dS(t, X )

-+ Эх ЭхЭ?Эх
Отсюда получаем тождество

B2 S (t, х)'_*_ Э ( dS (г, х) 
Эх

X J t ,  X)
\/.х

= 0.

dtdx Эх
X„(t, X )

с учетом которого тождество (14) перепишется в виде
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d f d S ( t , x )
' Ц ~ а 7 ~ ХЛ1' х)

+

X4 (г, х) +

dS(t, х)дХДг,  x ) ' J  dY(S(t, x))dS(t, x)
(15)

Эх dt dS dx
Дифференцируя второе из тождеств (9) по х, получаем

X11 (г, х).

д_
дх

dS(t, х)
Эх

X4O, х) ^ d Y ( S ( t ,  x))dS(t , X)
dS дх

Учитывая это тождество, перепишем соотношение (15) в виде
д (  dS 0, х) Л
Эх дх

Хн 0. х) X4O, х) +

+ Э50, х)ЭХч0, x ) ‘J  d f d s о, X)
Эх dt Эх Эх -X4O, X) X11 (Г, х),

откуда
Э5р, х) ЭХ„р, х) Э ( ЭХО, х)+ •

дх dt дх

д (  ЭХО, х)
Эх

X4O, х) Хн0, х) -

I .  X

х и0, x) X4O, Х) = 0.Эх Iv Эх
Воспользуемся леммой 4 применительно к последним двум слагаемым. 

Тогда получим тождество
ЭХО, х) ЭХчр, х)

+ ЭХО, х)
Эх

э х , о, х)
Эх

Эх

X11O, х)

Bt
- +

Эх„0, х) 
Эх х ч0, X)

(16)
зО.

При этом частная производная Aj не равна нулю тождественно.
Эх

Умножив тождество (16) слева на выражение Г эхо, X))
дх

, там, где это вы­

ражение существует, придем к соотношению (12). Выполнение этого соот­
ношения мы можем гарантировать всюду, кроме, быть может, множества 
без внутренних точек. Тогда из непрерывности левой части соотношения 
(12) следует выполнение этого соотношения всюду в RxD.

Достаточность. Пусть верно тождество (12). Покажем, что в этом слу­
чае существует четное по t преобразование (2), обладающее свойством (6), 
которое сводит систему (1) к стационарной системе (10). В качестве такого

преобразования возьмем решение уравнения d^P> х) ^  ЭХр, х) ^  ^  х) = 0
dt дх

с начальным условием Х(0, х)=х. Это решение существует, единственно 
[1, с. 319], [2, с. 295], четно по t, и его частная производная по х не равняет­
ся нулю тождественно. Умножим тождество (12) слева на частную произ- 

ЭХр, х)
водную — ------ и будем преобразовывать получившееся соотношение.Эх

x H  ЭХ,0, X ) Эх„(/, X ) ЭХ„(г, X )

Эх Л г } дх Л ' Х)дх dt
4VftX 

=  0;
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ds(l, X) ЭХ,«, х) + т х ) д Х ф х ) х ( х̂) + Г Ж х ) х ^  Х ) х ж  х ) _
дх dt Эх

B1Sit, X)
дх ’ ' дх'

дSjt, x )BXJt ,  X)
X J t ,  x )X J t ,  х)~  

дх* дх дх
X4Cf. Je)-

^  X)-XJ t ,  x )XJ t ,  х ) + Э^ (Г; X)X J t, x)X4(t, х) = 0;
Эдг2

BSjt, x)BXJt,  ж) | Э 

дх dt дх

дх
dS(t, х)дХч(г, х)

Эл Эл
X Jt, JC)-

Э (  ЭS(t, X) d x j t ,  х)
дх

X J t ,  л) = О.
дх дх /

Учитывая первое из тождеств (9), которому удовлетворяет функция 
S(t, л), последнее соотношение можно переписать в виде

ds(r, x )d X J t ,  х) | Э 
дх dt дх

BS(t, х)дXJ t ,  X)
дх Эл

\

Отсюда, в свою очередь, следует тождество

X J t ,  х) + д18У : Х) XJ t ,  л)'=0.

dt
BS (t, л) 

Эл "
X J t ,  X)

дх
BS (t, x )d X J t, х)

дх Эл

Bxdt

X J t ,  х) = 0. (17)

Рассмотрим функцию
^ S) = 3 ä ( , .5 - '« .X » X ,« . S - (I, S)) = a s J x i X J l ,  X). 

дх dx
Из соотношения (17) следует, что она удовлетворяет тождеству

dV(t, S ) , ЭР(г, S)
Bt BS

BS (t, л) Э5(г, л)+ - ■XJt, X) НО.
Bt Эл /

Выражение в скобках в этом соотношении тождественно равно нулю, 
откуда следует тождественное равенство нулю частной производной 
ЭР(/, S)

Bt
Таким образом, имеет место соотношение Y(t, $)=У(5).

Осуществим теперь взятое нами преобразование:

Х)= Г ( , ,  S )  =  W )  =  K ( » ,
at dt дх дх

откуда и следует справедливость утверждения теоремы.
Лемма 4. Пусть система (1) сводится к системе (3) некоторым чет­

ным по i преобразованием (2), имеющим обратное преобразование. Тогда 
это преобразование устанавливает взаимно однозначное соответствие 
между решениями краевых задач

dx
- P = X i t ,  л), Ф(л(~со), л(со)) = 0 
dt

(18)

|  = Ж  >), Ф ( г > ,  у(-со)), S-‘(co,y(co)))=0. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Взаимно однозначное соответствие между множе­
ствами решений устанавливается самим преобразованием (2). Ввиду четно­
сти этого преобразования имеет место следующая цепочка равенств: 
Ф(х(-ш), х(ш))=Ф(^‘(^о, у(-о»)), Г'(ш, у(ш))=Ф(Г‘(й), у(-ш))), У-‘(Ш, у(ш)), 

из которой и следует утверждение леммы,
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Теорема 3. Пусть 2со-периодическая по t система (1) с общим решением 
в форме Коши х(г)=ф(д J0, jt0) сводится четным 2со-периодическим обрати­
мым преобразованием (2) к некоторой системе (3) с общим решением в 
форме Коши _y(f)=\|/(f; Jo, >’о)- Тогда:

1) отображения за период [-(0; о)] Пі(х)=ф(ш; -со, Jt) и П2Су)=ф(со; -со, у) 
[3, с, 209] систем (1) и (3) соответственно связаны между собой соотно­
шениями

П2(у0) = 5 (ш, Я,(S-1Cca, *,)))>
П|(х0) = 5"'(ш, n 2(S((ü, х0Ш

2) решение y(i) системы (3), удовлетворяющее начальному условию 
y(ü})=y0, является 2оапериодическим тогда и только тогда, когда является 
2ю-периодическим решение х(г) системы (1), удовлетворяющее начальному 
условию Jc(CO)=To=S-‘(со, уо);

3) при этом характер устойчивости решения у(г) совпадает с характе­
ром устойчивости решения х(г).

Д о к а з а т е л ь с т в о , Из условий теоремы вытекают следующие соотно­
шения:

V(/; t0, y0) = S(t, ф(г; J0, Xo)) = S(t, ф(г; J0, S-1 (J0, у0)));

9(J; J0, x0) = S-l(J, \j/(J; J0, y0))= S -l(r, ф(г; J0, S(J0, л^))).
Поэтому имеют место равенства

n 2(y0) = V(“ , —СО, у0) = 5(со, ф(со, -со, S-l(-co, у0)));
П,(эг0) = Ф(ш, -со, Jf0) = S 1 (со, ф(со, -со, S(-со, х0))).

Учтем четность преобразования S(J, х) и придем к соотношениям (20).
Докажем теперь вторую часть теоремы. Подействуем на второе из соотно­

шений (20) преобразованием х—>5(со, х). Получим следующее соотношение:
S (to, Я ,(х0)) = S (со, S4 (со, П2 (S (со, jc0)))) = n 2(S(co, JC0)). (21)

Пусть х(г)=ф(г; со, Jf0) -  2со-периодическое по / решение системы (1). Со­
гласно общему принципу [3, с. 209] в этом случае имеет место равенство 
Пі(х0)=х0. Из этого равенства и соотношения (21) получаем соотношения 
S(Cü, П](д:о))=5(со, jf0)= n2(S(co, хо)). Это значит, что для y0=S(co, х<)) верно ра­
венство П2(уо)=Уо, из которого, в силу все того же общего принципа сле­
дует, что функция у(?)=ф(?; со, у0) является 2со-периодичной по /,

Аналогично покажем, что из 2со-периодичности функции y(j)=cj/(j; ш, у0) 
вытекает 2со-периодичность функции х(г)=ф(г; со, xq).

Сохранение характера устойчивости соответствующих периодических 
решений следует из непрерывности функций 5(J, Jt) и S~\t, х) и формул (20), 
При этом необходимо учесть, что характер устойчивости периодического 
решения совпадает с характером устойчивости неподвижной точки соот­
ветствующего отображения за период [3, с. 209].
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