
Математика и информатика

б) Если постоянная величина с, используемая при доказательстве теоре
мы, не зависит от р.,, то на основании неравенства (18) асимптотическая ус
тойчивость вектора x(t) будет экспоненциальной.

Пример. Рассмотрим систему
Г . J  4Х  -  _  х у  (

[У = ху
Функция V(x, у)=х* имеет производную по времени V'(jc,y)=-2x2(xz+y4). 

Поэтому можно указать число а>0 такое, что V(х, у) <—стУ(х, у), если только

(л^+у4) > (Pji + ц4), В соответствии с доказанным утверждением нулевое

решение системы устойчиво, причем оно асимптотически устойчиво по ко
ординате X . Отметим, что для данного примера не выполняются требования 
ни одного из утверждений работ [4, 5].
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3. А б а н ь ш и н  А . М.  // Вестник ЛГУ, 1968. № 7. Вып. 2. С. 5.
4. К а л и т и н  Б . C. / /  Вести. Белорус, ун-та. Сер. 1. 1985. № 3. С. 39.
5. А л е к с а н д р о в  Ф . Ю .  //Прикл. мат, и мех. 2000. Т. 64. Вып. 4. С. 545.
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Н.В. СПИЧЕКОВА

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ 
ПФАФФА, ИМЕЮЩЕГО ТОЛЬКО НЕИЗОЛИРОВАННУЮ 

НЕЗАМКНУТУЮ ОСОБЕННОСТЬ

The character o f integral surfaces of some Pfaff equation, which has only nondosed noniso
lated singularity, is investigated.

Рассматривается вполне интегрируемое уравнение Пфаффа
(Au+B(u, u), du)=0, (I)

где u=(x, у, z) -  вектор из Ri, (..., ...) -  скалярное произведение в R3, А -  ли
нейный, В -  билинейный операторы в R3.

Пусть уравнение (Г) имеет только неизолированные особые точки, за
полняющие незамкнутую кривую. Ставится задача исследовать поведение 
интегральных поверхностей уравнения (1).

Определение 1. Кривую, которая задается уравнением л - 1,5у2!а, z=-3y3/a2, 
acR,  будем называть Е-кривой.

Из [1] следует, что справедлива
Лемма 1. Если особая кривая уравнения (1) незамкнута, то выполняется 

одно из следующих условий (обозначения взяты из [2]):
1) /  = 0, га(Г) = 1, г =3, г с  = 8, CTt. = -2, г3 = 2, ст3 =0; (2)
2) /  = 0, W(T) = 1, г = 3, гс = 8, CTf = -2, г3 = 0; (3)
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3) / = - ,  ш(Т) = 0, г = 3, гг = 4, ас = -2 , г3 =0;

4) /= j j ,  HJ(T)-O, /- = 2, г с  = 1, Or = -I ,  г3 -0 ;

5) /  =■-, TU(T) = O, г = 2, гс = 2, ос=0, г3 =0;

6) /= 0 ,  TU(T) = -I , г = 3, rc =8, Oe = -2 , г3 = 0;

7) /  = ^ , JD(T) = O, г = 2, гс = 2, Of = -2, г3 = 0;

8) / = ^ ,  ти(Т) = 0, г = 1, /;,=0, г3 =0;
О

(4)

(5)

(6)

(7)

( 8)

(9)

9) (В(и, и), и) = 0. (10)
В случаях (2) -  (!0) (1) может быть приведено к одному из следующих 

видов [1]:
(-1,5с, г -  Злу)dx + (бх2 + 4,5yz)dy + (с,х -  1,5у2 )dz = 0;

(a^y + 1Kclxy)dx + (bix  + b1y +XbiX2 + b4yz)dy + c,y2dz = 0,

( И )

( 12)
где b,c, -  а,Ь3 =0, Ьг + 2с, =3, Ь4 + с, = 3;

aydx + bxdy + 6xydz -  0; (13)
(a \x-2b\y-2c\z+‘kx2+a2Z1+xy)dx+(b]x-XL)dy+(c\x-a2xz)dz=Q; (14)

atxydx + (Ь{у + b2z + b2x2 + Xy2)dy + c jd z  -  0, (15)
где 0]+£>з=3, й|*2- 2&зС|=0 ;

(arx + а2 у + a3z + Xx2 + aĄyz)dx + (b{x  + b2xz)dy + (c,x + b2xy)dz = 0, (16)
где O4 + 2b2 = 6, a2b2 -  a4/?, = 0, a2b2 -  a4c, = 0;

(alx -2 b\y-2clz+’kx1+a2y 2+ a^)dx+(bxx-a2xy)dy+(c\x~aixz)dz~0\ (17)
(a{x + a2z)dx + 3(x2 + z2)dy + (-a 1x + aiz ) d z -  0. (18)

B (12), (14), (16), (17) Ы ),1; в (15) X=O, ±1.
Решения уравнений ( 11) -  ( 18) приведены в [ I ].
Теорема 1. Пусть QiGR, /— 1, 2, 3; z e QiXjQ2UQ1, / е  C(Q1UQ2TJ^s), при

чем Дг)<0, ге£2і ; Д г)=0, ze Q1; Дг)>0, zeQ 3. Если a) Q|=(z0; -к»), й 2={г0}, 
Яі=(0; го) или б) у>0 и £2[=(0; -н»), £22=Q3= 0 , то поверхность, задаваемая 
уравнением х2-у2=Дг), гомеоморфна плоскости.

Д о к а за т е л ь с т в о . Легко видеть, что отображение \|/, которое точке 
(х, у, г) исходной поверхности ставит в соответствие точку (х', у', г') плос
кости а) г'=0; б) у'=0 такую, что

(х, Sgn (y)sjx2 + Z -Z 0, 0), Z > Z0

(sgn (X)1Jy2 - z  + Z0, у,0), г<  г0
б ) ( / ,  у ,  z ) - ( x ,  О, г) 

инъективно.
Учитывая, что прообразом точки (х\ у', г') служит точка (х, у, г):

(х', sgn (у ^ x 2- Z i y 1- X 2 + Z0), у 2- X 2+ Z0), у'2> х 2 

(sgn (X)1J y 2 + f  (у 2- X 2 + Z0), у ,  уп - X n + Z0), у 2 < х 2

а)(х', у ,  z') =

а) (х, у, z) = <

84

This document has been 
edited with Infix PDF Editor 
- free for non-commercial use.

To remove this notice, visit: 
www.iceni.com/unlock.htm

http://www.iceni.com/unlock.htm


Математика и информатика

б) (.X, у, г) = (х', yjx'2 - f ( z ) ,  z),  получим, что \|/ -  сюръекция.
Поскольку последовательность точек (х„, у„, z„) исходной поверхности 

сходится к точке (хо, у0, го) этой поверхности, а ф(х„, у„, г„)~»Ч/(хо, Уо, го), то 
отображение у  непрерывно. Аналогично можно показать, что хр'1 также не
прерывно. Значит, V -  биекция, непрерывная в обе стороны. Теорема дока
зана.

Легко видеть, что справедлива следующая
Теорема 2. Пусть Q,, £33е /?, /G C(0[X£i2)- Если £2, и £22 гомеоморфны R, 

то поверхность, задаваемая уравнением z=fi,x, у), XeSi1; уе£Ь, гомеоморфна
плоскости.

Определение 2. Регулярную область G [3] назовем П-областью 
(Ш-областью), если интегральные поверхности в G гомеоморфны плоско
сти и не входят (входят) в особую кривую уравнения (1).

Определение 3. Пусть особые точки уравнения (1) заполняют гиперболу. 
Регулярную область G будем называть П2-областью, если интегральные 
поверхности в области G гомеоморфны плоскости и входят в одну из вет
вей особой гиперболы.

Регулярную поверхность [3] уравнения (1) будем называть квазисингу
лярной, или кратко -  кц-поверхностью, если она задается общим решением, 
в котором произвольная постоянная равна нулю.

Через / обозначим особую кривую уравнения (1), причем запись Ic и Iy 
означает, что кривая I является седловой или узловой (в каждую ее точку 
соответственно входит конечное или бесконечное число интегральных по
верхностей).

Р-кривая дг=1,5у2/С[, Z = -I y iIcf  

торого имеет вид: Z = C C1X -ItSy2

-  особая для уравнения (11), решение ко-
3/2 ,  ,  ,

+6у7 C1 -Ьху/сй С|Х-1,5у =0. При любом

с общее решение уравнения (11) задает две интегральные поверхности, ка
ждая из которых входит в особую кривую и (по теореме 2) гомеоморфна 
плоскости. Значит, /у.

Особые точки уравнения (12) заполняют прямую х=0, у=0 (если X=O или 
X= 1, й|=0) или две прямые х=0, у=0 и .V=-HlZc1, у=0 (если X=I, а^О). Аналогич
но предыдущему случаю получаем, что при C1GfO; 3/2) Ic; при C1GfO; 3/2) Iy,

Прямая х=0, у=0 -  особая для уравнеішя (13), причем при ab>0 Ic; при
ab>0 Iy.

Особые точки уравнения (14) заполняют одну прямую х=0, г= -Ь\у!с\ 
(при ö?=0) или две прямые х=0, г=0 и х=0, г=2С\!аг (при а2Ф0, /J1=O). При 
любых значениях параметров Iy.

Особая парабола у=0, b2z+bpr=0 уравнения (15) является седловой при 
Ь2е  (0; 3) и узловой при Zj3G (-» ; 0)и( 3; +»).

Если в уравнениях (11) -  (15) Ic, то в особую кривую входят только 
А'о-поверхности. Регулярные области -  это П-области. Если Iy, то все инте
гральные поверхности гомеоморфны плоскости и входят в I.

Если а4*0 и уравнение Хх2+д1х-а2/23/й4=0 не имеет ненулевых корней, то 
уравнение (16) имеет только неизолированные особые точки, заполняющие
кривую х=0, {y+z+(.a2+a-i)la^1-{z-y+{a2-a-d)laAf  ~Aa2a^ а].

Пусть X= 1, 0<а4<6, G12 +Aa2CiTjаА<0. Решение уравнения (16) имеет вид: 
(у+г+(й2+азУй4)2-(г-у+(«2- 0з)/а4)2=/г(х, с), х=0, где h(x, C j = J 1 (х, с)-з2(х), при-
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чем J|(a\ с ) = с |а | a^ lbl 52(х)=2х2/3+8аіх/(а4+6)-4а2а3/ а2. Так как j](x, с)-^0
при а —э±°°, 5| (а , с)—>°° при л—>0, то для каждого с>0 уравнение h(x, с)=0 
имеет два корня разных знаков. Очевидно, И{х, с)<0 при любом х, если с<0. 
Используя теорему I1 получим, что в каждую ветвь особой гиперболы входит 
две Ло'Поверхности, гомеоморфные плоскости и расположенные в различ
ных подпространствах относительно плоскости х=0. Каждое из указанных 
подпространств распадается на три П-области. Значит, в данном случае Ic.

Аналогично получаем, что при Х=0, а4е(0; 6), а\=0, а2а3Ф0 поведение ин
тегральных поверхностей эквивалентно предыдущему случаю.

При Х=1, а4>6, A12 +Aa2O3Ia4KO или X=O, а,= 0, а2а3#0, a4s  (-«>; 0)u(6; -н=°) Iy. 
Каждое из подпространств, на которые плоскость а=0 делит Ri, двумя Xq-по
верхностями (их поведение аналогично предыдущему случаю) разбивается 
на П1- и две П2-области,

При Х=1, а4<0, а 2 +Aa^3Ia4KQ Iy. Плоскость а—0 разделяет две П 1 -области.
Будем говорить, что особая точка (а , у, z) уравнения (16) принадлежит 

множеству Iu I2,13 или I4, если соответственно у>0, у<0, г>0, г<0.
Если X=A2A3=0, А]?Ю, то, не ограничивая общности, можно считать, что 

а2=<з3=0. При а4е  [О; 6] Iy, при а4е  (0; 6) Ic.
При Cr4= -6  плоскость а=0 разделяет две Ш -области.
При а4е  (0; 6) плоскость а=0 разделяет R3 на два подпространства, каж

дое из которых двумя Хо-поверхностями, гомеоморфными плоскости, раз
бивается на три П-области. В одном подпространстве одна /^-поверхность 
входит в / 1 и I3, вторая -  в I2 и I4. Во втором подпространстве одна X0-H O - 
верхность входит в I1 и I4, вторая -  в I2 и I3.

При я4е [0; 6] и а4Ф-Ь поведение ^-поверхностей эквивалентно преды
дущему случаю. Плоскость а=0 разделяет Fr на два подпространства, каж
дое из которых двумя /^-поверхностями разбивается на три регулярные об
ласти, одна из которых Ш -область. В одном из этих подпространств беско
нечно много интегральных поверхностей, гомеоморфных плоскости, входят 
в /] и I3 или в I2 и I4. Во втором подпространстве бесконечно много инте
гральных поверхностей, также гомеоморфных плоскости, входят в Z1 и I4 
или в I2 и I3.

Уравнение (17) имеет только неизолированные особые точки, запол
няющие незамкнутую кривую а = 0 , a2y2+a3z2- 2biy-2 ciz=0, если выполняется 
одно из следующих условий: 1) а2+462/а2+4с2/а3<0, Х=1, а2а3<0; 2) Х=0, 
<з,=0, а2а3<0, Ъ21аг+с]1а3Ф0; 3) Х=0, а2д3<0, а|*0, Ь*Ia2+C1x Ia3=O', 4) д2=0,
а3Ь\Ф§ или а3=0,'а2ст?4}. Поведение интегральных поверхностей уравнения 
(17) в случаях 1) -  3) эквивалентно поведению интегральных поверхностей 
уравнения (16), в котором соответственно I 1) X=I1 а4<0, д2+4д2дз/а4<0; 
21) Х=1, а,2 +Aa2Ci3Ia4KQ, а4>6; З1) X=A2A3=0, й4<-6. Используя теорему 2, легко
видеть, что в случае 4) Iy. Плоскость а=0 разделяет две П1-области.

Прямая х=г=0 является особой для уравнения (18), решение которого 
имеет вид: 3y-A2arctg(z/x)+0,5fl] In (х2+г2)=с; х=г=0. При A2̂ O в особую пря
мую входят все интегральные поверхности. Используя теорему 2 и учиты
вая, что если в (18) y=const, то начало координат — особая точка типа фокус, 
получим, что интегральные поверхности гомеоморфны плоскости и «накру
чиваются» на особую прямую, бесконечно приближаясь к ней. При A2=O
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интегральные поверхности не входят ни в одну из особых точек, симмет
ричны относительно оси Oy и гомеоморфны эллиптическому цилиндру.

Из [1] и всего вышесказанного вытекает следующая 
Теорема 3. Особыми кривыми уравнения (1) могут быть только 1) ^-кри- 

вая (в случае (4)); 2) прямая (в случаях (3) -  (5), (7)); 3) две параллельные 
прямые (в случае (4)); 4) две пересекающиеся прямые (в случаях (3) и (10)); 
5) гипербола (в случаях (2), (3), (9), (10)); 6) парабола (в случаях (5), (6), 
(8) -(10)). При выполнении условий (2) -  (6), (8) особая кривая седловая или 
узловая; при выполнении условий (7), (9), (10) особая кривая узловая.
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В.В. МИРОНЕНКО

ЧЕТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Necessary and sufficient conditions at which differentia] systems are reduced to each other by 
even transformation are established. Such systems are named equivalent. Conditions of equivalence 
of the set system to stationary system are specified. The received results are used for studying ques
tions of existence and stability of periodic solutions of periodic differentia! systems.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

—  = X(t,x), t e R ,  x e D t z R " .  (I)
dt

C помощью четного по / дифференцируемого преобразования вида
y = S(t,x), S :R xD ~ 5  R x G  (2)

получим новую дифференциальную систему

—  = У(г,у), tGR, x e G  (ZR. (3)
dt

Множество всех четных по времени дифференцируемых преобразований 
дифференциальной системы (1) вида (2) образует группу.

Далее отдельно будем рассматривать случай, когда система (3) стацио
нарна, т. е. имеет вид

dy
dt

= Y(y). (4)

Для любой функции P(t, /с) положим по определению

<■,(».«>-* * * + / * * *  ^ p i u х) ■ ®  
Лемма 1. Пусть существует четное по t преобразование z=S\(t, х), сво

дящее систему (1) к некоторой стационарной системе. Тогда существует
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