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ВаРиоГРаММнЫЙ  анаЛиЗ  СЛУЧаЙнЫХ  ПРоцЕССоВ

Т. В. ЦЕХОВАЯ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследованы некоторые свойства семивариограммы внутренне стационарного случайного процесса с конеч-
ным моментом второго порядка и непрерывным временем. Найдены необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы непрерывная функция была семивариограммой. Определены границы центральных доверительных 
интервалов для семивариограммы действительного стационарного гауссовского случайного процесса. Представ-
ленный подход интервального оценивания семивариограммы основан на свойствах c2-распределения. Предло-
женные интервальные оценки более информативны, чем ранее построенные точечные. 

Ключевые слова: случайный процесс; внутренняя стационарность; семивариограмма; доверительный интервал.

VARIOGRAM  ANALYSIS  OF  STOCHASTIC  PROCESSES
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Properties of the semivariogram of an intrinsically stationary continuous-time random process with finite second 
moment are investigated. A necessary and sufficient conditions for a continuous function to be semivariogram are found. 
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Confidence intervals for the semivariogram of Gaussian stationary stochastic process are defined. Properties of c2-dis-
tribution are used for constructing confidence intervals for semivariogram. The proposed confidence intervals are more 
informative compared with point estimates of the semivariogram.

Key words: stochastic process; intrinsic stationarity; semivariogram; confidence interval.

Геостатистические методы интерполяции в последнее время получают широкое практическое при-
менение. Ключевым понятием геостатистики является вариограмма – момент второго порядка, ха-
рактеризующий степень линейной зависимости между составляющими рассматриваемого процесса. 
В связи с этим актуальны задачи исследования свойств вариограммы, а также построения и изучения 
оценок этой функции. Настоящая работа является продолжением исследований [1–3] в области варио-
граммного анализа случайных процессов. 

некоторые свойства семивариограммы
Рассмотрим действительный внутренне стационарный случайный процесс X t t( ) ∈ = −∞ + ∞( ), , ,  

с математическим ожиданием E X t( ){ } = 0  и вариограммой

2g t s D X t X s−( ) = ( ) − ( ){ },
где t s, ;∈  D – символ дисперсии. Функция g t( ) называется семивариограммой. Заметим, что g 0 0( ) = ; 
g gt t( ) = −( )  и g t( ) ≥ 0.

Предположим, что момент второго порядка E X t2 ( ){ } < ∞  при любом t ∈.
Пусть 
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есть характеристическая функция n-го порядка случайного процесса X t( ),  где tk ∈ t ∈,, k = 1, 2, …, n; 
z zn1, ,…( )  – действительный вектор; n ∈ = …{ } 1 2 3, , , .

теорема 1. Для того чтобы непрерывная функция g t t( ) ∈, ,  была семивариограммой некоторого 
внутренне стационарного случайного процесса X t t( ) ∈, ,  с конечным моментом второго порядка, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого a > 0 функция e a t− ( )g ,  t ∈,  была неотрицательно опре-
делена.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть g t( ) – семивариограмма внутренне стационарного 

случайного процесса X t( ).  Покажем, что для любого a > 0 функция e a t− ( )g  неотрицательно определе-
на. По [3, теорема 1] найдутся вероятностное пространство и заданный на нем действительный гаус-
совский случайный процесс Y t t( ) ∈, ,  имеющий E Y t( ){ } = 0  и D Y t Y s t s( ) − ( ){ } = −( )2g  при всех 
t s, . ∈  Заметим, что процесс Y t( )  внутренне стационарен. 

Положим, что Z s e i aY s( ) = − ( ),  и вычислим корреляционную функцию этого процесса. По определе-
нию корреляционной функции комплексного случайного процесса имеем

 R s s t E Z s Z s t E eZ
i a Y s t Y s0 , .+( ) = ( ) +( ){ } = { }+( ) − ( )( )  (2)

С учетом (1) и свойств процесса Y t( )  правая часть (2) для любого t ∈,  очевидно, равна

ΨY s t Y s

a D Y s t Y s a ta e e a+( ) − ( )
− +( ) − ( ){ } − ( )( ) = = >2 0g , .

Таким образом, для любого a > 0 функция e ta t− ( ) ∈g , ,  является характеристической. Следовательно, 
согласно теореме Бохнера – Хинчина [4, с. 305] e a t− ( )g  – неотрицательно определенная функция.
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Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть e a ta t− ( ) > ∈g , , ,0   – неотрицательно определенная функция. Тогда по тео-
реме Бохнера – Хинчина эта функция характеристическая. Дальнейшее доказательство данной теоре-
мы повторяет доказательство достаточности теоремы 1 [1].

Следствие. Пусть g t t( ) ∈, ,  – семивариограмма внутренне стационарного случайного процесса 
X t t( ) ∈, ,  удовлетворяющего условию E X t2 ( ){ } < ∞  при любом t ∈.  Тогда для любого a > 0 функ-

ция e ta t− ( ) ∈g , ,  есть корреляционная функция некоторого случайного процесса.
теорема 2. В случае непрерывности семивариограммы g t t( ) ∈, ,  внутренне стационарного слу-

чайного процесса X t t( ) ∈, ,  с конечным моментом второго порядка эквивалентны следующие ут-
верждения:

1) g t( )  – условно отрицательно определенная функция;
2) e a t− ( )g  – неотрицательно определенная функция для любого a > 0, t ∈.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство следует из теоремы 1 настоящей работы и из [1, теорема 1]. 
Полученные результаты будут использованы в дальнейшем для статистического анализа случай-

ных процессов в частотной области, в частности для поиска спектральных представлений внутренне 
стацио нарных случайных процессов и их семивариограмм.

интервальное оценивание семивариограммы
Рассмотрим действительный стационарный гауссовский случайный процесс Y t( ), t ∈ = ± ± …{ } 0 1 2, , , ,

t ∈ = ± ± …{ } 0 1 2, , , ,  с нулевым математическим ожиданием и неизвестной семивариограммой g t t( ) ∈, .
Нетрудно видеть, что при фиксированных t h, ∈  величина 

Y t h Y t h+( ) − ( ){ } = ( )2
1
22g c ,

где c1
2  – случайная величина, распределенная по закону c 2 с одной степенью свободы. Следовательно, 

E Y t h Y t h D Y t h Y t h+( ) − ( ){ } = ( ) +( ) − ( ){ } = ( ){ }2 2 2
2 2 2g g; .

Пусть Y Y n1( ) … ( ), ,  – n последовательных отсчетов процесса Y t t( ) ∈, .  В качестве оценки семи-
вариограммы рассмотрим статистику вида

 g h
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( ) =
−( ) +( ) − ( )( ) = … −

=

−

∑1
2

0 1 1
2

1

, , , , .  (3)

Положим,  g g−( ) = ( ) = … −h h h n, , , , ,0 1 1  и g h( ) = 0  для h n≥ .
Выражения для математического ожидания и дисперсии оценки семивариограммы g h( )  были полу-

чены в [2] и имеют вид
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где функция g h( ) – семивариограмма рассматриваемого случайного процесса. 
В [2] найдено также предельное распределение статистики (3) и на основе нормальной аппроксима-

ции распределения g h( )  построен центральный доверительный интервал для семивариограммы g h( ).
Как известно [5; 6], случайная величина c2 применяется для приближения случайной величины, 

принимающей только положительные значения. В частности, в задачах аппроксимации распределений 
сглаженных оценок спектральных плотностей c2-распределение занимает центральное место [5]. В на-
стоящей статье рассмотрим подход, основанный на c2-приближении к распределению оценки семи-
вариограммы g h( )  вида (3). Здесь и далее будем предполагать, что h выбирается фиксированным: 
h = 0, 1, …, n – 1.
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Согласно [5] распределение статистики (3) может быть аппроксимировано распределением случай-
ной величины c mc2 ,  где c – константа; cm

2  – случайная величина, имеющая c2-распределение с m сте-
пенями свободы. Найдем параметры c и m методом моментов. Для этого приравняем математическое 
ожидание и дисперсию случайной величины c mc2  к математическому ожиданию и дисперсии оценки 
g h( )  семивариограммы. Предполагается, что моменты первого и второго порядков оценки семиварио-

граммы известны. Тогда имеем
E h cm D h c m g g( ){ } = ( ){ } =; .2 2

Решая эти уравнения относительно c и m, получим

m
E h

D h
c

E h
m

=
( ){ }( )
( ){ } =

( ){ }2
2





g

g
g

; .

Принимая во внимание несмещенность оценки (3), запишем выражения для параметров аппрокси-
мирующего распределения c2 в виде
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Таким образом, величина 
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( )  имеет c2-распределение с ^m  степенями свободы. Построим для 

нее доверительный интервал с коэффициентом доверия 1−( )e ,  0 < e < 0,5. Согласно [6] имеем 
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m

^
^

2 1
2( ) = ( )−  – квантиль уровня a распределения c2 с ^m  степенями свободы, a ∈( )0 1, .

Отсюда вытекает, что интервал
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,

с доверительной вероятностью 1 −( )e  является центральным доверительным интервалом для неиз-
вестной семивариограммы g h( ),  h = 0, 1, …, n – 1.

Отметим, что при достаточно больших ^m  доверительный интервал для семивариограммы g h( )  
может быть построен с помощью нормальной аппроксимации распределения g h( )  [2].

Построение доверительных интервалов – одна из основных задач процесса оценивания. Представ-
ленные в настоящей работе результаты позволяют получить не только точечные оценки семиварио-
граммы, но и охарактеризовать их точность посредством доверительных интервалов с заданной дове-
рительной вероятностью.
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