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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В математическом анализе одним из базовых понятий являет-
ся понятие предела, на основе которого строится дифференци-
альное и интегральное исчисление функций одной и нескольких 
вещественных переменных. 

Освоение теории предела представляет определенную 
трудность для студентов, поскольку пропедевтика понятия пре-
дела в школьной программе по математике практически отсут-
ствует. Для студентов первого курса новым и трудным является 
систематическое использование языка современного математи-
ческого анализа. В связи с этим представляется важным после-
довательное и подробное изложение основ теории, проил-
люстрированное содержательными примерами. Данный мате-
риал приведен в основных учебниках по математическому ана-
лизу в сжатой форме, поэтому самостоятельное его освоение 
возможно не для всех студентов. 

Цель настоящего учебно-методического пособия – помочь 
студентам изучить и понять сложный для них теоретический 
материал, научиться решать задачи по указанным темам и при-
менять методы теории пределов в других разделах математики. 

Пособие состоит из трех глав. В первой главе рассматрива-
ются свойства сходящихся числовых последовательностей, ус-
танавливаются базовые принципы теории предела – леммы о 
вложенных отрезках, о конечном покрытии и о предельной 
точке. Во второй главе последовательно излагаются основные 
результаты теории предела функции. В третьей главе приводят-
ся и доказываются свойства непрерывных функций. 

Теоретические построения иллюстрируются примерами, да-
ется алгоритм решения некоторых задач. Пособие содержит за-
дачи для самостоятельного решения, а также подборку индиви-
дуальных заданий для студентов. 
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Рекомендуемый перечень источников, конечно, не может 
представить все многообразие учебной литературы по данным 
разделам математического анализа. 

В пособии приведен примерный список вопросов учебной 
программы курса «Математический анализ» по темам «Предел 
последовательности», «Предел функции», «Непрерывность». 
Эти вопросы могут быть использованы при подготовке к экза-
менам по курсу, а также для самоконтроля. 
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Глава  1 
ЧИСЛОВЫЕ  ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  

И  ИХ  ПРЕДЕЛЫ 

1.1. Понятие последовательности. 
Некоторые обозначения 

Пусть X π ∆  – произвольное множество (не обязательно числовое). 
Определение 1.1.  Последовательностью из X  называется отображе-

ние :f XÆ π∆Ν . 
Если, в частности, X∆ π Ã R , т. е. X  – числовое множество, то по-

следовательность называется числовой последовательностью. 
Обозначим через nx  значение функции :f XÆΝ  в точке n , т. е. по-

ложим ( ).nx f n=  Используя это обозначение, числовую последователь-
ность записывают следующим образом: 

1 2 3, , , ..., , ...nx x x x , 

где точками обозначены пропущенные члены. Число nx  называют n-м 
(читается «энным») членом последовательности. Отметим другие формы 
записи последовательности: 

 

1( ), ( ) , ( ) , ( ),n n n n n n nx n x x x x•
= ŒNŒΝ . 

 

Изображая на числовой оси точки, координатами которых являются 
члены последовательности nx , получим геометрическую интерпретацию 
последовательности. 

1.2. Предел последовательности 
Открытой окрестностью точки aŒR  называется произвольный 

интервал, содержащий эту точку. Окрестности точки a  будем обозначать 
символами ( ), ( ), ( ), ...U a V a W a . Симметричной (открытой) окрестно-
стью точки a  будем называть произвольный интервал ( , )a a- d + d =  

( )U ad=  ( 0)d > , для которого точка a  является серединой. Этот интервал 
еще называют d -окрестностью точки .a  Любая окрестность точки a  
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содержит бесконечно много симметричных окрестностей и наоборот. 
Докажите это свойство. 

Дадим два определения предела последовательности. 
Определение 1.2.  Число aŒR  называется пределом последователь-

ности ,nx  если для любого 0e >  существует такое число ,ne  что все 
члены последовательности nx  с номерами ,n  большими ,ne  удовлетво-
ряют неравенству | | .nx a- < e  В символической форме это определение 
имеет вид 

( 0, , : | |nn n n x ae e"e > $ " > - < e ). 

Это определение называют определением предела на языке « ne - ». 
 

Определение 1.3.  Число aŒR  называется пределом последователь-
ности nx , если для любой окрестности ( )U a  точки a  существует число 

Un  такое, что для любого Un n>  выполняется условие ( )nx U aŒ . 
Это определение называют определением предела на языке «U n- ». 
 

Замечание.  Без ограничения общности можно считать ,ne ŒN  
ŒUn N , так как если неравенство | |nx a- < e  ( ( ))nx U aŒ  выполняется 

для любого ( )Un n n ne> ≥¢ ¢ , то оно будет выполняться также и для любо-
го n ne> ŒN , где ( )Un n n ne e≥ ≥¢ ¢ . 

Определения 1.2 и 1.3 равносильны в том смысле, что если число 
aŒR  является пределом последовательности согласно определению 1.2, 
то оно является пределом nx  в смысле определения 1.3 и наоборот. 

Действительно, пусть a  – предел nx  в смысле определения 1.2. 
Возьмем произвольную окрестность ( )U a  точки a . Тогда найдется 0e >  
такое, что ( ) ( )U a U ae Ã . Для этого 0e >  в силу определения 1.2 най-
дется число ne  такое, что для любого n ne>  выполняется неравенство 

na x a- e < < + e , т. е. ( ) ( )nx U a U aeŒ Ã . Отсюда заключаем, что для лю-
бой окрестности ( )U a  точки a  существует число Un ne=  такое, что 

( )nx U aŒ , как только Un n> , т. е. a  удовлетворяет условию определе-
ния 1.3. Аналогично доказывается обратное. Докажите самостоятельно. 

Тот факт, что число a  является пределом последовательности nx , за-
писывается так: lim nn

x a
Æ•

=  (читается: «предел nx  при ,n  стремящемся к 

бесконечности, равен a »), или nx aÆ  при nÆ•  (« nx  стремится к a  
при n , стремящемся к бесконечности»), или в краткой форме: nx aÆ . 
Если существует такое число aŒR , что выполняется одно из определе-
ний предела последовательности, то последовательность называется схо-
дящейся (в R ). В противном случае – расходящейся (в R ). 
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Упражнение  1.1. Пусть последовательность ny  получена из по-
следовательности nx  изменением или отбрасыванием конечного числа 
членов. Докажите, что если lim nn

x a
Æ•

= , то lim nn
y a

Æ•
$ = , или обе последо-

вательности будут расходящимися. 
 

Пример  1.1.  1
n

nx
n
+= , или 2 3 4 1, , , ..., , ... .

1 2 3
n

n
+  

Покажем, что lim 1nn
x

Æ•
= . Возьмем произвольное 0e >  и найдем ne  

такое, чтобы выполнялось неравенство | 1|nx - < e  для n ne" > . 
1 1 1| 1| 1 1nx n
n n

- < e¤ + - < e¤ < e¤ >
e

. Следовательно, в качестве ne  

достаточно взять число 1
e

. 
 

Пример  1.2.  2
sinlim 0

n

n
nÆ•

= . 

Зафиксируем произвольное 0e >  и рассмотрим неравенство 

2
sin 0n
n

- < e . Это неравенство выполняется, если 

2
1
n

< e¤ 1
n
< e ¤ 1 .n >

e
 

Таким образом, в качестве ne  можно взять число 1
e

. 
 

Пример  1.3.  1n n Æ  при nÆ• . 
Зафиксируем произвольное 0e >  и рассмотрим неравенство 

| 1|n n - < e . Поскольку 1n n >  для любого натурального n , то неравенст-
во | 1|n n - < e  равносильно 

 

2( 1)( 1 ) (1 ) 1 ...
2

n nn n nn n n n -< + e ¤ < + e ¤ < + ◊ e + e + + e . 

Последнее неравенство заведомо выполняется, если 
 

2( 1)
2

n nn -< e , а значит, 2 2
2 21 , 1n ne> + ≥ +
e e

. 

http://www.elib.bsu.by


8 

Пример  1.4.  Последовательность ( 1)n
nx = -  расходится. 

Предположим противное. Пусть lim ( 1) \{ 1,1}n
n

a
Æ•

- = Œ -R . Возьмем 

min{|1 |, |1 |}a a a< e < - + . Разность | |nx a-  равна |1 |a-  при четных n  и 
равна |1 |a+  при нечетных n , и поэтому она не может быть меньше e  
при n" . Аналогично устанавливается, что 1a =  и 1a = -  не являются 
пределами последовательности ( 1)n

nx = - . 

1.3. Простейшие свойства 
сходящихся последовательностей 

Свойство 1.  Предел постоянной последовательности. 
Если все члены последовательности nx  равны постоянному числу a , 

то lim nn
x a

Æ•
= . 

►Зададим 0e > . Для любого nŒN  будет | | 0nx a- = < e . Значит, 
lim .nn

x a
Æ•

= ◄ 

Очевидно, что сформулированное свойство справедливо и в том слу-
чае, когда члены последовательности равны постоянному числу, начиная 
с некоторого номера. 

 

Свойство 2.  Единственность предела. 
Если последовательность nx  имеет предел, то значение этого предела 

единственно. 
►Предположим противное, т. е. что lim nn

x a
Æ•

= , lim nn
x b

Æ•
=  и a bπ . 

Тогда существуют непересекающиеся окрестности ( )U a  и ( )U b  точек a 
и b соответственно: ( ) ( )U a U b« =∆  (например, ( ) ( ),U a U ad=  ( )U b =  

( ),U bd=  с | |0
2

b a-< d < ). Возьмем числа 1n , 2n  такие, чтобы выполня-

лось условие 1 2( ( )) ( ( ))n nn n x U a n n x U b" > fi Œ Ÿ " > fi Œ . 
Такие числа существуют в силу определения 1.3 предела последова-

тельности. Тогда для всех 1 2max{ , }n n n>  будет иметь место 
( ) ( )nx U a U bŒ « . Но ( ) ( )U a U b« =∆ . Противоречие.◄ 

 

Упражнение 1.2. 1) Докажите свойство 2, опираясь на определе-
ние 1.2. 2) Истинно ли утверждение: «если две последовательности име-
ют один и тот же предел, то все их члены, начиная с некоторого номера, 
совпадают»? Приведите примеры. 
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Определение 1.4.  Последовательность nx  называется ограниченной 
сверху, если M$ ŒR  такое, что nx M£  для n" ŒΝ ; ограниченной снизу, 
если m$ ŒR  такое, что nx m≥  для ;n" ŒΝ  ограниченной, если она огра-
ничена и сверху и снизу, т. е. , : .nm M m x M$ Œ £ £R  

Ограниченность последовательности nx  равносильна существованию 
числа 0C >  такого, что | |nx C£  для n" ŒΝ . Действительно, если такое 
число 0C >  существует, то очевидно, что nx  ограничена ( ,m C= -  
M C= ). Если же последовательность nx  ограничена сверху и снизу, то в 
качестве C  достаточно взять max{| |, | |}C M m≥ . Заметим, что числа 

,M m  можно всегда подобрать так, чтобы в определении 1.4 имели место 
строгие неравенства. 

 

Свойство 3. Ограниченность сходящейся последовательности. 
Если последовательность сходится, то она ограничена. 
►Пусть lim nn

x a
Æ•

= . Из определения 1.2 следует, что для 1e =  суще-

ствует натуральное число 1n  такое, что для 1n n" >  выполняется соот-
ношение | | 1 1 1n nx a a x a- < ¤ - < < + . Но тогда для n N" Œ  будет 

1 11 2 1 2{ , , ..., , 1} max{ , , ..., , 1}n n nx x x a x x x x a- £ £ + .◄ 
Обратное утверждение, вообще говоря, не имеет места. Например, 

последовательность ( 1)n
nx = -  ограничена, но она не является сходящей-

ся. Таким образом, ограниченность последовательности есть необходи-
мое (но не достаточное) условие сходимости последовательности. 

1.4. Предельный переход и неравенства 
Докажем некоторые свойства, связывающие предельный переход и 

неравенства. 
Свойство 1. Если последовательность nx  имеет предел, равный a , и 

a b< , то, начиная с некоторого номера, все члены последовательности 
nx  меньше b , т. е. ( lim ) ( , : ).n b b nn

x a b n n n x b
Æ•

= < fi $ " > <  

►Пусть 0b ae = - > . Тогда bn$  такое, что для bn n" >  будет 
| | | | .n n n nx a x a b a a b x a b a x b- < e¤ - < - ¤ - < - < - fi < ◄ 

Аналогичным образом доказывается, что если a b> , то, начиная с 
некоторого номера, все члены последовательности nx  больше b . Дока-
жите самостоятельно. 
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Свойство 2.  Если последовательность nx  имеет предел, равный a , и, 
начиная с некоторого номера, все члены последовательности удовлетво-
ряют неравенству nx b≥ , то a b≥ , т. е. 

1( lim ) ( : ) ( lim )n n nn n
x a n n x b x a b

Æ• Æ•
È ˘= Ÿ " > ≥ fi = ≥Í ˙Î ˚

. 

►Предположим противное: a b< . Тогда по свойству 1, начиная с не-
которого номера bn , все члены последовательности удовлетворяют нера-
венству nx b<  bn n" > , что противоречит условию.◄ 

 

Замечание. Строгое неравенство nx b>  в условии свойства 2 не вле-
чет неравенства a b> . 

 

Пример 1.5. 1 ,nx
n

= при этом для любого натурального n  выпол-

няется неравенство 0nx > . Однако lim 0nn
x

Æ•
= . 

 

Свойство 3. Если lim nn
x a

Æ•
= , lim nn

y b
Æ•

=  и для всех n , начиная с не-

которого номера, выполняется неравенство n nx y£ , то a b£ . 
►Предположим противное: a b> . В силу плотности множества R  

существует число C ŒR  такое, что a C b> > . По свойству 1 
1 1 2 2( , : ) ( , : )n nn n n x C n n n y C$ " > > Ÿ $ " > < . 
Пусть n nx y£  для любых 3n n> . Тогда для всех 1 2 3max{ , , }n n n n>  

выполняются одновременно неравенства n nx C y> >  и n nx y£ . Противо-
речие.◄ 

В случае, когда, начиная с некоторого номера, выполняется неравен-
ство n nx y≥ , lim nn

x a
Æ•

=  и lim nn
y b

Æ•
= , то ≥a b . 

 

Замечание. Выполнение строгого неравенства n nx y>  ( n nx y< ) для 
всех ,n  начиная с некоторого номера, не влечет выполнение неравенства 
a b>  ( a b< ). 

 

Пример 1.6. 0nx = , 1
ny

n
= , т. е. n nx y<  для всех nŒΝ . Однако 

lim lim 0n nn n
x y

Æ• Æ•
= = . 

Свойство 4. Пусть lim ,nn
x a

Æ•
=  lim nn

y a
Æ•

=  и для всех n , начиная с не-

которого номера, выполняется неравенство n n nx z y£ £ . Тогда последо-
вательность nz  сходится и ее предел равен a . 
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► 1 1( lim ) ( 0, , : ),
Æ•

= ¤ "e > $ " > -e < - < en nn
x a n n n x a  

2 2( lim ) ( 0, , : ).
Æ•

= ¤ "e > $ " > -e < - < en nn
y a n n n y a  

Пусть для всех 3n n>  выполняется неравенство n n nx z y£ £ . Тогда 
для всех 1 2 3max{ , , }n n n n>  будет n n na x z y a- e < £ £ < + e . Значит, 

lim nn
z a

Æ•
$ = .◄ 

Свойство 4 называют свойством «сжатой» последовательности или 
леммой «о двух милиционерах». 

1.5. Множество R  

Через R  будем обозначать множество, образованное присоединени-
ем к множеству вещественных чисел R  двух символов -•  и +• , т. е. 

{ } { }= -• » » +•R R . Будем считать, что символы -•  и +•  удовлетво-
ряют условиям: 

а) x" ŒR : -• < < +•x , ( )+ +• = +•x , ( )+ -• = -•x ; 
б) если xŒR  и 0x > , то ( )◊ +• = +•x , ( ) ( )- ◊ +• = -•x , 

( ) ( )+• ◊ -• = -• , ( ) ( )+• ◊ +• = +• , ( ) ( )-• ◊ -• = +• . 
Выражения ( )+• + -• , 0 ( )◊ +• , 0 ( )◊ -•  не определены. 
Множество R  называют расширенной числовой прямой, символы 

+• , -•  – бесконечными элементами множества R  или бесконечными 
точками расширенной числовой оси. Множество { | ,Œ -• < <x x CR  

}C ŒR  будем называть окрестностью бесконечной точки -•  и обозна-

чать ( )-•
i

U , а множество { | , }Œ < < +• Œx C x CR R  – окрестностью бес-

конечной точки +•  и обозначать ( )+•
i

U . 

1.6. Бесконечно малые и бесконечно большие 
последовательности 

Суммой, разностью, произведением, частным (отношением) двух по-
следовательностей nx , ny  будем называть соответственно последова-

тельности n nx y+ , n nx y- , n nx y◊ , n

n

x
y

 (в последнем случае предполагаем, 

что 0ny π  n" ŒΝ ). 
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Определение 1.5. Последовательность na  называется бесконечно ма-
лой последовательностью (б. м. п.), если ее предел существует и равен 
нулю. 

 

Свойство 1. Сумма (разность) двух бесконечно малых последова-
тельностей есть бесконечно малая последовательность. 

►Пусть na , nb  – б. м. п. Возьмем произвольное 0e > . Из определе-

ния б. м. п. следует, что lim 0nnÆ•
a = , lim 0nnÆ•

b = , т. е. 1 10, , :
2

n n ne" > $ " >  

| |
2n
ea <  и 2 2, : | |

2nn n n e$ " > b < . 

Положим 1 2max{ , }n n ne = . Тогда для всех n ne>  будем иметь 

| | | | | | .
2 2n n n n
e ea ±b £ a + b < + = e  

Значит, lim ( ) 0n nnÆ•
a ±b = .◄ 

 

Свойство 2. Произведение бесконечно малой последовательности на 
ограниченную последовательность есть бесконечно малая последова-
тельность. 

►Пусть na  – б. м. п., nb  – ограниченная последовательность. Тогда 
найдется 0C >  такое, что | |n Cb < , n" ŒΝ . Возьмем произвольное 0e > . 

По числу 0
C
e >  найдем такое ne , чтобы для всех n ne>  выполнялось нера-

венство n C
ea < . Следовательно, для всех ,n  больших ,ne  будет | |n na ◊b =  

| | | |n n C
C
e= a ◊ b < ◊ = e .◄ 

 

След с т вие. Произведение бесконечно малой последовательности 
на бесконечно малую последовательность есть бесконечно малая после-
довательность. 

 

Определение 1.6. Если для любого наперед заданного числа 0E >  
все члены последовательности nb , начиная с некоторого номера, по мо-
дулю больше ,E  то nb  называется бесконечно большой последователь-
ностью (б. б. п.), в символической форме: ( nb  – б. б. п.) ( 0, ,¤ " > $ EE n  

: | | )E nn n E" > b > . 
Если последовательность является бесконечно большой, то это крат-

ко записывается так: lim nnÆ•
b = • . 
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Если все члены б. б. п. nb , начиная с некоторого номера, положитель-
ны (отрицательны), то последовательность называется сходящейся (в R ) 
к бесконечному пределу ( )+• -• . Записывают это так: lim ,

Æ•
b = +•nn

 

lim
Æ•

b = -•nn
. 

Всякая б. б. п. расходится в R . (Докажите.) Сходящаяся в R  после-
довательность сходится и в R , так как ее предел принадлежит множест-
ву R . 

 

Пример 1.7. ( 1)n
n nb = - ◊  – б. б. п., lim ( 1)n

n
n

Æ•
- ◊ = • ; б. б. п. n nb =  

сходится в R  к ( lim )
Æ•

+• = +•
n

n ; 
2 1

n
n
n
+b = -
+ p

 сходится в R  к -• . 

(Докажите самостоятельно.) 
Очевидно, всякая б. б. п. не ограничена. Обратное, вообще говоря, 

неверно. Последовательность 2 2 2 1 ( 1)1; 4;1; 4 ;1; 6 ;1; 8 , ..., , ...
n

n + -  является 
неограниченной, однако она не является бесконечно большой. (Докажите 
самостоятельно.) 

 

Свойство 3. Последовательность 1

nb
, где nb  – б. б. п., является бес-

конечно малой последовательностью. 

►Зададим 0"e > . Пусть 1E =
e

. Так как nb  – б. б. п., то En$  такое, 

что для En n" >  выполняется неравенство 1 1| |n
n

E
E

b > ¤ < = e
b

. 

Тогда для всех En n>  будет 1

n
< e

b
.◄ 

 

Упражнение 1.3. Докажите, что отношение ограниченной после-
довательности к б. б. п. есть б. м. п. 

1.7. Предельный переход и арифметические операции 
Лемма 1.1. Для того чтобы последовательность nx  сходилась к числу 

,aŒR  необходимо и достаточно, чтобы последовательность n nx aa = -  
была бесконечно малой, т. е. ( lim )nn

x a
Æ•

= ¤ ( n nx a- = a  – б. м. п.). 

Доказательство проведите самостоятельно. 
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Теорема 1.1. Пусть две последовательности nx  и ny  сходятся в R . 
Тогда: 

а) lim ( ) lim limn n n nn n n
x y x y

Æ• Æ• Æ•
$ ± = ± ; 

б) lim ( ) lim limn n n nn n n
x y x y

Æ• Æ• Æ•
$ ◊ = ◊ ; 

в) 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

xx
y y

Æ•
Æ•

Æ•

Ê ˆ
$ =Á ˜Ë ¯

 (если lim 0nn
y

Æ•
π ). 

►Пусть lim nn
x a

Æ•
= , lim nn

y b
Æ•

= . По лемме последовательности 

n nx aa = -  и n ny bb = -  являются б. м. п.: 
а) ( ) ( )n n n nx y a b± = ± + a ±b . По свойству 1 бесконечно малых по-

следовательностей последовательность n na ±b  есть б. м. п. Следова-
тельно, из леммы 1.1 вытекает, что a b±  является пределом последова-
тельности n nx y± , т. е. lim ( ) lim limn n n nn n n

x y x y
Æ• Æ• Æ•

$ ± = ± ; 

б) ( )( ) ( )n n n n n n n nx y a b ab a b◊ = + a +b = + b + a +a b . Последователь-
ности nab , nba , n na b  по свойству 2 бесконечно малых последовательно-
стей являются б. м. п. По свойству 1 бесконечно малых последователь-
ностей последовательность ( )n n n na bb + a +a b  также б. м. п. Отсюда на 
основании леммы 1.1 заключаем, что lim ( ) lim limn n n nn n n

x y a b x y
Æ• Æ• Æ•

$ ◊ = ◊ = ◊ ; 

в) рассмотрим разность  

1n n
n n

n n n

x aa a a
y b b b b b

+a Ê ˆ- = - = ◊ a - bÁ ˜Ë ¯+b +b
. 

Здесь lim 0nn
y b

Æ•
= π . На основании свойств 1 и 2 бесконечно малых 

последовательностей n n
a
b

Ê ˆa - bÁ ˜Ë ¯
 есть б. м. п. Покажем, что последова-

тельность 1

nb +b
 ограничена. Так как lim 0,nnÆ•

b =  то существует 1n  такое, 

что для всех 1n n>  выполняется | |
2n
bb < . 

Тогда  
1 1 1 1 2

| || | | | | | | || |
2

n n n bb b b bb
= £ < =

+b +b - b -
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для всех 1n n> . Значит, последовательность 1

nb +b
 ограничена. Последо-

вательность 1 ( )n n
n

b a
b

a - b
+b

 – б. м. п. (свойство 2 бесконечно малых 

последовательностей). На основании леммы заключаем, что 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

xx a
y b y

Æ•
Æ•

Æ•

$ = = . ◄ 

 

След с т вие. Если nx C=  есть постоянная последовательность, то 
lim ( ) limn n nn n

x y C y
Æ• Æ•

◊ = ◊ , т. е. постоянную можно выносить за знак преде-

ла последовательности. 

1.8. Неопределенные выражения 

Сформулированная выше теорема, вообще говоря, не верна в ,R  если: 
а) lim , lim ( lim , lim )

Æ• Æ• Æ• Æ•
= +• = +• = -• = -•n n n nn n n n

x y x y , то разность 

этих последовательностей не удовлетворяет  теореме; 
б) lim , lim ( lim , lim )

Æ• Æ• Æ• Æ•
= +• = -• = -• = +•n n n nn n n n

x y x y , то сумма этих 

последовательностей не удовлетворяет  теореме; 
в) lim 0nn

x
Æ•

= , ny  – б. б. п., то произведение этих последовательностей 

не удовлетворяет теореме; 
г) nx  – б. м. п. (б. б. п.), ny  – б. м. п. (б. б. п.), то отношение этих по-

следовательностей не удовлетворяет  теореме. 
В этих случаях говорят, что имеет место неопределенность соответ-

ственно вида • -• , 0 ◊• , 0
0

, •
•

. 

Нахождение пределов в этих случаях называется раскрытием неоп-
ределенностей. 

Приведем примеры, подтверждающие сказанное выше. 
 

Пример 1.8. 

2nx n= ; 2 1ny n= + ; lim
Æ•

= +•nn
x ; lim

Æ•
= +•nn

y ; 

lim ( ) lim ( 1) 1n nn n
x y

Æ• Æ•
- = - = - . 
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Пример 1.9. nx n= ; ( 1)n
ny n= - - ; lim lim

Æ• Æ•
= = +•n nn n

x y . Последо-

вательность ( 1)n
n nx y- = -  расходится. 

 

Пример 1.10. 

5
1

nx n
n

= + ; 2ny n= ; lim lim
Æ• Æ•

= = +•n nn n
x y , 

но 5
1lim ( ) lim

Æ• Æ•

Ê ˆ- = - + = -•Á ˜Ë ¯n nn n
x y n

n
. 

Пример 1.11. 
( 1) 2n

nx n n= - + ; 2ny n= ; lim lim
Æ• Æ•

= = +•n nn n
x y ; 

lim ( ) lim ( 1)n
n nn n

x y n
Æ• Æ•

- = - = • . 

Выше приведены примеры раскрытия неопределенности вида • -• . 
Приведите аналогичные примеры для случая неопределенностей вида 

0 ◊• , 0
0

, •
•

. 

Из других неопределенных выражений отметим следующие: 00 , 0• , 
1• . В некоторых случаях их можно свести к ранее рассмотренным типам. 

 

Пример 1.12. Последовательность 1/ n
nx n=  представляет собой не-

определенное выражение вида 0• . С помощью основного логарифмиче-
ского тождества она может быть представлена в виде ny

nx e= , где 
ln

n
ny

n
=  – неопределенное выражение вида •

•
. 

1.9. Монотонные последовательности. Число е  
Определение 1.7. Последовательность nx  называется:  
возрастающей, если n nx x¢ ¢¢>  при любых натуральных n n>¢ ¢¢ ; 
неубывающей, если n nx x¢ ¢¢≥  при любых натуральных n n>¢ ¢¢ ; 
убывающей, если n nx x¢ ¢¢<  при любых натуральных n n>¢ ¢¢ ; 
невозрастающей, если n nx x¢ ¢¢£  при любых натуральных n n>¢ ¢¢ . 
Последовательности, удовлетворяющие любому из перечисленных 

выше условий, называются монотонными. Возрастающие (убывающие) 
последовательности называются строго монотонными (монотонными 
«в строгом смысле»). Невозрастающие (неубывающие) последовательно-
сти называются монотонными «в широком смысле». Монотонные после-
довательности обладают рядом замечательных свойств. 
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Теорема 1.2 (о пределе монотонной последовательности). Всякая 
неубывающая (невозрастающая) монотонная последовательность nx ,  
ограниченная сверху (снизу), сходится, причем lim sup{ | }n nn

x x n
Æ•

= ŒΝ  

( lim inf{ | })n nn
x x n

Æ•
= ŒΝ . 

►Пусть последовательность nx  не убывает. Тогда по условию тео-
ремы множество { | }nx nŒΝ  ограничено сверху. Значит, 

sup { | }nx n a$ Œ = ŒΝ R . Зададим 0e > . Из свойств точной верхней гра-
ницы следует: 1) nx a< + e  для n ne" > , 2) ne$  такое, что nx a

e
> - e . Но 

тогда для любых n ne>  будет n nx x a
e

≥ > - e , так как последовательность 
неубывающая. Следовательно, | |n na x a x a- e < < + e¤ - < e  при 

n ne" > . Отсюда заключаем, что lim nn
x a

Æ•
$ = . ◄ 

Для случая невозрастающей последовательности теорема доказыва-
ется аналогичным образом. 

 

Упражнение 1.3. Если неубывающая (невозрастающая) последова-
тельность не ограничена сверху (снизу), то lim

Æ•
= +•nn

x  ( lim )
Æ•

= -•nn
x . 

Докажите самостоятельно. 

Пример 1.13. Рассмотрим последовательность 11
n

nx
n

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
 и по-

кажем, что она сходится. По формуле бинома Ньютона 

2 3
1 1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 11 1 ...

2! 3!

n

n
n n n n nx n

n n n n
- - -Ê ˆ= + = + ◊ + ◊ + ◊ + +Á ˜Ë ¯

 

( 1)...( ( 1)) 1 ( 1)( 2)...1 1
! !k n

n n n k n n n
k nn n

- - - - -+ ◊ + ◊ =  

1 1 1 1 2 1 1 2 12 1 1 1 ... 1 1 ... 1
2! 3! !

k
n n n k n n n

-Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ= + - + - - + + - - - +Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
 

1 1 2 1... 1 1 ... 1 ;
!

n
n n n n

-Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + - - -Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
 

1

1
1 1 1 1 1 21 2 1 1 1

1 2! 1 3! 1 1

n

nx
n n n n

+

+
Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ= + = + - + - - +Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯+ + + +

 

1 1 1 1 1 2... 1 ... 1 1 1 ... 1
! 1 1 ( 1)! 1 1 1

k n
k n n n n n n

-Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + - - + - - -Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯+ + + + + +
. 
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Так как 1 1
1

m m
n n

- < -
+

  для 1, 2, ..., 1m n= - , то члены nx  меньше 

соответствующих членов 1nx + , т. е. 1n nx x +< . Кроме того, правая часть в 
представлении 1nx +  имеет на одно (последнее) положительное слагаемое 
больше, чем правая часть в представлении nx . Так как  

1
1 11 1, ( )
! 2n

m n
n n -

Ê ˆ- < £ ŒÁ ˜Ë ¯
N , 

 

то 2 1 1
1 1 1 1 1 12 ... 2 ... 2 1 3
2! ! 2 2 2 2n n nx

n - -< + + + < + + + + = + - < . 

Это показывает, что последовательность nx  монотонно возрастает и 
ограничена сверху. По теореме о пределе монотонной последовательно-
сти заключаем, что lim nn

x
Æ•

$ . Этот предел принято обозначать буквой е . 

Можно доказать, что е  иррационально и 2,71828182845904...е = . Лога-
рифмы с основанием е  называются натуральными. Здесь мы раскрыли 
неопределенность вида 1• . 

 

Пример 1.14. Доказать, что последовательность 1 3x = , 

1 12n nx x+ = +  сходится. 
Докажем, используя метод математической индукции, что все члены 

последовательности удовлетворяют неравенству 3 4nx£ < . 
Очевидно, что 1x  удовлетворяет неравенству. Предположим, что 

оценка выполнена для nx . Докажем, что она выполнена и для 1nx + : 
3 15 12 16 4nx< £ + < = . Отсюда следует, что n" ŒN  выполнено не-

равенство ( 4)( 3) 0n nx x- + < ¤  2 12 0n nx x- - < ¤  2 12.n nx x< +  Отсюда 
следует, что 112n n nx x x +< + = . Таким образом, последовательность nx  
возрастает. Поскольку она ограничена, то имеет конечный предел. 
Обозначим его a . Перейдем к пределу при nÆ•  в равенстве 

1 12n nx x+ = + . Имеем 12a a= + . Отсюда 4a = . 

1.10. Некоторые свойства числовых множеств 
Рассмотрим одно следствие из теоремы о пределе монотонной по-

следовательности. 
Лемма 1.2 (о вложенных отрезках – принцип вложенных отрез-

ков Кантора). Пусть дана бесконечная последовательность вложенных 
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отрезков 1 1 2 2 3 3[ , ] [ , ] [ , ] ... [ , ] ...n na b a b a b a b          , где n na b< . Если 
последовательность длин этих отрезков 1( )n n nb a •

=-  сходится к нулю, то 
существует единственная точка c , принадлежащая всем этим отрезкам 
(рис. 1.1). 

1 2 3 4 4 3 2 1

[ [ [ [ [ ] ] ] ] ]

n n

c

a a a a a b b b b b
∑  

Рис. 1.1 
Как геометрический факт мы принимали ранее эту лемму за аксиому. 

В анализе она может быть доказана на основании предыдущих резуль-
татов. 

►Пусть m n< . Тогда 
([ , ] [ , ]) ( ) ( ) ( )n n m m m n n m m n n ma b a b a a b b a a b bÕ ¤ £ < £ fi £ Ÿ £ . 

Поэтому также выполняется соотношение ( ) ( )m n n ma b a b£ Ÿ £ . Та-
ким образом, неубывающая последовательность na  ограничена сверху 
числом mb  ( m  – любое), а невозрастающая последовательность mb  огра-
ничена снизу числом na  ( n  – любое). Следовательно, по теореме о пре-
деле монотонной последовательности существуют пределы 
lim sup{ | },n nn

a c a n
Æ•

= = ŒΝ  lim inf{ | }n nn
b d b n

Æ•
= = ŒΝ , причем ,na c£  

nb d≥  для nŒΝ . 
Так как lim ( ) lim lim 0n n n nn n n

b a b a d c
Æ• Æ• Æ•

- = - = - =  (по условию леммы), 

то d c= . 
Докажем единственность. 
От противного. Пусть существует еще одна точка c cπ¢  (считаем для 

определенности, что c c>¢ ), принадлежащая всем отрезкам. Тогда для 
n" ŒΝ  будет n na c c b£ < £¢ . Отсюда n nc c b a- £ -¢ . Переходя к пределу 

в этом неравенстве, получим, что 0c c- £¢ . Но 0c c- >¢ . Противоре-
чие. ◄ 

Истинна ли лемма о вложенных отрезках, если вместо отрезков взять 
интервалы (полуинтервалы)? Приведите примеры. 

Рассмотрим функцию f , определенную на некотором множестве I , 
значениями которой являются подмножества множества E , т. е. 

: .f I X EaaŒ Æ Ã  Совокупность { | }X Ia aŒ  называется семейством 
подмножеств множества E  с индексом по множеству I . 
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Определение 1.8. Семейство { | }X Ia aŒ  называется покрытием мно-
жества X  (или покрывает X ), если .

I
X Xa

aŒ
Ã ∪  Подпокрытием данного 

покрытия называется покрытие множества ,X  образованное из подмно-
жеств этого покрытия. 

 

Лемма 1.3 (о конечном покрытии – принцип компактности Гей-
не – Бореля – Лебега). Любое покрытие отрезка [ , ]a b  бесконечным 
множеством интервалов содержит конечное число интервалов, покры-
вающих[ , ]a b , т. е. содержит конечное подпокрытие. 

►Предположим противное, т. е. что существует такое покрытие от-
резка [ , ]a b  бесконечным множеством интервалов, из которого нельзя 
выделить конечного подпокрытия этого отрезка. Будем рассматривать 
это покрытие. Разделим отрезок [ , ]a b  пополам. Из образовавшихся от-
резков хотя бы для одного не существует конечного подпокрытия. Обо-
значим через 1 1[ , ]a b  тот из отрезков, для которого не существует конеч-
ного подпокрытия. Разделим 1 1[ , ]a b  пополам и обозначим через 2 2[ , ]a b  
тот из отрезков, для которого не существует конечного подпокрытия. 
Этот процесс будем продолжать неограниченно. Тогда получим после-
довательность вложенных отрезков 

 

1 1 2 2 1 1[ , ] [ , ] [ , ] ... [ , ] ...n na b a b a b a b- -… … … … … . 
 

Очевидно, длина n -го отрезка 0
2n n n

b ab a -- = Æ  при nÆ• . По по-

строению для n" ŒΝ  не существует конечного подпокрытия отрезка 
[ , ]n na b . По лемме о вложенных отрезках заключаем, что существует чис-
ло Œc R  такое, что [ , ]n nc a bŒ  при n"  и lim lim .n nn n

a b c
Æ• Æ•

= =  Так как 

[ , ]n nc a bŒ , то существует интервал ( , )a b , принадлежащий рассматри-
ваемому покрытию отрезка [ , ],a b  такой, что ( , )Œ a bc . В силу того что 

na cÆ  и nb cÆ  при nÆ• , заключаем: 
( , :[ , ] ( , ))с c n nn n n a b$ Œ " > Ã a bΝ , т. е. отрезок [ , ]n na b  покрыт одним 

интервалом ( , )a b . 
По построению отрезок [ , ]n na b  нельзя покрыть конечным числом 

интервалов из рассматриваемого покрытия. Полученное противоречие 
доказывает лемму. ◄ 

Истинна ли лемма в случае интервала ( , )a b ? Можно ли в условиях 
леммы множество интервалов заменить множеством отрезков? Приведи-
те примеры. 
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Определение 1.9. Точка c EŒ  называется внутренней точкой множе-
ства ,E  если множеству E  принадлежит некоторая окрестность ( )U c  
этой точки. 

Множество, все точки которого внутренние, называется открытым. 
Простейшим примером открытого множества является интервал. 

Покрытие { | }X Ia aŒ  множества X  называется открытым, если все 
Xa  являются открытыми множествами. 

Множество X  называется компактным, если из каждого открытого 
покрытия X  можно выделить хотя бы одно конечное подпокрытие. 

Из теоремы Гейне – Бореля – Лебега вытекает, что отрезок [ , ]a b  есть 
компактное множество. Докажите, что ( , )a b , ( , ]a b , [ , )a b  не являются 
компактными множествами. 

 

Определение 1.10. Точка называется предельной точкой множества 
X , если в любой ее окрестности содержится хотя бы одна точка этого 
множества, отличная от .c  

 

Пример  1.15. 1X n
n

Ï ¸= ŒÌ ˝
Ó ˛

Ν . Точка 0c =  является предельной 

точкой этого множества, причем 0c X= œ .  
Предельными точками множества ( , )X a b=  являются все точки от-

резка [ , ]a b . (Докажите самостоятельно.) 
Докажите, что если c  есть предельная точка множества ,X  то в лю-

бой окрестности ( )U c  содержится бесконечно много различных точек 
множества X . 

 

Упражнение  1.4. Пусть c  – предельная точка множества .X  До-
кажите, что существует последовательность ( )n nx x XŒ  точек, отличных 
от ,c  сходящаяся к .c  

 

Лемма 1.4 (о предельной точке – принцип предельной точки 
Больцано – Вейерштрасса). Для каждого бесконечного числового мно-
жества X  существует, по крайней мере, одна предельная точка. 

►Так как X  – ограниченное множество, то существуют числа 
,a bŒR  такие, что [ , ]X a bÃ . Покажем, что, по крайней мере, одна точка 

отрезка [ , ]a b  является предельной для .X  
От противного. Предположим, что ни одна из точек отрезка [ , ]a b  не 

является предельной для .X  Тогда для каждой точки x  отрезка [ , ]a b  
можно указать окрестность ( )U x , в которой или не содержится ни одной 
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точки множества ,X  или содержится конечное их число. (Почему?) Для 
любой точки x, ,a x b£ £  зафиксируем окрестность ( )U x  в R. Рассмот-
рим множество этих окрестностей { ( ) }U x a x b£ £ . Очевидно, что оно 
образует покрытие отрезка [ , ]a b . По лемме о конечном покрытии суще-
ствует конечное подпокрытие 1 2{ ( ), ( ), ..., ( )}nU x U x U x  отрезка [ , ]a b . 

Имеем 
1 1

[ , ] ( ) ( )
n n

k k
k k

X a b U x X U x
= =

Ã Ã fi Ã∪ ∪ . Поскольку в каждом 

интервале ( )kU x  содержится не более конечного числа точек множества 

,X  то и объединение 
1

( )
n

k
k

U x
=
∪  содержит не более конечного числа точек 

множества X . 
Следовательно, X  – конечное множество. Противоречие. ◄ 
 

Определение 1.11. Точка c XŒ  называется изолированной точкой 
множества ,X  если существует ее окрестность, не содержащая ни одной 
точки этого множества, кроме самой точки c . 

Точка c  называется граничной точкой множества ,X  если в любой 
ее окрестности имеются точки как принадлежащие ,X  так и не принад-
лежащие .X  Например, точки a  и b  являются граничными для множест-
ва [ , )a b . (Почему?) Заметим, что граничные точки могут как принадле-
жать, так и не принадлежать множеству .X  

Замкнутым называется множество, содержащее все свои предельные 
точки. Отметим без доказательства, что всякое ограниченное замкнутое 
множество компактно в R. 

Отсюда следует, что любое конечное множество является компакт-
ным множеством. 

1.11. Подпоследовательности. Критерий Коши 
Пусть :f ÆΝ Ν  – возрастающая функция, т. е. : kf k nŒ Æ ŒΝ Ν , 

причем если 1k k< , то 1( ) ( )f k f k<  или 
1
.k kn n<  

Пусть nx  – некоторая числовая последовательность. Последователь-
ность 

kk ny x=  ( )k ŒΝ  называется подпоследовательностью последова-
тельности nx . Например, подпоследовательностью последовательности 
натуральных чисел будут простые числа, взятые в порядке возрастания. 

 

Лемма 1.5. Если последовательность nx  сходится к числу ,aŒR  то и 
любая ее подпоследовательность 

knx  сходится к .a  
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► ( lim ) ( 0, , : | | )n nn
x a n n n x ae eÆ•

= ¤ "e > $ " > - < e . 

Возьмем 0k  настолько большим, чтобы было 
0kn ne> . Тогда для 

0k k" >  будет 
0k kn n ne> > . Отсюда | | ,

knx a- < e  т. е. lim
knk

x a
Æ•

= . ◄ 
 

Упражнение  1.5. Если любая подпоследовательность 
knx  после-

довательности nx  сходится к числу aŒR , то lim nn
x a

Æ•
$ = . Докажите. 

Докажите, что лемма 1.5 верна в случае, когда последовательность 
nx  сходится в R  к +•  (или -• ). 

 

Лемма 1.6. Из всякой ограниченной последовательности nx  можно 
выделить сходящуюся в R  подпоследовательность. 

► Если множество { | }nx nŒN  содержит конечное число различных 
чисел, то хотя бы одно из них (пусть b ) повторяется в последовательно-
сти nx  бесконечно много раз. Отбрасывая члены последовательности, 
отличные от b , получим подпоследовательность ( ),

knx b k= ŒN  сходя-
щуюся к b . 

Пусть теперь множество { | }nx nŒN  содержит бесконечное множест-
во различных чисел. Поскольку множество { | }nx nŒN  ограничено, то по 
принципу Больцано – Вейерштрасса существует предельная точка Œa R  

этого множества. Поэтому 1{ | } ( )
k

nx n U aŒ «N
i

 содержит бесконечное 

множество различных членов последовательности nx  при " Œk N . Пусть 

1nx  – некоторый член последовательности nx , содержащийся в 

1{ | } ( )Œ «
i

nx n U aN . Так как 1
2

{ | } ( )Œ «
i

nx n U aN  содержит бесконечное 

множество различных членов последовательности, то можно выбрать та-

кой член последовательности 12
2

{ | } ( )Œ Œ «
i

n nx x n U aN , что 
1 2n nx xπ , 

2 1n n> . Аналогично в множестве 1
3

{ | } ( )Œ «
i

nx n U aN  можно выбрать член 

последовательности 
3
,nx  отличный от 

1nx  и 
2
,nx  и такой, что 3 2 1n n n> > . 

Поступая так при " Œk N , получим подпоследовательность ,
knx  члены 

которой удовлетворяют неравенству 1| |
knx a

k
- <  (по построению). Оче-

видно, 
knx  сходится к a . ◄ 
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Упражнение  1.6. Докажите, что всякая последовательность со-
держит сходящуюся в R  подпоследовательность. 

 

Определение 1.12. Последовательность nx  называется фундамен-
тальной, если для произвольного числа 0e >  существует число ne  такое, 
что для всех ,n m ne>  выполняется неравенство | | .n mx x- < e  

Фундаментальные последовательности называют также последова-
тельностями Коши. Сформулируем и докажем необходимый и достаточ-
ный признак (критерий) сходимости последовательности. 

 

Теорема 1.3 (критерий Коши сходимости числовой последова-
тельности). Числовая последовательность сходится в R  тогда и только 
тогда, когда она фундаментальна. 

► Необходимос т ь. Пусть lim nn
x a

Æ•
= ŒR . Возьмем произвольное 

число 0e >  и по числу 
2
e  найдем ne  так, чтобы для любого n ne>  и лю-

бого m ne>  было | | | |
2 2n mx a x ae eÊ ˆ- < Ÿ - <Á ˜Ë ¯

. Тогда для любых ,n m ne>  

будем иметь | | | | | | | |
2 2n m n m n mx x x a a x x a x a e e- = - + - £ - + - < + = e . 

Это и доказывает необходимость. 
Дост а т очно с т ь. Пусть nx  – фундаментальная последователь-

ность. Докажем, что lim nn
x

Æ•
$ ŒR . Покажем, что последовательность nx  

ограничена. Действительно, задав 1e = , найдем число 1n , что для 

1,n m n" >  будет | | 1n mx x- < . Возьмем 1 1m n= + . Тогда для 1n n" >  име-
ем 

1 11 11 1n n nx x x+ +- < < + . Следовательно, 

1 1 1 11 2 1 1 2 1min{ , ,..., , 1} max{ , ,..., , 1}n n n n nx x x x x x x x x+ +- £ £ +  

для " Œn N , т. е. последовательность nx  ограничена. По лемме 1.6 суще-
ствует подпоследовательность ,

knx  сходящаяся к некоторому Œa R . 

Зададим число 0e >  и по числу 
2
e  найдем числа ke  и ne  такие, чтобы 

выполнялись неравенства | |
2knx a e- <  для k ke" >  и | |

2n mx x e- <  для 

, .n m ne" >  Это можно сделать, так как подпоследовательность 
knx  схо-
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дится к a , а последовательность nx  фундаментальная. Пусть теперь 
n ne>  и max{ , }k kn n n

ee> . Тогда 

| | | | | | | | ,
2 2k k k kn n n n n n nx a x x x a x x x a e e- = - + - £ - + - < + = e  

т. е. ( 0, , : | | ) ( lim ).n nn
n n n x a x ae e Æ•

"e > $ " > - < e ¤ =  ◄ 
 

Пример  1.16. Доказать сходимость последовательности 
sin1 sin 2 sin...

2 2! 2n n
nx = + + + . 

Воспользуемся критерием Коши: 

1
sin( 1) sin| | ...

2 2n m n m
n mx x +
+- = + + <  

1
1

1 1
1 1 1 1 2 1... ... ... ;12 2 2 2 21

2

n

n m n m n

+

+ +< + + < + + + = = < e
-

 

2
1 log .
2n n< e¤ > - e  

Если в качестве ne  взять число 2log- e , то для ,n m ne" >  будет иметь 
место неравенство | |n mx x- < e , и, значит, по критерию Коши существу-
ет в R  предел рассматриваемой последовательности. Критерий Коши, 
однако, не дает ответа на вопрос о значении этого предела. 

1.12. Верхний и нижний пределы 
последовательности 

Пусть nx  – произвольная последовательность, а 
knx  – некоторая ее 

подпоследовательность. Если 
knx  сходится в ,R  то предел ее будем на-

зывать частичным пределом последовательности .nx  Рассмотрим теперь 
совокупность всех подпоследовательностей 

knx  последовательности ,nx  

сходящихся в R . Множество всех частичных пределов обозначим A . 
Легко показать, что любая последовательность имеет, по крайней ме-

ре, один частичный предел, конечный или бесконечный. Действительно, 
если последовательность nx  не ограничена сверху, то из нее можно вы-
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делить подпоследовательность, сходящуюся к +• . (Докажите.) Cледова-
тельно, +•  будет ее частичным пределом. Если же последовательность 
не ограничена снизу, то ее частичным пределом будет -• . (Докажите 
самостоятельно.) Ограниченная последовательность имеет, по крайней 
мере, один конечный частичный предел. Отсюда заключаем, что множе-
ство A π ∆ . Следовательно, sup A$ ŒR , inf A$ ŒR . 

 

Определение 1.13. Верхним пределом последовательности nx  назы-
вается sup A , обозначается lim nn

x
Æ•

; нижним пределом последовательно-

сти называется inf A , обозначается lim n
n

x
Æ•

. 
 

Лемма 1.7. Для любой последовательности существуют единственный 
верхний и единственный нижний пределы, и они связаны неравенством 

lim lim
Æ•Æ•

-• £ £ £ +•n nnn
x x . 

Доказательство вытекает из того, что множество частичных пределов 
не пусто и из единственности верхней и нижней граней числового мно-
жества, а также из неравенства inf supA A£ . 

Имеет место следующая важная теорема. 
 

Теорема 1.4. Последовательность nx  сходится в R  тогда и только 
тогда, когда 

lim limn nnn
x x

Æ•Æ•
= . 

► Пусть 
lim limn nnn

x x
Æ•Æ•

= . 

Покажем, что тогда 

lim
Æ•

$ = Œnn
x a R . 

От противного. Если nx  не сходится в R , то существуют, по крайней 
мере, две подпоследовательности 

knx¢  и 
knx¢¢ , сходящиеся к двум различ-

ным пределам 
lim lim

k kn nk k
x x

Æ• Æ•
π¢ ¢¢ . 

Пусть 
lim lim

k kn nk k
x x

Æ• Æ•
<¢ ¢¢ . 
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Тогда 

lim lim lim lim
k kn n n nk k nn

x x x x
Æ• Æ• Æ•Æ•

£ < £¢ ¢¢ , 

что противоречит условию теоремы. Необходимость докажите самостоя-
тельно. ◄ 

 

Пример  1.17. Последовательность 1( 1) 1n
nx

n
Ê ˆ= - +Á ˜Ë ¯

 расходится, 

ибо lim 1nn
x

Æ•
= , lim 1n

n
x

Æ•
= - . 

Задачи к главе 1 
1. Вычислите: 

1) 
3 2

2
( 5) ( 7)lim

n

n n n
nÆ•

+ - + ; 

2) 
2 21 3 1lim

2 1 6 1n

n n
n nÆ•

Ê ˆ+ +-Á ˜+ +Ë ¯
; 

3) 
2 32 3lim

2 3

n n

n nn

+ +

Æ•

+
+

; 

4) 2 3lim
2 3

n n

n nn

-

-Æ•

+
-

; 

5) lim ,
n n

n nn

a a
a a

-

-Æ•

-
+

 (a > 0); 

6) 
2

10
ln( 1)lim
ln( 1)n

n n
n nÆ•

- +
+ +

; 

7) 
2 3

2lim
1 1n

n n
n nÆ•

Ê ˆ
-Á ˜+ +Ë ¯

; 

8) 
100 100 99

98 2
( 2) 200lim

10 1n

n n n
n nÆ•

+ - -
- +

; 

9) 1 1 1lim
1 3 3 5 (2 1)(2 1)n n nÆ•

Ê ˆ
+ + +Á ˜Ë ◊ ◊ - + ¯

… ; 
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10) 1 1 1 1lim
1 3 3 5 2 1 2 1n n n nÆ•

Ê ˆ+ + +Á ˜Ë ¯+ + - + +
… ; 

11) 8 1lim
16 1

n

nnÆ•

-
-

; 

12) 2
3 16 4 8 1lim

( 2 1)

n n

nnÆ•

- -
-

; 

13) 3 5lim
1 8 1 32n nnÆ•

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯- -
; 

14) 2 2lim ( 1 1)
n

n n
Æ•

+ - - ; 

15) 3 3lim ( 1 1)
n

n n
Æ•

+ - - ; 

16) lim ( ( 2)( 1) ( 1))
n

n n n n
Æ•

+ + - - ; 

17) 1 2lim ( ( )( ) )
n

n a n a n
Æ•

+ + - ; 

18) 3
1 2 3lim ( ( )( )( ) )

n
n a n a n a n

Æ•
+ + + - ; 

19) 
2 1lim

1n

n n
n nÆ•

+ -
+ -

; 

20) 
2

2

2 4 1lim
3n

n n

n nÆ•

- -

+ -
; 

21) 
2

3

1lim
1n

n n

n n nÆ•

+ -

+ -
; 

22) 3 1lim
9 1

n

nnÆ•

-
-

; 

23) 8 1lim
2 1

n

nnÆ•

-
-

; 

24) 1 2lim
1 2

n

nn nÆ•

+
+

; 
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25) 
3

1
3lim

3

n

nn

n
n +Æ•

+
+

; 

26) 5 lglim ;
3,5n

n n
nÆ•

-
-

 

27) 1lim 1 ;
( 2)

n

n n nÆ•

Ê ˆ
+Á ˜Ë + ¯

 

28) 2 3lim ;
2 1

nn

nnÆ•

Ê ˆ+
Á ˜+Ë ¯

 

29) 

2
2

2
1lim
2

n

n

n
nÆ•

Ê ˆ+
Á ˜+Ë ¯

; 

30) 
2

2lim
2 2

n

n

n n
n nÆ•

Ê ˆ+
Á ˜+ +Ë ¯

; 

31) 
2

2
1lim
1

n

n

n n
n nÆ•

Ê ˆ- +
Á ˜+ +Ë ¯

; 

32) 
2 3 2lim

1 2n

n n
nÆ•

+ -
+ + +…

; 

33) 3
1 3 5 (2 1)lim

n

n
nÆ•

+ + + + -… ; 

34) 
2 2 2

3
1 2lim

n

n
nÆ•

+ + +… . 

 
2. Используя критерий Коши, докажите, что расходятся последова-

тельности: 

( 1)(0,2)
n

nx -= , cos 1
2n

n nx
n
p -= , 2 2 2

1 2 ...
2 3 ( 1)

= + + +
+n
nx

n
. 

 

3. Существует ли n , для которого 1,001n n < ; 2 0,5+ - <n n n ? 
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4. Выясните, существуют ли наибольший и наименьший члены по-
следовательностей: 

2

3n n
nx = ; 3sin

2n
nx n p= + . 

5. Существует ли ограниченная последовательность, не имеющая 
наименьшего и наибольшего члена? 

6. Докажите, что все члены последовательности 11
n

nx
n

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
, начи-

ная с некоторого номера, лежат на отрезке [2,7; 2,8]. 

7. Найдите ne  такое, чтобы при n ne" >  выполнялись неравенства: 

2 0,01
!n
< ; 1 0,1

!n n
< . 

8. Сформулируйте, что значит lim nn
x a

Æ•
π . 

9. Найдите величину дроби 
11 11 11 11

...

+ = a
+

+
+

. 

10. Докажите, что lim 0
k

nn

n
aÆ•

=  ( 1)a > . 

11. Покажите, что 
11 2 3 ( 1) 1lim ...

2

n

n

n
n n n n

-

Æ•

-- + - + = . 

12. Установите, что 2lim 0
!

n

n nÆ•
= , 1lim 0

!nn nÆ•
=  (на языке « ne - »). 

13. Найдите предел последовательности 

2, 2 2 , 2 2 2 , ..., 2 2 ... 2 , ...+ + + + + + . 

14. Докажите, что монотонная последовательность сходится, если 
сходится какая-либо ее подпоследовательность. 
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15. Всегда ли сумма монотонных последовательностей монотонна? 

16. Пусть 2lim nn
x a

Æ•
= . Найдите необходимое и достаточное условие 

сходимости последовательности nx . 

17. Сформулируйте на языке « nE - » утверждение «последователь-
ность не является бесконечно большой». 

18. Вычислите 2 2lim sin ( )
n

n n
Æ•

p + . 

19. Последовательность 1(sin )nn •
=  расходится. Докажите. 

20. Найдите 
34 5 2

5 4 3

2 1lim
2 1n

n n

n nÆ•

+ - +

+ - +
; 

2

1 2 3 4 ... (2 1) 2lim
1n

n n

nÆ•

- + - + + - -

+
. 

21. Пользуясь критерием Коши, докажите, что последовательность 
cos1 cos2! cos !...
1 2 2 3 ( 1)n

nx
n n

= + + +
◊ ◊ ◊ +

 

сходится в R . 

22. Найдите lim nn
x

Æ•
, lim n

n
x

Æ•
, если 

[2 ( 1) ]n
nx n= - + - ;  1 cos

1 2n
n nx

n
p= +

+
; 

1 1 1 3 1 7 1 2 1, , , , , , ..., , , ... .
2 2 4 4 8 8 2 2

n

n n nx -=  

23. Докажите, что 

lim lim lim ( ) lim limn n n n n nnn n n n
x y x y x y

Æ•Æ• Æ• Æ• Æ•
+ £ + £ + . 

24. Говорят, последовательность nx  имеет ограниченное изменение, 
если 0c$ >  такое, что 

2 1 3 2 1| | | | ... | | ( 2, 3, 4, ...)n nx x x x x x c n-- + - + + - < = . 

Докажите, что последовательность с ограниченным изменением схо-
дится. Обратное, вообще говоря, неверно. Приведите примеры. 

25. Если na  – б. м. п., то 1

na
 – б. б. п. Докажите. 
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ГЛАВА  2 
ПРЕДЕЛ  ФУНКЦИИ 

2.1. Различные определения предела функции 
и их равносильность 

Проколотой окрестностью ( )U a
i

 точки aŒR  называется любая окре-
стность ( )U a  точки a , из которой исключена сама эта точка. Проколо-
тые окрестности точки a  обладают двумя важнейшими свойствами:  

 

а) ( )U a π ∆
i

 (окрестность – непустое множество); 
 

б) 1 2 1 2( ), ( ), ( ) : ( ) ( ) ( )U a U a U a U a U a U a" " $ Ã «
i i i i i i

 (пересечение любых 
двух окрестностей содержит проколотую окрестность).  

Далее в этой главе будем считать, что рассматриваемые функции оп-
ределены в некоторой окрестности ( )W a  точки ,a  за исключением, быть 
может, точки .a  

 

Определение 2.1. Число A  называется пределом функции f  при ,x  
стремящемся к a , если для каждой окрестности ( )V A  точки A  существу-

ет проколотая окрестность ( )U a
i

 точки ,a  образ которой содержится в 

( )V A , т. е. ( ), ( ) : ( ( )) ( )" $ Ã
i i

V A U a f U a V A  (определение предела на языке 
окрестностей). 

 

Определение 2.2. Если 0"e >  существует такая проколотая окре-

стность ( )U ae

i
 точки ,a  что для x"  из ( )U ae

i
 выполняется неравенство 

| ( ) | ,f x A- < e  то число A  называется пределом функции f  при .x aÆ  
 

Определение 2.3. Число A  называется пределом функции f  при 
,x aÆ  если для 0"e >  существует число ( ) 0d = d e >  такое, что для ,x"  

удовлетворяющих неравенству 0 | |x a< - < d , имеет место соотношение 
| ( ) |f x A- < e  (определение предела на языке « e - d»). 
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Определение 2.4. Если для любой последовательности nx  ( ( )nx W aŒ
i

 
при " Œn N ), сходящейся к ,a  соответствующая последовательность зна-
чений функции 1( ( ))n nf x •

=  сходится к числу A , то A  называется пре-
делом функции f  при .x aÆ  (Определение предела на языке последова-
тельностей.) 

Тот факт, что число A  является пределом функции f  при ,x aÆ  за-
писывают так: lim ( )

Æ
=

x a
f x A , ( )f x AÆ  при x aÆ , ( ) x af x AÆæææÆ .  

Равносильность первых трех определений вытекает из того, что в лю-
бой проколотой окрестности точки содержится симметричная проколо-
тая окрестность и наоборот. 

Докажем, что определение 2.4 равносильно остальным. Для этого по-
кажем, что если число A  является пределом функции f  при x aÆ  со-
гласно определению 2.3, то оно является также пределом в смысле опре-
деления 2.4, и наоборот. Пусть для 0"e >  существует число 0d >  такое, 
что для любых ,x  удовлетворяющих неравенству 0 | |x a< - < d , выпол-
няется неравенство | ( ) | .f x A- < e  Возьмем любую последовательность 

( ( ), ),n nx x W a nŒ " ŒN  сходящуюся к ,a  и покажем, что последова-
тельность значений функции 1( ( ))n nf x •

=  сходится к числу A . Подберем 
ne ŒN  так, чтобы было | |nx a- < d  для n ne" > . Тогда для n ne" >  вы-
полняется неравенство | ( ) | ,nf x A- < e  т. е. последовательность значений 
функции сходится к A . 

Справедливо и обратное. Докажем от противного. Пусть A  не явля-
ется пределом функции в смысле определения 2.3. Это значит, что 

0 0$e >  такое, что для любого 0d >  существует xd , удовлетворяющее 
неравенству 0 | |x ad< - < d , для которого 0| ( ) |f x Ad - ≥ e . Возьмем по-

следовательность 1
n n
d = . Тогда для каждого nd  существует 

n
xd  такое, 

что 0| ( ) |
n

f x Ad - ≥ e . Так как 10 | |
n nx a

nd< - < d = , то lim
nn a

x adÆ
=  по свой-

ству сжатой последовательности (свойство 4, подраздел 1.4). В то же 
время последовательность 1( ( ))n nf x •

=  не сходится к числу A . Противо-
речие. 

 

Пример  2.1. 
0

1lim sin 0
x

x
xÆ

◊ = . 

Действительно, 1 1sin | | sin | |x x x
x x

◊ < e¤ ◊ < e‹ < e .  
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Возьмем d = e , Тогда из определения вытекает, что нуль является 

пределом функции 1sinx
x

◊  при 0xÆ . Сама функция в точке 0x =  не 

определена. 
 

Пример  2.2. 
0

limcos 1
x

x
Æ

= . 

2 2| cos 1| 1 cos 2sin sin
2 2 2

e- < e¤ - < e¤ < e¤ < ¤x xx x  

| |sin sin | | 2arcsin
2 2 2 2 2
x x xe e e¤ < ¤ < ¤ <  

считаем, что | |
2

x pÊ ˆ<Ë ¯ . Полагая 2arcsin
2
ed = , получим, что при 

0 x< < d  будет | cos 1|x - < e . 
 

Пример  2.3. Докажем, что не существует 1limsin
x

 при 0xÆ . 

Воспользуемся определением предела на языке последовательностей. 

Возьмем две последовательности 1
nx

n
=¢
p

 и 1

2
2

nx
n

=¢¢ p + p
, сходящиеся к 

нулю. Последовательности значений функции 1sin 0
nx
=

¢
, 1sin 1

nx
=

¢¢
 схо-

дятся соответственно к 0 и 1. 
Следовательно, эта функция не может иметь предела при 0xÆ . 
 

Пример  2.4. 
2

2

4lim 4
2x

x
xÆ

- =
-

. Возьмем окрестность (4) (4 , 4 )V = -e +e  

и найдем (2)U
i

 такую, чтобы ее образ при отображении 
2 4

2
x
x
-
-

 содержал-

ся в (4)V . Рассмотрим неравенства 
2 4 4 | 2 | ( (2))

2
- - < e¤ - < e Œ
-

ix x x U
x

. 

Отсюда видно, что за (2)U
i

 достаточно взять (2 , 2 ) \ {2}- e + e . Из опре-
деления 2.3 следует утверждение. Отметим, что сама функция в данном 
случае не определена при 2x = . 
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Пример  2.5. Докажем, что 
2

lim sin 1
x

x
pÆ

= . 

Используем определение 2.3. 
Оценим 

sin 1 1 sin 2 cos sin 2 1
4 2 4 2 4 2 2

x x xx x xp p p pÊ ˆ Ê ˆ- = - = + ◊ - £ ◊ ◊ - = -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
. 

Если выбрать d = e , то из неравенства 0
2

x p< - < d  следует неравен-

ство | sin 1| .x - < e  Таким образом, 0 ,"e > $d = e  : 0
2

x x p" < - < dfi  

| sin 1| ,xfi - < e  т. е. 
2

lim sin 1
x

x
pÆ

= . 

 

Пример  2.6. Докажем, что 2
sinlim 0

100 3000x

x x
x xÆ+•

=
- +

. 
 

Выберем удобную для дальнейших оценок окрестность точки +•  – 

луч 200x > . Тогда для 200x >  имеем 
2

2 100 3000 ( 100)
2
xx x x x- + > - > . 

Тогда 2 2
sin 20

100 3000
2

x x x
xx x x

- < =
- +

. Если 2max 200,Ï ¸D = Ì ˝eÓ ˛
, то из нера-

венства x > D  следует 2
sin

100 3000
x x

x x
< e

- +
. Значит, 

 

2
sinlim 0

100 3000x

x x
x xÆ+•

=
- +

. 

2.2. Общие свойства пределов 

Свойство 1.  Если в некоторой окрестности ( )U a
i

 точки a  
( ) ∫ Œf x A R , то предел ее при x aÆ  существует и равен числу A . 

► [ ( )] { } ( )f U a A V A= Ã
i

 для любой окрестности ( )V A  точки A . Из 
определения получаем: lim ( )

x a
f x A

Æ
$ = . ◄ 
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Свойство 2.  Если функция f  имеет предел при ,x aÆ  то значение 
этого предела единственно. 

► Предположим противное. 1lim ( )
x a

f x A
Æ

=  и 2 1 2lim ( ) ,
x a

f x A A A
Æ

= π . 

Возьмем 1 2( ), ( )V A V A  – две непересекающиеся окрестности. Соглас-

но определению существуют 1( )U a
i

 и 2( )U a
i

 такие, что 1 1[ ( )] ( )f U a V AÃ
i

, 

2 2[ ( )] ( )f U a V AÃ
i

. 

Возьмем теперь проколотую окрестность 1 2( ) ( ) ( )U a U a U aÃ «
i i i

. То-

гда 1 2[ ( )] ( ) ( )f U a V A V A∆ π Ã « =∆
i

. Противоречие. ◄ 
Функция :f X Æ R  называется ограниченной сверху (снизу) на 

множестве { ( ) | }f x x XŒ  значений функции. Функция ,f  ограниченная 
сверху и снизу на множестве X , называется ограниченной на .X  Огра-
ниченность функции f  на множестве X  равносильна существованию 
числа 0C >  такого, что | ( ) | £f x C  для .x X" Œ  Докажите. 

Функция f  называется финально ограниченной при ,x aÆ  если су-

ществует проколотая окрестность ( )U a
i

 точки ,a  в которой она ограни-

чена, т. е. ( ( ), , ( ) : | ( ) | ).$ $ Œ " Œ £
i i

U a C x U a f x CR  
Понятия ограниченной функции и финальной ограниченности раз-

личны. Первое характеризует поведение функции на всем множестве, на 
котором она определена, второе – в некоторой окрестности точки. На-
пример, функция 1y x-=  не ограничена на (0, 1] , но финально ограниче-
на при (0, 1]x aÆ Œ . Докажите самостоятельно. 

 

Свойство 3.  Если существует предел функции f  при ,x aÆ  то f  
финально ограничена при .x aÆ  

► Пусть lim ( )
x a

f x A
Æ

= ŒR . Тогда для 1e =  существует проколотая 

окрестность ( )U a
i

 точки ,a  в которой выполняется неравенство 
| ( ) | 1 1 ( ) 1 1 ( ) 1f x A f x A A f x A- < ¤ - < - < ¤ - < < + . ◄ 

Утверждение, обратное утверждению свойства 3, вообще говоря, не 
верно. Приведите примеры. 
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2.3. Критерий Коши 
существования предела функции 

Теорема 2.1 (критерий Коши существования предела функции в 
точке). Пусть :f X Æ R , 0x   – предельная точка множества X . Функция 
f  имеет предел при 0x xÆ  тогда и только тогда, когда выполняется 
условие Коши: 

00 ( ) , ( ) | ( ) ( ) | .x x U x X f x f xd"e > $d = d e " Œ « fi - < e¢ ¢¢ ¢ ¢¢
i

 

► Необходимос т ь. Пусть 
0

lim ( )
x x
x X

f x A
Æ
Œ

= . Зафиксируем произволь-

ное число 0e > . Тогда для 1 2
ee =  найдется ( )d = d e  0( )x U x Xd" Œ « fi

i
 

| ( ) |
2

f x A efi - < . Тогда для произвольной пары точек 

0, ( )x x U x XdŒ « fi¢ ¢¢
i

| ( ) ( ) | | ( ( ) ) ( ( ) ) |f x f x f x A f x A- = - - - £¢ ¢¢ ¢ ¢¢  

| ( ) | | ( ) | .
2 2

f x A f x A e e£ - + - < + = e¢ ¢¢  

Таким образом, условие Коши выполняется. 
Дост а т очно с т ь. Пусть функция f  удовлетворяет условию Коши. 

Зафиксируем 1e =  и найдем  

11 0: , ( )x x U x Xdd " Œ « fi¢ ¢¢
i

 | ( ) ( ) | 1f x f x- <¢ ¢¢ . 

Далее зафиксируем 1
2

e =  и найдем 

22 0: , ( )x x V x Xdd " Œ « fi¢ ¢¢
i 1( ) ( )

2
f x f x- <¢ ¢¢ . 

Очевидно, 1 20 0( ) ( )U x V xd d«
i i

 является непустой проколотой окрест-
ностью точки 0,x  следовательно, имеет непустое пересечение с множест-

вом .X  Обозначим 2 1 20 0 0( ) ( ) ( ).U x U x V xd d d= «
i i i

 Тогда 2 10 0( ) ( ).U x U xd dÕ
i i

 
Продолжая этот процесс неограниченно, получим последовательность 
вложенных проколотых окрестностей 

 

1 20 0 0( ) ( ) ... ( ) ....nU x U x V xd d d       
i i i
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Таким образом, любая точка, попавшая в окрестность с некоторым но-
мером, принадлежит по построению любой окрестности с большим 
номером. Выберем по одному элементу из каждой окрестности 

0( )nx U xdŒ
i

. Тогда  

, ," Œm n N  1 1| ( ) ( ) | max ,n mf x f x
n m

Ï ¸- < Ì ˝
Ó ˛

. 

Это означает, что последовательность ( ( ))nf x  является фундамен-
тальной, следовательно, lim ( )

Æ•
$ =nn

f x A . 

Пусть теперь e  – произвольное число, 0 1< e < . Тогда найдется 

число вида 1
2n

 такое, что 1 < e
n

. По этому числу найдем соответству-

ющее (1)
2

(1)
2 0

1: , ( ) | ( ) ( ) |
2nn x x U x X f x f x

ndd " Œ « fi - <¢ ¢¢ ¢ ¢¢
i

. 

С другой стороны, (2)
2

(2)
2 2 0 2

1: ( ) | ( ) |
2nn n nx U x X f x A

nd$d " Œ « fi - <
i

.  

Рассмотрим произвольное (1) (2)
2 20 0( ) ( )n nx U x U x Xd dŒ « «

i i
. Тогда, полагая 

2nx x=¢¢ , имеем 2 2
1 1| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |
2 2n nf x A f x f x f x A

n n
- £ - + - < + < e .◄ 

 

Замечание 2.1. Критерий Коши допускает равносильную формули-
ровку через понятие колебания функции на множестве. 

 

Определение 2.5. Пусть :f X Æ R . Колебанием функции f  на мно-
жестве M XÕ  называется следующая величина: 

1 2

1 2
,

( , ) : sup | ( ) ( ) |
Œ

w = -
x x M

f M f x f x . 

Если в неравенстве в условии Коши взять супремум по всем 

1 2 0, ( )x x U x XdŒ «
i

, то получим следующее условие: 

0 00 ( ) : ( , ( ) ) .U x f U x Xd d"e > $ w « £ e
i i

 

Таким образом, критерий Коши допускает следующую равносиль-
ную формулировку: 

0 0lim ( ) 0 ( ) : ( , ( ) )
x a

f x U x f U x Xd d
Æ

$ ¤"e > $ w « £ e
i i

. 
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Критерий Коши в такой формулировке удобно использовать, чтобы 
доказать, что предел не существует. 

 

Пример  2.7. Докажем, что не существует 
0

lim sgn
x

x
Æ

. Колебание в 

любой проколотой окрестности точки 0 0 :x =  (sgn, (0)) 2Uw =
i

. Таким 
образом, не существует конечного предела. Поскольку функция sgn  
ограничена на области определения, то не существует и бесконечного 
предела. 

2.4. Бесконечно малые 
и бесконечно большие функции 

Функция ( )xa  называется бесконечно малой (б. м.) при x aÆ , если 
предел ее при x aÆ  существует и равен нулю, т. е. lim ( ) 0

x a
x

Æ
a = . Напри-

мер, функция 1sinx
x

 есть б. м. при 0xÆ . 

Будем говорить, что lim ( )
x a

x
Æ

b = •  (+•  или -• ), если для 0E" >  су-

ществует окрестность ( )U a
i

 точки a , в которой выполняется неравен-

ство  | ( ) |x Eb >  ( ( )x Eb >  или ( )x Eb < - ). Например, 1lim
x a x aÆ

= •
-

, 
1
| |

0
lim
Æ

= +•x
x

e , 
0

1lim
| sin |Æ

- = -•
x x

. 

Функция ( )xb  называется бесконечно большой (б. б.) при ,x aÆ  ес-
ли lim ( )

x a
x

Æ
b = •  (+•  или -• ). 

Заметим, что одна и та же функция может быть и б. м. и б. б. при 

стремлении x  к различным точкам. Например, функция 1
1

x
x
-
+

 является 

б. м. при 1xÆ  и б. б. при 1xÆ - . 
Докажем некоторые свойства бесконечно малых функций. 
 

Свойство 1. Сумма двух бесконечно малых функций есть бесконечно 
малая функция. 

► Пусть ( )xa , ( )xb  – б. м. функции при .x aÆ  Из определения пре-

дела следует, что для 0"e >  существуют окрестности 1( )U a
i

 и 2 ( )U a
i

 та-
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кие, что для 1( )x U a" Œ
i

, 2 ( )x U a" Œ
i

 выполняются соответственно нера-

венства | ( ) |
2

x ea <  и | ( ) |
2

x eb < . Тогда для 1 2( ) ( ) ( )x U a U a U a" Œ Ã «
i i i

 бу-

дет | ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) | ,
2 2

x x x x e ea +b £ a + b < + = e  т. е. lim[ ( ) ( )] 0.
Æ

a +b =
x a

x x  ◄ 

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Приведите при-
меры. 

 

Свойство 2. Произведение бесконечно малой функции на финально 
ограниченную при x aÆ  есть бесконечно малая функция. 

►Так как ( )xb  финально ограничена, то 0C$ >  и окрестность 1( )U a
i

 

точки a  такая, что | ( ) |b <x C  для 1( )x U a" Œ
i

. 

2 2(lim ( ) 0) 0, ( ), ( ) : | ( ) |
x a

x U a x U a x
CÆ

eÊ ˆa = ¤ "e > $ " Œ a <Á ˜Ë ¯

i i
. 

Возьмем 1 2( ) ( ) ( )U a U a U aÃ «
i i i

. Тогда для ( )x U a" Œ
i

 будет 

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |x x x x C
C
ea ◊b = a ◊ b < ◊ = e . ◄ 

 

След с т вие. Произведение двух бесконечно малых функций при 
x aÆ  есть бесконечно малая функция. 

 

Свойство 3. Если ( )xb  – бесконечно большая функция при x aÆ , то 
1
( )xb

 – бесконечно малая при x aÆ . 

► Так как ( )xb  – б. б. функция при x aÆ , то для любого числа 
1 0E = >
e

 существует такая окрестность ( )U a
i

 точки ,a  что для 

( )x U a" Œ
i

 имеет место неравенство 1 1| ( ) | .
( )

x E
x E

b > ¤ < = e
b

 Значит, 

1lim 0
( )x a xÆ

=
b

. ◄ 

Если ( )xa  – б. м. при x aÆ  и отлична от нуля в некоторой проколо-

той окрестности точки a , то функция 1
( )xa

 – б. б. при .x aÆ  Докажите. 
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Заметим, что б. б. функция при x aÆ  является неограниченной в 
любой окрестности точки .a  Обратное, вообще говоря, неверно. Приве-
дите пример функции, неограниченной в окрестности точки ,a  которая 
не является бесконечно большой. 

2.5. Арифметические операции 
над функциями, имеющими предел 

Лемма 2.1. Для того чтобы число A  было пределом функции f  при 
,x aÆ  необходимо и достаточно, чтобы функция ( ) ( )x f x Aa = -  была 

бесконечно малой при .x aÆ  
►Необходимость. 

( lim ( ) ) ( 0, 0, 0 | | : | ( ) | | ( ) | ).
x a

f x A x a f x A x
Æ

= ¤ "e > $d > < - < d - = a < e  

Отсюда lim ( ) 0.
x a

x
Æ

$ a =  

Дост а т очно с т ь. Если ( )xa  – б. м. функция при ,x aÆ  то 

( lim ( ) ) ( 0, 0, 0 | | : | ( ) | | ( ) | )
Æ

= ¤ "e > $d > < - < d a = - < e
x a

f x A x a x f x A . 

Значит, lim ( )
x a

f x A
Æ

$ = . ◄ 
 

Теорема 2.2. Пусть lim ( )
x a

f x A
Æ

= ŒR , lim ( )
x a

g x B
Æ

= ŒR .  

Тогда: 
а) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )

x a x a x a
f x g x f x g x A B

Æ Æ Æ
$ ± = ± = ± ; 

б) lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x A B
Æ Æ Æ

$ ◊ = ◊ = ◊ ; 

в) 
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f xf x A
g x g x B

Æ
Æ

Æ

$ = =  (если 0B π ). 

► Пусть ( ) ( )x f x Aa = - , ( ) ( )x g x Bb = - . По лемме 2.1 ( )xa , ( )xb  – 
б. м. функции при :x aÆ  

а) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))f x g x A B x x± = ± + a ±b . Так как [ ( ) ( )]x xa ±b  – б. м. 
функции при x aÆ , то lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )

x a x a x a
f x g x A B f x g x

Æ Æ Æ
$ ± = ± = ± . 

б) ( ) ( ) [ ( )] [ ( )] [ ( ) ( ) ( ) ( )]f x g x A x B x A B A x B x x x◊ = +a ◊ +b = ◊ + ◊b + ◊a +b ◊b . 
Выражение [ ( ) ( ) ( ) ( )]A x B x x x◊b + ◊a +b ◊b  представляет собой б. м. 

функцию (свойства 1, 2 бесконечно малых функций). Из леммы 2.1 сле-
дует, что lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )

x a x a x a
f x g x A B f x g x

Æ Æ Æ
$ ◊ = ◊ = ◊ . 
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в) Поскольку 0B π , то существует окрестность ( )V a
i

 точки a , в ко-
торой ( ) 0g x π . Рассмотрим в этой окрестности разность  

( ) ( ) 1 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x A A x A Ax x
g x B B x B B x B

+ a Ê ˆ- = - = a - bÁ ˜Ë ¯+ b +b
. 

( )xb  – б. м. функция при ,x aÆ  поэтому существует такая окрестность 

( ) ( )U a V aÃ
i i

, что для ( )x U a" Œ
i

 будет | || ( ) |
2
Bxb < . Тогда для ( )x U a" Œ

i
 

имеем 1 1 1 2 ,| || ( ) | | | | ( ) | | || |
2
BB x B x BB

£ < =
+b - b -

 т. е. 1
( )B x+b

 является 

финально ограниченной функцией при x aÆ . Из леммы следует, что 
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f xf x A
g x B g x

Æ
Æ

Æ

$ = = . ◄ 

Доказанная выше теорема, вообще говоря, неверна в R : 
для предела разности, если 

lim ( )
Æ

= +•
x a

f x , lim ( )
Æ

= +•
x a

g x  ( lim ( )
Æ

= -•
x a

f x , lim ( )
Æ

= -•
x a

g x ) 

(неопределенность вида • -• ); 
для предела суммы, если 

lim ( )
Æ

= +•
x a

f x , lim ( )
Æ

= -•
x a

g x  ( lim ( )
Æ

= -•
x a

f x , lim ( )
Æ

= +•
x a

g x ) 

(неопределенность вида • -• ); 
для предела произведения, если 

lim ( ) 0
x a

f x
Æ

= , ( )g x  – б. б. функция при Æx a  

(неопределенность вида 0 ◊• ); 
для предела отношения, если 

( )f x  – б. м. функция, ( )g x  – б. м. функция при x aÆ  

0неопределенность вида
0

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯ ; 

или ( )f x  – б. б. функция, ( )g x  – б. б. функция при x aÆ  

неопределенность вида •Ê ˆ
Ë ¯•

. 

Нахождение пределов в таких случаях называется «раскрытием неоп-
ределенности». Приведите примеры, подтверждающие сказанное выше. 
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2.6. Сравнение бесконечно малых 
Введем некоторые понятия и обозначения, позволяющие сравни-

вать предельное (асимптотическое) поведение бесконечно малых ве-
личин. 

Определение 2.6. Пусть функции , :f g X Æ R  являются бесконечно 
малыми при 0x xÆ , где 0x ŒR  – предельная точка множества X , т. е. 

0 0, ,
lim ( ) lim ( ) 0.

Æ Œ Æ Œ
= =

x x x X x x x X
f x g x  

Предположим, что имеет место представление ( ) ( ) ( ),f x x g x= a  
,x X" Œ  тогда: 

а) если ( )xa  бесконечно малая при 0x xÆ , то говорят, что функция 
f  является бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с 
функцией g ; краткая запись: 

( ) ( ( ))f x o g x=  при 0x xÆ  

(читается: «эф есть о малое от жэ»); 
б) если ( )xa  финально ограничена при 0x xÆ , то говорят, что функ-

ция f  имеет порядок малости, не превосходящий порядка малости 
функции g ; краткая запись: 

( ) ( ( ))f x O g x=  при 0x xÆ  

(читается: «эф есть O большое от жэ»); 
в) если  

0,
lim ( ) 1

Æ Œ
=

x x x X
f x , 

то говорят, что функции f  и g  эквивалентны при 0x xÆ ; краткая за-
пись: 

( )f x  ~ ( )g x  при 0x xÆ ; 

г) если одновременно выполняются свойства ( ) ( ( ))f x O g x=  и 
( ) ( ( ))g x O f x=  при 0x xÆ , то говорят, что функции f  и g  имеют оди-

наковый порядок малости: 

( )f x   ( )g x  при 0x xÆ . 

Замечание 2.2. Во всех случаях, за исключением случая в), функция 
( )xa  не обязательно имеет предел при 0x xÆ . 
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Замечание 2.3. Условия на функцию ( )xa , приведенные в определе-
ниях а), б) и в), не эквивалентны аналогичным условиям для отношения 

( )
( )

f x
g x

, поскольку последнее может быть не определено на множестве X . 

Пример  2.8. Пара функций , : \ {0}f g ÆR R , 1( ) sinf x x
x

= , 

2 1( ) sgn sing x x
x

=  удовлетворяет условию ( ) ( ( ))f x O g x=  при 0xÆ  с 

1( ) sinx
x

a = . Функция ( )xa  финально ограничена при 0xÆ . Однако отно-

шение 
2

1sin( )
1( ) sgn sin

f x x
g x

x

=  не является финально ограниченным при 0xÆ , 

\ {0}x XŒ = R , так как это отношение определено только на 
1\ :X n
n

Ï ¸ŒÌ ˝pÓ ˛
Z . 

Из определения предела функции и определения в) вытекает сле-
дующий критерий эквивалентности бесконечно малых функций: беско-
нечно малые функции , :f g X Æ R  эквивалентны при 0x xÆ  тогда и 
только тогда, когда ( ) ( ) ( ( ))f x g x o g x= +  при 0x xÆ . 

При решении различных задач оказывается полезным сравнить (если 
это возможно) бесконечно малую функцию с функцией вида 0( ) ,nC x x-  
т. е. выделить главный член вида 0( )nC x x-  при 0x xÆ . 

 
Пример  2.9. Выделим главный член вида nC x  для бесконечно ма-

лой функции 3( ) 1 2 1 3f x x x= - - -  при 0xÆ . 
Преобразуем разность 

31 2 1 3x x- - - =  
3 2

2 2 3 33 3 3
(1 2 ) (1 3 )

[( 1 2 ) 1 2 1 3 ( 1 3 ) ][( 1 2 ) ( 1 3 ) ]
x x

x x x x x x
- - -= =

- + - - + - - + -  
2 3

2 2 3 33 3 3
3 8 .

[( 1 2 ) 1 2 1 3 ( 1 3 ) ][( 1 2 ) ( 1 3 ) ]
x x

x x x x x x
+=

- + - - + - - + -  
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Поскольку знаменатель последней дроби стремится к 6 при 0xÆ , то 
главный член для бесконечно малой функции 3( ) 1 2 1 3f x x x= - - -  

при 0xÆ  имеет вид 21
2

x . 

Приведем некоторые свойства введенных выше символов, которые 
проверяются непосредственно. 

Свойства. Пусть :f X Æ R  бесконечно малая при 0x xÆ . Тогда 

2

( ( )) ( ( )) ( ( )),( ( ( ))) ( ( )), ( ( ( ))) ( ( )),
( ( ( ))) ( ( )), ( ( ( ))) ( ( )), ( ( )) ( ( )) ( ( )).

O f x o f x O f xo o f x o f x o O f x o f x
O O f x O f x O o f x o f x o f x O f x o f x

+ == =
= = ◊ =

 

 

Замечание 2.4. Символы , ,o O  ~ и  применяются также для сравне-
ния бесконечно больших величин. 

2.7.  Предельный переход в неравенствах 
Свойство 1. Если предел функции f  при x aÆ  равен A  и ,A B<  то 

существует окрестность ( )U a
i

 точки a , в которой ( ) .f x B<  
► lim ( )

Æ
= Œ

x a
f x A R . Возьмем 0B Ae = - >  и найдем окрестность 

( )U a
i

 точки a  так, чтобы для ( )x U a" Œ
i

 было | ( ) |f x A- < e . Отсюда 
( ) ( ) .f x A f x A B-e < - < efi < + e =  

Аналогично доказывается, что если ,A B>  то в некоторой окрестно-

сти ( )U a
i

 точки a  ( ) .f x B>  ◄ 
Сформулируйте утверждение, обратное свойству 1. Справедливо ли 

оно? 
 

Свойство 2. Если lim ( )
x a

f x A
Æ

=  и в некоторой проколотой окрестно-

сти ( )U a
i

 точки a  ( ) ,f x B£  то £A B . 
► От противного. Если A B> , то по свойству плотности множества 

вещественных чисел C$ ŒR  такое, что .A C B> >  Отсюда 1( ),U a$
i

 

1( ) : ( )x U a f x C" Œ >
i

. Следовательно, для 1( ) ( )x U a U a" Œ «
i i

 будет 
( )f x C B> > . Противоречие.◄ 
Если в некоторой окрестности точки a  ( ) ,f x B≥  то .A B≥  Докажите 

самостоятельно. 
Сформулируйте утверждение, обратное свойству 2, и выясните его 

истинность. 

http://www.elib.bsu.by


46 

Замечание 2.5. Из выполнения в некоторой окрестности ( )U a
i

 точки 
a  строгого неравенства ( )f x B<  (или ( )f x B> ) не следует еще, что 
A B<  (или A B> ). Например, 2 0x > , если 0x π . Однако 2

0
lim 0
x

x
Æ

= . 

Свойство 3. Пусть lim ( )
x a

f x A
Æ

= , lim ( )
x a

h x A
Æ

=  и в некоторой окрест-

ности ( )V a
i

 точки a  выполняется неравенство ( ) ( ) ( )f x g x h x£ £ . Тогда 
существует предел функции g  при ,x aÆ  равный A . 

► Зададим 0e > . По нему найдем окрестности 1( )U a
i

 и 2( )U a
i

 так, 

чтобы для 1( )x U a" Œ
i

 и 2( )x U a" Œ
i

 выполнялись соответственно нера-
венства | ( ) |f x A- < e , | ( ) |h x A- < e . Возьмем теперь окрестность 

1 2( ) ( ) ( ) ( )U a U a U a V aÃ « «
i i i i

. Тогда для ( )x U a" Œ
i

 будет ( )A f x- e < £  
( ) ( ) ( ) | ( ) |g x h x A A g x A g x A£ £ < + efi - e < < + e¤ - < e . Из определе-

ния предела функции следует, что lim ( )
x a

g x A
Æ

= . ◄ 

Свойство 3 называют свойством «сжатой» переменной. 

2.8. Терема о пределе композиции функций 
Определение 2.7. Пусть :f X Æ R , 0 .X XÃ  Функция ,g  определен-

ная на 0X  равенством 0( ) ( ),g x f x x X= Œ , называется сужением функции 
f  на 0X  и обозначается 

0
.Xg f=  

С другой стороны, любая функция ,f  определенная на большем 
множестве X  и совпадающая с g  на меньшем множестве 0,X  называет-
ся продолжением g  с 0X  на X . 

 

Утверждение. Пусть :f X Æ R , 0x  – предельная точка множества 
X . Пусть 

0

lim ( )
x x
x X

f x A
Æ
Œ

$ = . 

Если 0x  является также предельной точкой множества 0 ,X XÕ  то 

00
0

lim ( ) Xx x
x X

f x A
Æ
Œ

$ = . 

http://www.elib.bsu.by


47 

Заметим, что дополнительное условие « 0x  – предельная точка мно-
жества 0X » отбросить, вообще говоря, нельзя. В противном случае 

0 0( )U x X«
i

 может оказаться пустым множеством. 
Доказательство очевидно, так как значения функции f  в точках пе-

ресечения 0( )U x
i

 с 0X  совпадают со значениями 
0Xf  в этих точках. 

 

Определение 2.8. Пусть :f X Æ R , ( )Y f X  , :g Y Æ R . Тогда 
функция ,F  определенная на X  равенством  

( ) ( ( )),F x g f x=  

называется композицией функций f  и g  и обозначается : .F f g= D  
Очевидно: композиция функций не является перестановочной опера-

цией, более того, если композиция f gD  определена, то не обязательно 
определена композиция .g fD  

 

Теорема 2.3 (о пределе композиции). Пусть :f X Æ R , ( )Y f X  , 
:g Y Æ R , а 0x  – предельная точка множества ,X  причем 

 
0

0lim ( )
x x
x X

f x y
Æ
Œ

$ = . (1) 

Если при этом 0y  – предельная точка множества Y  и, кроме того, 

0 0 0( ) : ( ), ( )V x x V x f x y$ " Œ π
i i

, 
 

 
0

lim ( ) ,
y y
y Y

g y B
Æ
Œ

$ =  (2) 

то 
 

0

lim ( )( ) .
x x
x X

g f x B
Æ
Œ

$ =D  (3) 

►Зафиксируем 0e > . Из условия (2) следует, что ( ) 0 :$d = d e >  

0( ) | ( ) | .y U y g y Bd" Œ fi - < e
i

 С другой стороны, из (1) следует, что для 

0d >  найдется 0( ) : ( )x U x Xgg = g d " Œ « fi
i

 0| ( ) |f x y- < d . Следователь-

но, 0 0( ) ( )g" Œ «
i i

x U x V x  0( ) ( )dŒ
i

f x U y . Отсюда вытекает, что 

0( ) ( )f x U y YdŒ «
i

 (так как ( )f X YÕ ). Поэтому | ( ( )) |g f x B- < e . ◄ 
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Замечание 2.6. Условие 0( )f x yπ  в теореме о пределе композиции 
является существенным. 

Пример  2.10. Рассмотрим функции : \{0}f ÆR R , 1( ) sinf x x
x

= , 

:g ÆR R , ( ) | sgn |g y y= . 
Для этой пары функций выполняются следующие условия: 
1) на множестве \{0}X = R  определена композиция ;g fD  
2) точка 0 0x =  – предельная точка множества ;X  

3) 
0

0lim ( ) 0
x x
x X

f x y
Æ
Œ

$ = = ; 

4) точка 0 0y =  – предельная точка множества Y = R ; 

5) 
0

lim ( ) 1
y y
y Y

g y B
Æ
Œ

$ = = . 

Однако предел композиции функций не существует. Действительно, 
рассмотрим две последовательности: 

1 1, , , ,
2

2

n nx n x n
n n

= Œ = Œ¢ ¢¢ pp + p
N N  

сходящиеся к 0 0x = . Для них имеем 

1lim sgn sin 0nn n
x

xÆ•

Ê ˆ
=¢Á ˜¢Ë ¯

, 1lim sgn sin 1nn n
x

xÆ•

Ê ˆ
=¢¢Á ˜¢¢Ë ¯

, 

т. е. предел композиции функций не существует. Это означает, что пере-
численных условий недостаточно для существования предела компози-

ции. Заметим, что при этом условие теоремы 0( ) :V x$
i

 0( ),x V x" Œ
i

 
0( )f x yπ  не выполняется. 

2.9. Предел монотонной функции 
Определение 2.9. Функция :f X Æ R  называется: 
а) возрастающей на множестве ,X  если  

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x" Œ < fi < ; 

б) убывающей на множестве ,X  если  

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x" Œ < fi > ; 
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в) невозрастающей на множестве ,X  если  

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( );x x X x x f x f x" Œ < fi ≥  
г) неубывающей на множестве ,X  если  

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ).x x X x x f x f x" Œ < fi £  
Функции всех четырех указанных типов называют монотонными. 

Пусть 0x ŒR . Обозначим 0 0 0( ) ( ) ( , )+ = « « +•
i

U x U x X x  право-

стороннюю проколотую окрестность точки 0x  в X , 0( )- =
i

U x  
0 0( ) ( , )= « « -•U x X x  левостороннюю проколотую окрестность точки 

0x  в ,X  где 0( )U x  – окрестность 0x . 
 

Теорема 2.4. (критерий существования предела монотонной 
функции). Пусть f  – неубывающая функция в некоторой право-

сторонней проколотой окрестности 0( )U x+
i

 в X  (левосторонней проко-

лотой окрестности 0( )U x-
i

 в X ), 0x  – предельная точка 0( )U x+
i

 ( 0( )U x-
i

 
соответственно). 

Функция f  имеет предел при 0x xÆ , 0( )x U x+Œ
i

 0( ( )),x U x-Œ
i

 тогда 
и только тогда, когда она ограничена снизу (сверху, соответственно). 

►Доказательство основано на определении Гейне и критерии сходи-
мости монотонной последовательности.◄ 

 

2.10. Замечательные пределы 
 

Пример  2.11 (первый замечательный предел). 
0

sinlim 1.
x

x
xÆ

=  
 

Рассмотрим круг единичного радиуса с центром в начале координат. 

Будем считать, что 0
2

x p< < . 

Очевидно: площадь OAB OAB OCBS S SD D< <(  (рис. 2.1). Отсюда 

2 21 1 1| | | | sin | | | | tg
2 2 2

AO OB x AO x OB xÊ ˆ< < ¤Á ˜Ë ¯
 

sin(sin tg ) cos 1 .xx x x x
x

Ê ˆ¤ < < ¤ < <Á ˜Ë ¯
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–1 O
x

A

B

C

 
Рис. 2.1 

В силу четности неравенство sincos 1< <xx
x

 имеет место для 

0 | |
2

x p< < . 

Так как 
0

limcos 1
x

x
Æ

= , то по свойству «сжатой» переменной заключа-

ем, что 
0

sinlim 1
x

x
xÆ

$ = . 
 

Пример  2.12 (второй замечательный предел).  
1

0
lim(1 ) x
x

x e
Æ

+ =  ¤  
1lim 1 .

y

y
e

yÆ•

Ê ˆ
+ =Á ˜Ë ¯

 

Ранее было показано, что 1lim 1
n

n
e

nÆ+•

Ê ˆ+ =Á ˜Ë ¯
. 

Можно показать, что 1lim 1
m

m
e

mÆ-•

Ê ˆ+ =Á ˜Ë ¯
. 

Действительно, заменив m  на ,n-  получим 

1 1lim 1 lim lim
1

n n n

n n n

n n
n n n

- -

Æ+• Æ+• Æ+•

-Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ- = = =Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯-
 

1 11 1lim 1 lim 1
1 1

n
n n n

n n
e

n n

- -

Æ+• Æ+•

È ˘Ê ˆ Ê ˆ= + = + =Í ˙Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯- -Í ˙Î ˚
. 

Поэтому при доказательстве замечательного предела достаточно рас-
смотреть случай, когда Æ +•y . 
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Имеет место следующее очевидное неравенство: 
[ ] [ ] 1

1 1 11 1 1 .
[ ] 1 [ ]

y y y

y y y

+Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
+ < + < +Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë + ¯ Ë ¯ Ë ¯

 

Так как 
11 1lim 1 lim 1

1

n n

n n
e

n n

+

Æ+• Æ+•

Ê ˆ Ê ˆ+ = + =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯+
, то 

0 :ne"e > $  n ne" > fi  11
1

n

e e
n

Ê ˆ- e < + < + eÁ ˜Ë ¯+
, 

111
n

e e
n

+Ê ˆ- e < + < + eÁ ˜Ë ¯
. 

Тогда, в частности, 1y ne" > +  ( [ ]y nefi > ) выполнено 
[ ] [ ] 1

1 1 11 1 1 .
[ ] 1 [ ]

y y y

e e
y y y

+Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
- e < + < + < + < + eÁ ˜ Á ˜ Á ˜Ë + ¯ Ë ¯ Ë ¯

 

А это значит, что 
1lim 1

y

y
e

yÆ•

Ê ˆ
+ =Á ˜Ë ¯

. 

На основании теоремы 2.3 о пределе композиции несложно получить 

первый из указанных пределов с помощью замены 1y
x

= . 

Пример  2.13 (третий замечательный предел).  

0

log (1 ) 1lim , 0, 1.
ln

a
x

x a a
x aÆ

+ = > π  

Легко видеть, что достаточно рассмотреть предел 
0

ln(1 )lim 1
x

x
xÆ

+ = . 

Действительно,  

0 0

log (1 )ln 1 ln(1 )0, log lim lim
ln lnÆ Æ

+ +" > = fi =a
a x x

xu xu u
a x a x

. 

Рассмотрим 
1

0 0

ln(1 )lim lim ln(1 ) x
x x

x x
xÆ Æ

+ = + . 

Обозначая 
1

( ) (1 ) xy f x x= = + , ( ) lnz g y y= = , мы приходим к теореме 
о пределе композиции. При этом нужно воспользоваться вторым замеча-
тельным пределом, а также свойством 

lim ln 1
y e

y
Æ

=  
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и неравенством 
1

( ) (1 ) 0xf x x e x= + π " π . Последнее свойство следует из 
монотонности функции f . Свойство lim ln 1 ln

y e
y e

Æ
= =  называется свойст-

вом непрерывности функции ln  в точке y e=  и доказывается непосред-
ственно. Выберем 0"e > . Получим | ln ln |y e- < e¤  

1 1ln -e e -e +e¤ -e < < e¤ < < ¤ < <y ye e e y e
e e

. 

Последнее множество является искомой окрестностью точки =y e , 
правда несимметричной. 

 

Пример  2.14 (четвертый замечательный предел).  

0

1lim ln , 0, 1.
x

x

a a a a
xÆ

- = > π  

Теорема о пределе композиции позволяет свести этот пример к пре-

делу 
0

1lim 1
x

x

e
xÆ

- = . 

Действительно, 
ln

0 0

1 1lim lim ln .
ln

x x a

x x

a e a
x x aÆ Æ

- -=  

Рассмотрим 

0

1lim
x

x

e
xÆ

- . 

Делая замену переменных 1,xt e= -  получим 
0

lim 1
ln(1 )t

t
tÆ
=

+
 (третий 

замечательный предел). При этом 
0

lim( 1) 0x
x

e
Æ

- = . Действительно, выбе-

рем : 0 1."e < e <  Тогда 
0| | 1 1 ln(1 ) ln(1 )x xe e e x- < e¤ - e < < + e¤ - e < < + e . 

Последний интервал является искомой окрестностью (хотя и несим-
метричной) точки 0=x . 

 

Пример  2.15 (пятый замечательный предел).  

0

(1 ) 1lim .
x

x
x

a

Æ

+ - = a  
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Преобразуя отношение и используя ранее установленные результаты, 
имеем 

ln(1 )

0 0

(1 ) 1 1 ln(1 )lim lim
ln(1 )

x

x x

x e x
x x x

a a +

Æ Æ

+ - - a += a = a
a + a

. 

 

Пример  2.16. Вычислить 
3

0

1 1 sinlim
ln(1 )x

x x
xÆ

+ - -
+

. 

Воспользуемся арифметикой пределов и замечательными пределами 
и получим 

3
3

0 0
0

0

1 1 sin 1lim lim 11 1 sin 23lim ln(1 )ln(1 ) 1 3lim

x x
x

x

x x
x x x x

xx
x

Æ Æ
Æ

Æ

+ - - -+ - - = = = -++
. 

 

Задачи к главе 2 
1. Докажите, что произведение конечного числа финально ограни-

ченных функций при ,x aÆ  среди которых, по крайней мере, одна б. м., 
есть б. м. функция. 

2. Пусть : ( , )f a b Æ R  финально ограничена в каждой точке интер-
вала. Будет ли она ограничена на ( , )a b ? Приведите примеры. 

3. Является ли функция 1 1( ) cosf x
x x

=  б. б. при 0?xÆ  

4. Найдите точные границы множества значений функции 
( ) sin cos ,f x x x= +  [ ]0, 2xŒ p . 

5. Найдите пределы: 
2

1

...lim
1

n

x

x x x n
xÆ

+ + + -
-

,  38

1 3lim
2x

x
xÆ-

- -
+

,  cos coslim
x a

x a
x aÆ

-
-

,  
0

1lim
x

x
xÆ

È ˘◊ Í ˙Î ˚
. 

6. Докажите на языке « e - d», что 2

2
lim( 1) 3
x

x
Æ

- = . 

7. Докажите, что 0

0

lim ( 0)xx
x x

a a a
Æ

= > . 

8. lim ln ln
x a

x a
Æ

= . Докажите. 

http://www.elib.bsu.by


54 

9. Найдите пределы: 

1

1lim
1

m

nx

x
xÆ

-
-

 ( , |{0})m nŒZ ,  
3

40

cos coslim
cos cosx

x x
x xÆ

-
-

. 
 

10. Сформулируйте отрицание определения предела функции (опре-
деления 2.1–2.4). 

11. Дайте геометрическую интерпретацию предела функции. 
12. Докажите равенства при 0xÆ : 

а) 3 / 2 3 / 2sin ( );x x x o x= +  в) (1 ) 1 ( );nx nx o x+ = + +  

б) ln ( ) 0;x o x-e= "e >  г) 
3

5tg ( ).
3
xx x O x= + +  

13. Покажите, что функция ( )f x  является бесконечно малой при 
0,Æx  и найти функцию ( )g x  вида nC x  такую, что ( )f x  ~ ( )g x  при 
0:Æx  

а) 2 2 43sin 3 ;x x-  в) tg 2 2sin ;x x-  

б) 2 21 cos ;x x- -  г) 
2

2 1 ln(1 ).x x- - +  

14. Определите, при каких a  и b  функции ( )f x  и ( )g x xb= a  эквива-
лентны: 

1) ( ) :f x x x x= + +  а) 0,Æ +x  б) ;Æ +•x  

2) 
3

sin(1/( 1))( ) :xf x
x x

+=
+

 а) 0,Æ +x  б) ;Æ +•x  

3) 
2

( ) 2 4cos 6xf x e x= + -   при 0;Æ +x  

4) 1( ) 1 cos 1 cosf x
x

Ê ˆ= - -Á ˜Ë ¯
 .Æ +•x  

15. Пусть 
0

0lim ( )
Æ

j =
t t

t x , причем 0( )j πt x  при 0t tπ  в некоторой окре-

стности точки 0t . Докажите, что: 

а) если ( ) ( ( ))f x o g x=  при 0x xÆ , то ( ( )) ( ( ( )))f t o g tj = j  при 0t tÆ ; 

б) если ( ) ( ( ))f x O g x=  при 0x xÆ , то ( ( )) ( ( ( )))f t O g tj = j  при 0t tÆ . 
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Глава  3 
НЕПРЕРЫВНЫЕ  ФУНКЦИИ 

3.1. Понятие непрерывности функции 
На основании изложенного в предыдущих главах можно сделать вы-

вод, что имеется очень мало свойств, которыми обладают все функции 
сразу. Поэтому в дальнейшем будем выделять некоторые множества 
(классы) функций. Каждая функция класса будет характеризоваться опре-
деленными свойствами, присущими всем функциям данного множества. 

Характерное свойство класса функций, рассматриваемого в данной 
главе, – непрерывность. Такими функциями, например, описываются фи-
зические процессы, которые протекают непрерывно (плавно, не скачко-
образно). 

 

Различные определения непрерывности функции в точке 
В основе понятия непрерывности функции :f X Æ R  лежит интуи-

тивное представление о неразрывности («сплошности») ее графика. 
Дадим общее определение непрерывности функции в точке. 
 

Определение 3.1. Функция :f X Æ R  называется непрерывной в точке 
a XŒ , если ,A$ ŒR  0,"e >  0,$d >  :x X" Œ  | |x a- < dfi | ( ) |f x A- < e . 

Поясним введенное определение. 
 

Замечание 3.1. В определении 3.1 непрерывности функции 
:f X Æ R  в точке a  предполагается, что a XŒ  (в отличие от определе-

ния предела функции в точке). Это значит, что если a Xœ  (другими сло-
вами, функция f  не определена в точке a ), то говорить о ее непрерыв-
ности в точке a  не имеет смысла. 

Замечание 3.2. Определение 3.1 не содержит информации о величине 
предела. Докажем, что число A  равно ( ).f a  Действительно, точка a  
удовлетворяет условиям: ,a XŒ  | |a a- < d  (причем 0"d > ). Следова-
тельно, для 0"e > должно выполняться неравенство | ( ) | ,f a A- < e  что и 
означает ( ).A f a=  
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Замечание 3.3. Если a  – изолированная точка множества ,X  то лю-
бая функция :f X Æ R  непрерывна в точке a . В самом деле, из опреде-
ления изолированной точки множества вытекает, что существует 0 0 :d >  

0{ || | } { }.x x a X aŒ - < d « =R  Тогда 0,"e >  0{ || | }" Œ Œ - < d «x x x a XR  
выполняется | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x f a f a f a- = - < e . 

В частности, поскольку все точки множества N  изолированы, то лю-
бая числовая последовательность (т. е. функция :f ÆN R ) непрерывна в 
каждой точке nŒN . 

Учитывая замечание 3.3, будем в дальнейшем рассматривать только 
такие случаи, когда a  – неизолированная (предельная) точка множества 

.X  В таких случаях можно дать определение непрерывности, используя 
понятие проколотых окрестностей точки a  в множестве .X  

 

Определение 3.2. Функция :f X Æ R  называется непрерывной в точ-
ке a XŒ , если 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
Æ

= . 

Из определения 3.2 следует, что lim ( ) (lim ),
x a x a

f x f x
Æ Æ

=  так как lim .
x a

a x
Æ

=  

Последнее означает, что непрерывные в точке aфункции можно охарак-
теризовать тем, что для них являются перестановочными операции ( lim ) 
перехода к пределу при ,x aÆ  ,x XŒ  и операция ( f ) вычисления зна-
чения функции f  в точке a . 

 

Замечание 3.4. Функция f  называется непрерывной в точке a XŒ  
справа (слева), если 

0
lim ( ) ( )

x a
f x f a

Æ +
= (

0
lim ( ) ( ))

x a
f x f a

Æ -
= . 

Отсюда вытекает, например, что если существует окрестность 

( )-
i

U a  ( ( ))+
i

U a , в которой функция f  не определена, то эта функция не-
прерывна слева (справа) в точке a . 

Так, функция 
ln xx ea a=  

непрерывна в точке 1x =  слева (как, впрочем, и справа). 
 

Упражнение  3.1. Для того чтобы функция f  была непрерывной в 
точке ,a  необходимо и достаточно, чтобы она была непрерывной справа 
и слева в этой точке. Докажите самостоятельно. 

Приведем различные формы определения непрерывности функции в 
точке (их равносильность вытекает из равносильности ранее сформули-
рованных определений предела функции в точке). 

http://www.elib.bsu.by


57 

Определение 3.3. Функция f  непрерывна в точке ,a XŒ  если для ка-
ждой окрестности ( ( ))V f a  точки ( )f a  существует окрестность ( )U a  
точки ,a  образ пересечения которой с X  содержится в ( ( )),V f a  т. е. 

( ( ) ) ( ( )).« Ãf U a X V f a  
 

Определение 3.4. Функция f  непрерывна в точке ,a XŒ  если для 
0"e >  существует число 0d >  такое, что для всех x XŒ , удовлетворяю-

щих неравенству | | ,x a- < d  имеет место соотношение | ( ) ( ) | .f x f a- < e  
 

Определение 3.5. Функция f  непрерывна в точке ,a XŒ  если для 
любой последовательности 1( ) ,n nx X•

= Ã  сходящейся к ,a  соответствую-
щая последовательность 1( ( ))n nf x •

=  сходится к ( ).f a  
При исследовании непрерывности функции в точке используется то 

из определений, которое быстрее приводит к цели. 
 

Упражнение  3.2. Сформулируйте отрицание непрерывности функ-
ции в точке для каждого из определений 3.5. 

 

Замечание 3.5. Из определения 3.1 и критерия Коши существования 
предела функции в точке следует, что функция непрерывна в точке 
a XŒ тогда и только тогда, когда для 0"e >  найдется окрестность ( )XU ad  
точки a  в X  такая, на которой колебание 

1 2

1 2
,

( ( ), ) sup | ( ) ( ) |d

Œ
w = -X

x x X
U a f f x f x  

функции меньше .e  
 

Определение 3.6. Величина 
0

( , ) lim ( ( ), )d

dÆ+
w = w Xa f U a f  

(где ( )XU ad  есть d-окрестность точки a  в множестве X ) называется ко-
лебанием функции :f X Æ R  в точке a . 

Для колебания функции в точке употребляется тот же символ, что и 
для колебания функции на множестве, хотя первое и не является част-
ным случаем второго (колебание функции на множестве, состоящем из 
одной точки, всегда равно нулю, поэтому под колебанием функции в 
точке всегда будет пониматься только то, что введено в определе-
нии 3.6). 

Если 1 2( ) ( )X XU a U ad dÃ , то 1 2( ( ), ) ( ( ), ),X XU a f U a fd dw £ w  т. е. величина 

( ( ), )XU a fdw является неубывающей функцией от .d  
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Кроме того, ( ( ), ) 0XU a fdw > . Следовательно, по свойствам монотон-

ных функций либо существует конечный предел ( ( ), )XU a fdw  при 

0,dÆ +  либо для всех 0d >  ( ( ), )dw = +•XU a f  (в последнем случае ес-
тественно считать ( , )w = +•a f ). Таким образом, величина ( , )a fw  все-
гда определена. 

В силу замечания 3.5, функция f  непрерывна в точке a  тогда и толь-
ко тогда, когда ее колебание в этой точке равно нулю: ( , ) 0a fw = . 

Приведем еще одно определение непрерывности в терминах прира-
щений, которые определяются следующим образом. 

 

Определение 3.7. Пусть a XŒ  – предельная точка множества .X  Раз-
ность ,x x aD = -  где ,x XŒ  называется приращением переменной x  в 
точке .a  Для функции :f X Æ R  разность ( ) ( ) ( )f a f x f aD = -  называет-
ся приращением функции f  в точке ,a  соответствующим прираще-
нию .xD  

Если функция f  непрерывна в точке ,a XŒ  то lim ( ) ( ).
x a

f x f a
Æ

=  Дру-

гими словами, lim( ( ) ( )) 0,
x a

f x f a
Æ

- =  
0

lim ( ) 0.
x

f a
D Æ

D =  Отсюда получаем 

следующее определение. 
 

Определение 3.8. Функция :f X Æ R  называется непрерывной в точ-
ке a XŒ , если в этой точке бесконечно малому приращению xD  пере-
менной (аргумента) x  соответствует бесконечно малое приращение 
функции ( )f aD . 

 

Определение 3.9. Функция :f X Æ R  называется непрерывной на 
множестве ,X  если она непрерывна в каждой точке этого множества. 

Класс функций, непрерывных на ,X  обозначается символом ( ).C X  
 

Замечание 3.6. Если функция f  непрерывна на некотором множестве 
,X  то ее сужение |Df  (см. определение 2.7) на любое подмножество 

D XÃ  непрерывно на .D  

Примеры исследования функций на непрерывность 
Пример  3.1. Постоянная функция :f x M6  непрерывна на R . 

Действительно, ,a" ŒR  ( )U ad"  имеем ( ( ), ) 0dw =U a f . Следовательно, 

0
( , ) lim ( ( ), ) 0,a f U a fddÆ+

w = w =  и поэтому f  непрерывна в любой точке. 
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Пример  3.2. Тождественная функция :f x x6  непрерывна на R . 
Здесь ( ) : ( ) ( )f a f x f a x a xD = - = - = D , поэтому f  непрерывна в произ-
вольной точке aŒR  согласно определению 3.8. 

 
Пример  3.3. Функция sin  непрерывна на R . В самом деле, a" ŒR  

имеем 

0 | sin sin | 2sin cos | |
2 2

x a x ax a x a- -£ - = £ - . 

Поэтому 0"e >  в качестве d  можно взять d = e  и функция sin  будет 
непрерывной в любой точке aŒR  по определению 3.4. 

 
Пример  3.4. Функция ln непрерывна на (0, ).+•  Зададим окрест-

ность (ln )V ae  и решим неравенство | ln ln | :- < ex a  

(ln ln ln ) ( ).a x a ae x ae-e e- e < < + e ¤ < <  

Выберем min{ ( 1), (1 )}.e -ed = - -a e a e  Тогда ( ) ( , ),U a ae ae-e e
d Ã  т. е. 

ln( ( )) (ln ),U a V ad eÃ  что и означает непрерывность функции ln , в произ-
вольной точке (0, )Œ +•a  (см. определение 3.3). 

 

Пример  3.5. Функция 1: ( ) sinf f x
x

=  при 0,x π  (0) ,f b=  ни при 

каком bŒR  не является непрерывной в точке 0.x =  
Возьмем две последовательности: 

1
/ 2 2nx

n
=¢
p + p

,  1
/ 2 2nx

n
=¢¢
-p + p

. 

Для них 

lim ( ) 1nn
f x

Æ•
=¢ , lim ( ) 1nn

f x
Æ•

= -¢¢ , 

а значит, получено противоречие определению 3.5. 

3.2. Точки разрыва и их классификация 

Будем предполагать здесь и далее, если не оговорено противное, что 
: Æf X R  и a  – предельная точка множества .X  
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Определение 3.10. Функция : Æf X R  называется разрывной в точке 
,a XŒ  если в этой точке она не является непрерывной, т. е. либо не су-

ществует ее предел при ,x aÆ  либо существует lim ( ),
x a

f x
Æ

 но он не равен 

( ).f a  При этом a  называется точкой разрыва функции .f  
Классификацию точек разрыва проведем, используя понятие одно-

сторонних пределов (пределов слева и справа). 
 

Определение 3.11. Если существует конечный предел функции f  при 
,x aÆ  не равный ( ),f a  то точка а называется точкой устранимого раз-

рыва функции :f X Æ R  (т. е. lim ( ) ( )),
Æ

$ π
x a

f x f a  т. е. существуют рав-

ные между собой односторонние пределы, отличные от ( ).f a  
Название «устранимый разрыв» связано с тем, что в этом случае 

можно построить новую функцию 1 : ,Æf X R  

1

( ), ,
( ) lim ( ), ,

x a

f x x a
f x f x x a

Æ

πÏÔ= Ì =ÔÓ
 

которая уже будет непрерывной в точке .a  

Рассмотрим, например, функцию :f ÆR R , sin( ) xf x
x

=  при 0x π  и 

(0) 0f = . Имеем 

0

sinlim 1 0 (0).
x

x f
xÆ

= π =  

Таким образом, функция f  имеет устранимый разрыв в точке 0.x =  

Полагая 1
sin( ) xf x

x
=  при 0x π и 1( ) 1,f x =  получим функцию, непрерыв-

ную при 0.x =  
 

Определение 3.12. Если существуют конечные односторонние пре-
делы функции f  при ,Æx a  различные между собой, то a  называется 
точкой разрыва первого рода функции :f X Æ R , т. е. 

0
lim ( ) ( 0),

x a
f x f a

Æ -
$ = -  

0
lim ( ) ( 0)

x a
f x f a

Æ +
$ = + ,  

но ( 0) ( 0)f a f a- π + . 
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Например, функция sgn,  определенная равенствами 

1, 0,
sgn( ) 0, 0,

1, 0,

x
x x

x

>Ï
Ô= =Ì
Ô- <Ó

 

имеет разрыв первого рода в точке 0x = , так как 
0

lim sgn 1,
Æ-

= -
x

x  

0
lim sgn 1.
Æ+

=
x

x  При этом заметим, что функция sgn  не является непре-

рывной в точке 0x =  ни слева, ни справа. 
Функция :f ÆR R , ( ) [ ]f x x=  (целая часть числа x ) имеет разрывы 

первого рода во всех целых точках ,nŒZ  причем 
0

lim [ ] 1,
x n

x n
Æ -

= -  

0
lim [ ] [ ] ( ).

x n
x n n f n

Æ +
= = =  

Последнее равенство показывает, что данная функция непрерывна 
справа в точках .nŒZ  

 

Определение 3.13. Точкой разрыва второго рода называется любая 
точка разрыва, которая не является ни точкой устранимого разрыва, ни 
точкой разрыва первого рода (т. е. если не существует в R  хотя бы один 
из пределов 

0
lim ( ),

x a
f x

Æ -
 

0
lim ( )).

x a
f x

Æ +
 

Не давая дальнейшей классификации точек разрыва второго рода, 
приведем здесь характерные примеры функций, имеющих точки разрыва 
второго рода. 

 

Пример  3.6. :f ÆR R , 1( ) sinf x
x

=  при 0x π  и (0) 0.f =  

Выше было показано, что точка 0x =  – точка разрыва функции .f  
Легко проверить, что не существуют 

0
lim ( ),
Æ-x

f x  
0

lim ( ),
Æ+x

f x  т. е. 0x =  – 

точка разрыва второго рода рассматриваемой функции. 
 

Пример  3.7. :f ÆR R , 
1

( ) xf x e
-

=  при 0x π и (0) 0.f =  Имеем 
1

0 0
lim ( ) lim lim 0 (0),tx

x x t
f x e e f

- -

Æ+ Æ+ Æ+•
= = = =  

т. е. f  непрерывна справа в точке 0.x =  С другой стороны, 
1

0 0
lim ( ) lim lim .

- -

Æ- Æ- Æ-•
= = = +•tx

x x t
f x e e  

Таким образом, данная функция имеет в точке 0x =  разрыв второго 
рода. 
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Пример  3.8. :f ÆR R , ( ) ctgf x x=  при x nπ p и ( ) 0, .f n np = ŒZ  
Тогда n" ŒZ  получим: 

0 0
lim ( ) lim ctg
Æp - Æp -

= = -•
x n x n

f x x , 

0 0
lim ( ) lim ctg
Æp + Æp +

= = +•
x n x n

f x x . 

Следовательно, любая точка x n= p  является точкой разрыва второго 
рода для рассматриваемой функции. 

 

Пример  3.9. Функция Дирихле: 
1, ,

( )
0, \ .

x
D x

x
ŒÏ

= Ì ŒÓ

Q
R Q

 

Так как в любой окрестности 0( )U x  любой точки 0x ŒR  есть как ра-

циональные, так и иррациональные точки, то 0( )U x"
i

 0( ( ), ) 1.U x Dw =
i

 
Следовательно, 0( , ) 1,x Dw =  поэтому функция Дирихле всюду разрывна 
и все ее точки разрыва второго рода (так как под 0( )U x  можно понимать 
и односторонние окрестности точки 0x ). 

Пример  3.10. Функция Римана: 
1 , ,

( )
0, \ .

px
q qR x

x

Ï =Ô= Ì
Ô ŒÓ R Q

 

В определении функции Римана считаем, что p
q

 несократимая дробь 

и 0q > . По свойству плотности множества R  в любой окрестности 
pU
q

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 рационального числа p
q

 существуют иррациональные числа. По-

этому 1,pU R
q q

Ê ˆÊ ˆ
w ≥Á ˜Á ˜Ë ¯Ë ¯

, так же, как в примере 3.9, получаем, что функ-

ция Римана разрывна в любой рациональной точке и все эти точки раз-
рыва второго рода. 

Покажем, что функция Римана непрерывна во всех точках с ирра-
циональными координатами. Пусть 0x  – иррациональное число. Так как 

0( ) 0R x = , то достаточно показать, что 

0
0 0 0( lim ( ) 0) ( 0 ( ), ( ), | ( )| ).

x x
R x U x x U x R x

Æ
= ¤ "e > $ " Œ < e  
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Зададим 0e > . Тогда в интервале 0 0 0([ ], [ ] 1)Œ +x x x  существует лишь 

конечное число рациональных дробей p
q

�
� , знаменатель которых не боль-

ше 1 ,
e

 11 ,q È ˘£ £ Í ˙eÎ ˚
�  0 0[ ] ([ ] 1)x p x£ £ +� . Обозначим тогда наименьшее из 

положительных чисел 0 ,- px
q

 11 ,q È ˘£ £ Í ˙eÎ ˚
 (их конечное число) через 0d  

0( 0).d >  Рассмотрим окрестность 0( )U xd  точки 0,x  где 0(0, ).dŒ d  В эту 

окрестность попадут только такие рациональные дроби p
q

, для которых 

знаменатель q  больше 1
e

. Следовательно, 0( ),p U x
q d" Œ  0

Ê ˆ
< =Á ˜Ë ¯

pR
q

 

1 .= < e
q

 Кроме того, 0( ),x U xd" Œ  x  иррационального, ( ) 0R x = < e . От-

сюда следует, что 0( ),x U xd" Œ  0 ( ) ,R x£ < e  и непрерывность доказана. 
Заметим, что график функции Римана не может быть изображен в 

виде сплошной линии или объединения сплошных линий, несмотря на 
непрерывность этой функции во всех иррациональных точках. 

 

Теорема 3.1. Если функция :[ , ]f a b Æ R  монотонна на отрезке 
[ , ]a b , то f  может иметь на этом отрезке лишь точки разрыва первого 
рода и множество точек разрыва не более чем счетно. 

► Пусть для определенности f  возрастает на отрезке [ , ]a b  и 

0 ( , )x a bŒ  – точка разрыва этой функции. Так как [ , ]x a b" Œ  ( )f a £  
( ) ( )f x f b£ £ , то f  ограничена на [ , ].a b  Тогда по теореме о пределе мо-

нотонной функции существуют конечные 
0

0 0
( 0) lim ( )

x x
f x f x

Æ -
- = , 

0
0 0

( 0) lim ( )
x x

f x f x
Æ +

+ =  (при этом 0 0( 0) ( 0)).f x f x- π +  Следовательно, 

0x  – точка разрыва первого рода функции .f  
Для доказательства второго утверждения достаточно установить, что 

множество внутренних точек разрыва (т. е. aπ , bπ ) не более чем счет-
но. Пусть 0 ( , )x a bŒ  – точка разрыва функции .f  Тогда 0( 0)f x - <  

0( 0).f x< +  В силу плотности множества вещественных чисел существу-
ет рациональное число 0( )r x : 0 0 0( 0) ( ) ( 0).f x r x f x- < < +  Каждой точке 
разрыва x  функции f  поставим в соответствие рациональное число ( )r x  
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(эти числа различны для разных точек разрыва). Таким образом, мно-
жеству точек разрыва монотонной функции будет соответствовать неко-
торое подмножество множества Q  рациональных чисел. Последнее – 
счетно, значит, и множество точек разрыва монотонной функции не бо-
лее чем счетно.◄ 

 

Замечание 3.7. Теорема остается справедливой и в случае произволь-
ного промежутка. 

3.3. Локальные свойства непрерывных функций 
и некоторые действия над непрерывными функциями 

Локальными свойствами функции :f X Æ Rназываются такие свой-
ства, которые определяются поведением функции в некоторой окрестно-
сти заданной точки .a XŒ  Например, непрерывность функции f  в точке 
a XŒ  – локальное свойство функции. 

 

Теорема 3.2. Если функция :f X Æ R  непрерывна в точке ,a XŒ  то 
она финально ограничена при .x aÆ  

► Так как непрерывность функции f  в точке a XŒ означает, что 
существует ее предел при ,x aÆ  равный ( ),f a  то теорема является про-
стым следствием теоремы о финальной ограниченности функции, 
имеющей конечный предел. ◄ 

 

Теорема 3.3 (о сохранении знака). Если функция : Æf X R  непре-
рывна в точке a XŒ  и ( ) 0,f a π  то в некоторой окрестности 

( ) ( )XU a U a X= « точки a  все значения функции f  имеют тот же знак, 
что и ( ).f a  

► Справедливость утверждения теоремы вытекает из свойства 1 под-
раздела 2.7 «Предельный переход в неравенствах». ◄ 

 

Теорема 3.4. Если функции :f X Æ R , :g Y Æ R  непрерывны в точ-
ке a X YŒ « , то: 

1) алгебраическая сумма f g±  непрерывна в точке ;a  
2) произведение f g◊  непрерывно в точке ;a  

3) частное f
g

 непрерывно в точке ,a  если ( ) 0.g a π  
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► Для доказательства достаточно вспомнить теорему об арифмети-
ческих операциях над функциями, имеющими предел. ◄ 

 
Теорема 3.5. Пусть заданы функции :f X YÆ  и : .g Y Æ R  Если f  

непрерывна в точке ,a XŒ  g  непрерывна в точке ( ) ,b f a Y= Œ  то компо-
зиция ( ) :g f X Æ RD  непрерывна в точке .a XŒ  

►  Условие непрерывности функции g  можно записать в виде: 
lim ( ) ( ),
y b

g y g b
Æ

$ =  а функции f  – lim ( ) ( ) .
x a

f x f a b
Æ

$ = =  Возьмем произ-

вольную окрестность ( ( ))W g b . Тогда из первого свойства вытекает, что 
( ) : ( ( ) ) ( ( ))$ « ÃV b g V b Y W g b . По указанной окрестности )(bV  можно 

найти такую окрестность )(aU  точки a , что ( ( ) ) ( )« Ãf U a X V b . Но 
( ( ) )«f U a X  по условию теоремы содержится в .Y  Следовательно, 
( ( ( ) )) ( ( ))« Ãg f U a X W g b . Данное включение означает непрерывность 

fg D  в точке a . ◄ 
 
Пример  3.11. Функция sin ln : (0, )f = + • Æ RD  непрерывна в лю-

бой точке множества (0, )X = + • . 
Действительно, для (0, )x" Œ +•  можно найти значение sin(ln )x , т. е. 

в X  определена композиция sin lnD . Непрерывность функций ln  в точке 
x  и sin  в точке ln( )x  вытекает из примеров предыдущего раздела. Тогда 
непрерывность их композиции есть простое следствие теоремы 3.5. Тем 
не менее проведем доказательство подробнее. 

Пусть x a=  – произвольная точка множества .X  Обозначим ln a b=  

и sin .b c=  Не ограничивая общности можно считать, что 0,
2
pÊ ˆŒÁ ˜Ë ¯

b . 

Возьмем некоторую окрестность ( ) ( , )W c c ce = - e + e  с достаточно ма-
лым e таким, что 0 1.c c< - e < + e <  В силу непрерывности функции sin 
найдется окрестность ( ) ( , )V b b bd = - d + d  такая, что sin( ( )) ( ).d eÃV b W c  
Здесь 

min{ arcsin( ), arcsin( ) }b c c bd = - - e + e - . 

В силу непрерывности в точке a функции ln найдется окрестность 
( )U a  такая, что ln( ( )) ( ).U a V bdÃ  Таким образом, для любой окрестности 
( )W ce  найдена окрестность ( )U a  такая, что (sin ln)( ( )) ( ),U a W ceÃD  а это 

и означает непрерывность изучаемой функции в точке .a  
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3.4. Глобальные свойства непрерывных функций. 
Непрерывность элементарных функций 

Глобальными свойствами функции :f X Æ R  на множестве A XÃ  
называются свойства, которые определяются поведением функции f  на 
всем множестве A . Непрерывность функции на множестве (см. опреде-
ление 3.9) есть глобальное свойство функции. 

 

Теорема 3.6 (Больцано – Коши). Если функция :[ , ]Æf a b R  не-
прерывна на отрезке [ , ],a b  а на его концах принимает значения разных 
знаков, то существует, по крайней мере, одна точка ( , )с a bŒ  такая, что 

( ) 0.f c =  
► Разделим отрезок [ , ]a b  пополам. Если значение функции в точке 

деления равно нулю, то точка деления и есть точка, существование кото-
рой утверждается в теореме. Если значение функции в точке деления от-
лично от нуля, то на концах одного из образовавшихся отрезков (обозна-
чим его 1 1[ , ]a b ) функция принимает значения разных знаков. С отрезком  

1 1[ , ]a b  поступаем так же, как и с исходным, т. е. делим его пополам и 
либо получаем точку, в которой значение функции равно нулю, либо 
продолжаем процесс дальше (отрезок, получаемый на этом шаге, обозна-
чаем 2 2[ , ]a b ). 

В результате или в одной из точек деления будет ( ) 0,f c =  или про-
цесс будет продолжен неограниченно. В последнем случае возникает по-
следовательность вложенных отрезков 

1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ] ... [ , ] ... ,n na b a b a b a b… … … … …  
где 

lim ( ) lim 0,
2n n nn n

b ab a
Æ• Æ•

-- = =  

причем ( ) ( ) 0n nf a f b <  для всех .nŒN  
По лемме о вложенных отрезках существует точка [ , ]c a bŒ  для всех 

,Œn N  причем lim lim .n nn n
c a b

Æ• Æ•
= =  Переходя к пределу в неравенстве 

( ) ( ) 0,n nf a f b <  пользуясь непрерывностью f  в точке ,c  получим 
2[ ( )] 0.f с £  Так как всегда 2[ ( )] 0,f с ≥  то 2[ ( )] 0,f с =  откуда ( ) 0.f c =  ◄ 
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Замечание 3.8 (геометрический смысл теоремы 3.6). В условиях тео-
ремы график функции, по крайней мере, один раз пересекает ось Ох. 

 

Замечание 3.9. Точка c  является корнем уравнения ( ) 0.f c =  Таким 
образом, теорема Больцано – Коши дает алгоритм нахождения корней 
уравнения ( ) 0f c =  в случае непрерывной функции .f  

 

Замечание 3.10. Теорема Больцано – Коши, вообще говоря, не имеет 
места для множеств, отличных от отрезка. Так, функция 

:[0, 1] [2, 3]f » Æ R , 
1, [0, 1],

( )
1, [2, 3],

x
f x

x
- ŒÏ

= Ì ŒÓ
 

непрерывна в области своего определения, но нигде не принимает нуле-
вого значения. Доказанное в теореме Больцано – Коши свойство непре-
рывных функций использует одно из характерных свойств отрезка (кото-
рое в дальнейшем будет названо связностью). 

 

След с т ви е  3.1 (теорема о промежуточных значениях). Если функ-
ция f  непрерывна на отрезке [ , ],a b  а на его концах принимает неравные 
между собой значения ( ),A f a=  ( ),B f b=  то для любого числа ,C  за-
ключенного между A  и ,B  существует точка ( , )c a bŒ  такая, что 

( ) .f c C=  
► Функция j  : ( ) ( )x f x Cj = -  непрерывна на отрезке [ , ]a b  и 

( ) ( ) ( )( ) 0a b A C B Cj ◊j = - - <  (т. е. j  принимает на концах отрезка зна-
чения разных знаков). Тогда по теореме Больцано – Коши найдется точка 

( , )c a bŒ , в которой ( ) 0 ( ) 0 ( )с f c C f c Cj = ¤ - = ¤ = . ◄ 
Напомним, что символом [ , ]C a b  обозначалось множество всех 

функций, непрерывных на отрезке [ , ]a b . Обозначим, кроме того, симво-
лом [ , ]B a b  множество всех функций, ограниченных на [ , ].a b  

 

Теорема 3.7 (Вейерштрасса об ограниченности непрерывной 
функции). Если функция [ , ],f C a bŒ  то 

1) [ , ];f B a bŒ  
2) существуют, по крайней мере, две точки *

*, [ , ]x x a bŒ  такие, что 

*[ , ] [ , ]
min ( ) inf ( ) ( )
a b a b

f x f x f x$ = = ŒR , 

*
[ , ] [ , ]
max ( ) sup ( ) ( )

a b a b
f x f x f x$ = = ŒR  

(т. е. функция достигает свое минимальное и максимальное значение на 
отрезке). 
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► Пусть [ , ].x a bŒ  Так как непрерывная функция f  финально огра-
ничена при , [ , ],t x t a bÆ Œ  то ( ), 0, ( ) [ , ]xU x K t U x a b$ $ > " Œ «  
| ( ) | .xf x K£  Рассмотрим семейство { ( ) [ , ]}U x x a bŒ  всех таких окрест-
ностей. В этом семействе по построению есть окрестности любой точки 

[ , ]x a bŒ . Поэтому 
[ , ]

[ , ] ( ),
x a b

a b U x
Œ

Ã ∪  т. е. указанное семейство есть по-

крытие отрезка [ , ]a b  интервалами ( ).U x  По лемме 1.3 Гейне – Бореля – 
Лебега о покрытиях существует конечное подпокрытие 1{ ( ),U x  2( ), ...,U x  

( )}.mU x  Обозначим 
1 2

: sup{ , , ..., }.
mx x xK K K K=  Тогда [ , ]x a b" Œ  сущест-

вует ,i  1, ,i m=  такое, что ( )ix U xŒ . Следовательно, | ( ) | ,
ixf x K K£ £  т. е. 

для всех [ , ]x a bŒ  | ( ) |f x K£  (функция f  ограничена на [ , ]x a bŒ ). 
Обозначим sup{ ( ) | [ , ]}M f x x a b= Œ  и предположим, что не сущест-

вует таких точек * [ , ]x a bŒ , что *( ) .f x M=  Тогда [ , ]x a b" Œ  имеем 

( )f x M<  и поэтому функция 1( )
( )

x
M f x

j =
-

 непрерывна на отрезке 

[ , ]a b  и, кроме того, положительна на нем. По доказанной части теоремы 
Вейерштрасса получим: 0, [ , ] : 0 ( ) .C x a b x C$ > " Œ < j £  

После равносильных преобразований получим 

1 1 1( ) ( )
( )

С M f x f x M
M f x C C

£ ¤ - ≥ ¤ £ -
-

. 

Если взять в последнем неравенстве sup  по всем [ , ]x a bŒ , то будем 

иметь 1 10 0M M C
C C

£ - ¤ £ - ¤ £  – противоречие. Значит, предпо-

ложение неверно, т. е. * *[ , ] : ( ) .x a b f x M$ Œ =  Аналогично доказывается 
утверждение о существовании точки *x . ◄ 

Заметим, что, например, функции 1 2
1

1: ,f x x f
f

=6  непрерывны на 

интервале (0, 1)X = , но 1f  не принимает на X  ни минимального, ни 
максимального значения (т. е. не сущестсвует 1max ( )

X
f x  и не существует 

1min ( )),
X

f x  хотя 1 1sup ( ) 1, inf ( ) 0
XX

f x f x= = , а 2f  неограничена на .X  Таким 

образом, выраженные теоремой 3.7 свойства непрерывных функций свя-
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заны с некоторыми свойствами области определения, а именно с воз-
можностью из любого покрытия множества X  окрестностями его точек 
выделить конечное подпокрытие. Такие множества впоследствии будут 
названы компактными. Теорема Вейерштрасса имеет место и для них. 

 

Определение 3.14. Функция  f  называется равномерно непрерывной 
на множестве ,X  если для любого 0e >  найдется число 0d > , зависящее 
от e , такое, что для любых ,x¢  ,x XŒ¢¢  | |- < d¢ ¢¢x x  имеет место неравен-
ство | ( ) ( ) | :f x f x- < e¢ ¢¢  

 ( 0, ( ) 0, , , | | | ( ) ( ) |x x X x x f x f x"e > $d = d e > " Œ - < dfi - < e¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ). (1) 

Отметим различие между понятиями равномерной непрерывности и 
непрерывности функции f  на множестве .X  С этой целью запишем усло-
вие непрерывности функции f  на множестве X  в форме, аналогичной (1): 

, 0, ( , ) 0,x X x" Œ "e > $d = d e >¢ ¢  

 , | | | ( ) ( ) | .x X x x f x f x" Œ - < dfi - < e¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢  (2) 

Здесь ( , ),xd = d e ¢  т. е. d  зависит от e  и от точки ,x¢  в которой функ-
ция f  должна быть непрерывна. Если, в частности, при любом 0e >  ис-
комое число d  является подходящим для всех точек ,x XŒ¢  то условие 
(2) переходит в (1). 

Таким образом, если функция f  равномерно непрерывна на ,X  то 
она и непрерывна на ,X  а обратное, вообще говоря, неверно. 

По аналогии с понятием колебания функции на множестве для не-
прерывных функций можно ввести величину 

, , | |
( ) : sup | ( ) ( ) |d

Œ - <d¢ ¢¢ ¢ ¢¢
w = -¢ ¢¢

x x X x x
f f x f x , 

которая называется модулем непрерывности функции :f X Æ R . При 
этом естественно считать, что все точки множества X  являются его пре-
дельными точками. 

 

Упражнение  3.3. Функция ,f  непрерывная на множестве ,X  бу-
дет равномерно непрерывной на X  тогда и только тогда, когда 

0
lim ( ) 0.fddÆ+

w =  

Докажите самостоятельно. 
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Теорема 3.7 (Кантора о равномерной непрерывности). Если функ-
ция f  непрерывна на отрезке [ , ]a b , то она и равномерно непрерывна на 
этом отрезке. 

► Зададим 0e > . В силу непрерывности функции f  на [ , ]a b  имеем: 

[ , ], ( , ) 0, [ , ], | | | ( ) ( ) | / 2с a b r r c x a b x c r f x f c" Œ $ = e > " Œ - < fi - < e . 

Обозначая ( ) : ,
2 2r
r rU c c cÊ ˆ= - +Á ˜Ë ¯

, рассмотрим семейство всех таких 

интервалов { ( ) | [ , ]}rU c c a bŒ . Это открытое покрытие отрезка [ , ].a b  По 
лемме 1.3 Гейне – Бореля – Лебега существует конечное подпокрытие 

1 21 2{ ( ), ( ), ..., ( )}
mr r r mU c U c U c . Положим далее 1 2

1: inf{ , , ..., }
4 mr r rd =  и пусть 

,x¢  x¢¢  – произвольные точки отрезка [ , ]a b  такие, что | | .x x- < d¢ ¢¢  Так 
как 

1 21 2{ ( ), ( ), ..., ( )}
mr r r mU c U c U c  – покрытие отрезка [ , ],a b  то среди ин-

тервалов ( )
kr kU c  найдется такой, в который попадет точка ( ,x i$¢  

1 ,i m£ £  ( )).
ir ix U cŒ¢  Тогда | |

2
i

i i
rx c r- < <¢ . Одновременно с этим 

| | | | | |
2 4 2
i i i

i i i
r r rx c x x x c r- £ - + - < d + £ + <¢¢ ¢¢ ¢ ¢ . 

Поэтому 

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | .
2 2
e e- £ - + - < + < e¢ ¢¢ ¢ ¢¢i if x f x f x f c f x f c  ◄ 

Здесь также имеет место замечание, сформулированное после тео-

ремы 3.7. Та же функция 2 : (0, 1)f Æ R , 2
1( )f x
x

=  является непрерыв-

ной на интервале (0, 1),  но не является равномерно непрерывной на 
нем (доказательством этого может служить, например, то, что для по-

следовательностей 1 ,nx
n

=¢  1
2nx

n
=¢¢  разность 1| | 0

2n nx x
n

- = Æ¢ ¢¢  при 

,nÆ•  а соответствующий модуль разности значений функции 
| ( ) ( ) |- = Æ +•¢ ¢¢n nf x f x n ). 

 

Теорема 3.8 (о существовании обратной функции). Если функция 
:[ , ]f a b Æ R  строго монотонна и непрерывна на отрезке [ , ],a b  то суще-
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ствует обратная функция 1 : ([ , ]) [ , ]f f a b a b- Æ , которая на множестве 
([ , ])f a b  является строго монотонной и непрерывной. 
► Из монотонности функции f  вытекает биективность отображе-

ния :[ , ] ([ , ])f a b f a bÆ . Значит, существует обратное отображение 
1 : ([ , ]) [ , ]f f a b a b- Æ . 
Пусть для определенности f  возрастает: 1 2 1 2( ) ( )x x f x f x> fi > . 

B силу однозначности функции разным значениям функции соответст-
вуют разные значения аргумента, т. е. 1 2 1 2( ) ( )f x f x x xπ fi π . Тогда 

1 2 1 2( ) ( ).> ¤ >x x f x f x  Отсюда, обозначая 1 1 2 2( ) , ( )f x y f x y= = , по-

лучим 1 1
1 2 1 2( ) ( ),- -> fi >y y f y f y  и монотонность обратной функции 

доказана. 
Для доказательства непрерывности обратной функции 1f -  прежде 

всего заметим, что 
[ , ] [ , ]
inf ( ) ( ), sup ( ) ( )
a b a b

f x f a f x f b= = . По теореме о про-

межуточных значениях функция f  принимает любое значение, распо-
ложенное между ( )f a  и ( )f b . Следовательно, область определения 

функции 1f -  – отрезок [ ( ), ( )] : [ , ]f a f b c d= . Пусть 0 ( , ),y c dŒ  
1

0 0( ) ( , )x f y a b-= Œ  и задано число 0.e >  Можно считать e  настолько 
малым, что 0 0( , ) ( , )x x a b- e + e Ã . Положим 1 0( ),y f x= - e  

2 0( )y f x= + e  и пусть 0 1 2 0min( , )y y y yd = - - . В силу монотонности 
имеем, что если 0 0y y y- d < < + d , то 

1 1 1 1 1
0 1 0 0 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )x f y f y f y f y f y x- - - - -- e = £ - d < < + d £ = + e , 

т. е. в обозначениях 1 1 1
0( ) : | ( ) ( ) |x f y f y f y- - -= - < e . А это и означает 

непрерывность функции 1f -  в точке 0y  – произвольной точке интервала 

( ( ),f a  ( ))f b . Для доказательства непрерывности 1f -  в точках ( ),c f a=  
( )d f b=  вместо симметричных окрестностей точек нужно рассматри-

вать односторонние окрестности (докажите самостоятельно непрерыв-
ность 1f -  в точке ( )f a  справа и в точке ( )f b слева). ◄ 

 

След с т ви е  3.2. В условиях теоремы 3.8 отрезок [ , ]a b  может быть 
заменен на интервал ( , )a b  или полуинтервалы [ , ), ( , ]a b a b . 
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► Действительно, доказательство существования обратной функции 
и ее монотонность в теореме 3.8 не зависит от вида области определения 
функции f . 

Докажем непрерывность 1f -  в произвольной точке (( , ))y f a bŒ� . 
В силу биективности и монотонности f  существует точка ( , )x a bŒ� , 

( )f x y=� �  1( ( )).x f y-=� �  Найдется отрезок [ , ],a b  целиком лежащий в 
( , )a b  ( [ , ] ( , )).Œ a b Ã�x a b  Тогда достаточно установить непрерывность в 
точке ( )f x�  функции, обратной к сужению f  на [ , ]a b  ( [ , ]|f a b ). Если 
один из концов промежутка ,a b  принадлежит этому промежутку, то 
нетрудно доказать непрерывность, cправа или слева в соответствующей 
точке ( )f a  или ( )f b  функции 1.f -  ◄ 

Рассмотрим вопрос о непрерывности элементарных функций. 
 

Определение 3.15. Элементарными называются функции, которые 
можно получить из основных элементарных функций, производя над 
ними в любом порядке конечное число арифметических действий и опе-
раций образования композиций. 

К основным элементарным функциям относятся: 

1 2 3: , : , ( ) ( 0), log ( 0, 1),x
af x M f x x f x a a a a= > > π6 6  

sin, cos, tg, ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg. 

Установим сначала непрерывность основных элементарных функций 
в областях определения. 

1. Непрерывность 1,f  2f  установлена ранее. 

2. Выше также доказана непрерывность функции ln . Но lnlog ,
lna

xx
a

=  

поэтому loga  непрерывна для всех 0x >  как частное непрерывных функ-
ций. 

3. Функция 3f  непрерывна на R  как функция, обратная к монотон-
ной и непрерывной функции logax y= . В частности, функция 
exp : xx e6  непрерывна на R . 

4. Ранее доказана непрерывность функции sin . По формулам приве-
дения имеем, что функция cos  есть композиция непрерывных на R  функ-

ций:cos sin
2

x xpÊ ˆ= -Ë ¯ . Функции tg  и ctg  непрерывны в областях своего 
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определения 1 ,
2 2

X n n n
Ï ¸p pÊ ˆ= - + p + p ŒÌ ˝Ë ¯Ó ˛

Z  и 2 {( , ) |X n n= p p + p }nŒZ  

соответственно как частное непрерывных функций: sintg ,
cos

xx
x

=  

cosctg
sin

xx
x

= . 

5. Функции arcsin, arccos, arctg, arcctg  непрерывны в областях своего 
определения (первые две – на отрезке [ 1,1],-  две другие – на R ) как 
функции, обратные к следующим монотонным и непрерывным функци-
ям соответственно: 

[0, ] (0, )
, ,

2 2 2 2

sin | , cos | , tg | , ctg | .p pp p p pÈ ˘ Ê ˆ- -Á ˜Í ˙ Ë ¯Î ˚

 

6. Следует отметить также непрерывность в областях своего опреде-
ления часто встречающихся функций, которые иногда также относят к 
основным элементарным: рациональной функции 

1
0 1

1
0 1

...( )

...

n n
n

m m
m

a x a x aR x
b x b x b

-

-
+ + +=
+ + +

, 

непрерывной всюду на R  кроме точек, в которых знаменатель об-
ращается в нуль; степенной функции ( ) ,f x xa=  непрерывность которой 
при 0x >  получается с использованием равенства ln xx ea a=  из теоремы 
о непрерывности композиции. 

Таким образом, непрерывность перечисленных функций в областях 
определения установлена. Отметим, что каждую элементарную функцию 
можно задать явной формулой. Множество всех значений аргумента, для 
которых эта формула имеет смысл и в результате вычисления по ней по-
лучается вещественное значение функции, называется естественной об-
ластью определения элементарной функции. Следующая теорема являет-
ся простым следствием теорем 3.4 и 3.5. 

 

Теорема 3.9. Каждая элементарная функция непрерывна в своей ес-
тественной области определения. 

Задачи к главе 3 
1. Если функция :f X Æ R  непрерывна в точке ,x XŒ  будет ли не-

прерывной в этой точке функция 2f ? Наоборот, если непрерывна в точ-
ке x XŒ  функция 2f , то что можно сказать о непрерывности в этой точ-
ке функции f ? 
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2. 

, 0,

( ) , 0, 2 1, , ,

1, 0.

x

x

x x
mf x x x n k k m
n

x

Ï >
ÔÔ

= = - < = - ŒÌ
Ô
Ô =Ó

N  

Докажите, что функция f  непрерывна в точке 0.x =  

3. Докажите, что множество значений функции, определенной и не-
прерывной на отрезке, есть отрезок, а функции, определенной и непре-
рывной на интервале, – интервал. 

4. Пусть функции , :f g X Æ R  непрерывны в точке ,x XŒ  причем 
( ) 0.f x >  Установите непрерывность функции [ ]gh f=  в этой точке. 

5. Пусть :[ , ] [ , ]f a b a bÆ  – непрерывное отображение конечного от-
резка на себя. Покажите, что тогда существует, по крайней мере, одна 
точка [ , ],x a bŒ  для которой ( )f x x=  (эта точка называется неподвиж-
ной точкой отображения f ). Будет ли этот результат справедлив, если 
[ , ]a b  заменить на интервал? На все множество R ? 

6. Пусть : ( , )f a b Æ R  – непрерывная на ( , )a b  функция, 1 2, ( , ).x x a bŒ  

Всегда ли найдется точка ( , )a bxŒ  такая, что 1 2( ) ( )( )
2

f x f xf +x =  (т. е. 

значение функции f  в точке x  равно среднему арифметическому двух 
произвольных значений этой функции). Вообще, можно ли найти точку, 
в которой значение функций равно среднему арифметическому n  произ-
вольных ее значений? 

7. Пусть функция f  непрерывна и ограничена в интервале 0( , ).+•x  
Докажите, что каково бы ни было число 0,T >  найдется последователь-
ность Æ+•nx  такая, что lim[ ( ) ( )] 0.n nn

f x T f x
Æ•

+ - =  

8. Пусть :f X Æ R  – функция, равномерно непрерывная на произ-
вольном ограниченном множестве .X  Покажите, что ( ),f B XŒ  т. е. f  
ограничена на .X  Будет ли справедлив такой вывод, если условие рав-
номерной непрерывности заменить на условие непрерывности? Будет ли 
справедливо такое утверждение: функция ,f  непрерывная и ограничен-
ная на ограниченном множестве ,X  является равномерно непрерывной 
на нем? Приведите примеры. 
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9. Докажите, что модуль непрерывности функций 1sin ,f
x

=  

2( ) sing x x=  на множестве 0( , )= +•X x  есть величина постоянная: 
( ) ( ) 2f gd dw = w = . 

10. Если функция :[ , ]f a b Æ R  монотонна на отрезке [ , ]a b  и любое 
число c , заключенное между ( )f a  и ( ),f b  является ее значением, то f  
непрерывна на [ , ].a b  Докажите. 
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ВОПРОСЫ  ПО  ПРОГРАММЕ  КУРСА 
«МАТЕМАТИЧЕСКИЙ  АНАЛИЗ» 

по темам «Предел последовательности», 
«Предел функции», «Непрерывность» 

1. Понятие числовой последовательности. 
2. Сходящиеся последовательности и их простейшие свойства. 
3. Бесконечно малые и бесконечно большие последовательности. 

Арифметические свойства бесконечно малых последовательностей. 
4. Арифметические свойства сходящихся последовательностей. 
5. Неопределенные выражения. 
6. Предельный переход и неравенства. 
7. Множество R . 
8. Монотонные последовательности. Число e . 
9. Лемма Кантора о вложенных отрезках. 

10. Лемма Гейне – Бореля – Лебега о конечном покрытии. 
11. Лемма Больцано – Вейерштрасса о предельной точке. 
12. Подпоследовательности и их свойства. 
13. Критерий Коши сходимости числовой последовательности. 
14. Верхний и нижний пределы последовательности. 
15. Различные определения предела функции и их равносильность. 
16. Общие свойства предела функции (единственность предела, фи-

нальная ограниченность функции, имеющей предел). 
17. Критерий Коши существования предела функции. 
18. Бесконечно малые и  бесконечно большие функции. 
19. Арифметические свойства предела функции. 
20. Сравнение бесконечно малых функций. 
21. Предел функции и неравенства. 
22. Теорема о пределе композиции функций. 
23. Предел монотонной функции. 
24. Замечательные пределы. 
25. Понятие непрерывности функции в точке. 
26. Локальные свойства непрерывных функций. 
27. Точки разрыва и их классификация. 
28. Точки разрыва монотонной функции. 
29. Теорема Коши о промежуточных значениях. 
30. Теорема Вейерштрасса об ограниченности непрерывной функции. 
31. Равномерная непрерывность функции. Теорема Кантора о равно-

мерной непрерывности. 
32. Существование обратной функции. 
33. Непрерывность элементарных функций. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ  ЗАДАНИЯ  ПО  ТЕМАМ 

«Предел последовательности», 
«Предел функции», «Непрерывность» 

Задание 1 
1. Используя определение предела последовательности со значения-

ми, приведенными в табл. 1, докажите, что 
lim ,nn

x a
Æ•

=  lim 0,nn
y

Æ•
=  lim :nn

z
Æ•

= •  

Таблица 1 

№ п/п nx  a  ny  nz  

1 
2

2
2
4 3

n
n
-
-

 
1
4

-  2
3 5 2

n

n n+ ◊
 n n-  

2 
2 1
4 9

n
n
-
+

 1
2

 2
1

2 3
n
n
-
+

 7 2
3 2

n n

n
+
◊

 

3 
2

2
9 2
3 5
n
n

-
+

 3  3 2

2 0,5n

n n

+

+
 

2( 1)
1

n n
n

- ◊
+

 

4 
4

4
1
5

n
n
+  

1
5

 
2

( 1)!
n

n +
 

5 2

2
1

3
n n

n n
+ +
-

 

5 
5 3

3
n

n
-  5

3
 2 2n n+ - -  

2

2

4

0,5

n n

n

+

-
 

6 2 2

n

n n+
 1 2 1n

n
+  

2

3 1
n n

n
+
-

 

7 2 3
3 1

n n

n
+
+

 1 3

sin

4

n

n +
 

1 2( 1)
3 10

n n
n

+- ◊
-

 

8 
2 2

2

1sinn
n

n

+
 1 2

(2 ( 1) )
1

n n
n
+ -

+
 

2

2 1
n n
n +

 

9 ( 1)
2 1

nn
n
+ -

+
 

1
2

 
3

3
2

(3 ) 5n
n

n
-

+ ◊
 2

3

n n
n
◊
+
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Окончание табл. 1 
№ п/п nx  a  ny  nz  

10 
2 3
4

n
n
+  

1
4

 7 ( 1)
2 9

n

n
n

n
-
◊

 
3

2
( 1)
2

n n
n n
- ◊

-
 

11 
2

2
4 5
3 8

n
n
-

+
 

1
2

 2 21 1n n+ - -  
5 3 2

2 1

n n

n
◊ +

-
 

12 3 5 2
2 5

n n

n n
◊ -
+

 3  
23sin
1

n
n +

 
33 2

5 3
n
n
◊ +
-

 

13 
2

2

14 cosn
n

n

+
 4  

1 2( 1)n

n n
+ -
+

 2 5 7
3 5

n

n
◊ +
-

 

14 
3

3
7 3

2 7
n

n
- +
+

 1-  
2

3 2
3

4 1
n

n n
-
+ +

 
3

7 3
n

n-
 

15 

2

2

2
1sin

n

n
n
+

 2  
2sin( )

1
n n

n
+

+
 

4

2 1
n n
n
+
-

 

16 1 3
1 3

n

n
+
-

 1-  
3 2

1cos
n

n n+
 

2( )n n+  

 
2. Докажите, что последовательность расходится: 

1) 3 sin
4n

nx p= - ; 7) 2 sin 1
2n

nx p= ◊ + ; 

2) ( 1) 10 2n
nx = - ◊ - ; 8) 2( 1) 1n

nx = - + ; 

3) 2 3 ( 1)n
nx = + ◊ - ; 9) 

1( 1) 2n

n
nx

n

-- ◊ += ; 

4) 
3

3
( 1) 1n

n
nx

n
- ◊ += ; 10) 1 2( 1) 3n

nx
n

+ Ê ˆ= - +Á ˜Ë ¯
; 

5) 2cos
3n

nx p ◊= ; 11) 
2

2
3 ( 1) 2n

n
nx

n
◊ - ◊ += ; 

6) 2( 1) 1n
nx

n
Ê ˆ= - +Á ˜Ë ¯

; 12) 
1( 1)3

n n
nx

+- ◊= ; 
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13) 1 ( 1) 1
3

n

nx
n

+ -= + ; 15) 3 cos
2n
nx

n
p= + ; 

14) 1 5( 1) 2
1

n
nx

n
- Ê ˆ= - +Á ˜Ë ¯+

; 16) 1 cos .
4n
nx p= -  

 

3. C помощью критерия Коши докажите, что последовательность 
сходится: 

1) 
2 1n

nx
n

=
-

; 9) N
2

0,2233...3n
n

x
-

= ; 

2) 1 1
1 , 2
!n nx x x

n-= + = ; 10) 
2

1

arctg( 1)
( 1)( 2)

n

n
k

kx
k k=

+=
+ +Â ; 

3) 1
2 3n
nx
n
+=
+

; 11) 
3

1
1

sin( )
3

n

n k
k

kxx -
=

=Â ; 

4) 5 2
n

nx
n
+= ; 12) 

2

3
1

cos( )n

n
k

k xx
k=

=Â ; 

5) 
1

arctg
2

n

n k
k

kx
=

=Â ; 13) 
2

1
1

arctg(2 1)
10

n

n k
k

kxx -
=

+=Â ; 

6) N0,66...6n
n

x = ; 14) 
2

sin
( 1)

n

n
k

kxx
k k=

=
-Â ; 

7) 
2

sin( )
( 1)

n

n
k

kxx
k k=

=
-Â ; 15) 1 1 1 1...

1 2 2 3 3 4 ( 1)nx
n n

= + + + +
◊ ◊ ◊ -

; 

8) 
1

1

( 1)
( 1)

kn

n
k

x
k k

-

=

-=
+Â ; 16) 2 1

n
nx
n
+= . 

 

4. Найдите пределы последовательностей: 

1) а) 
3 2

2
( 2) ( 2) ;n n n

n n
+ - -

+
 в) 

38 1;
2 1

n

n
n
n
-
-

 

 б) 24 5 2 ;n n n+ -  г) 
3

sin( !) ;
1

n n

n +
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 д) 
2

2
2 3 4 ;
2 5 7

n
n n
n n

Ê ˆ+ +
Á ˜- +Ë ¯

 ж) 2
324

log 5 ;
3

n n

n n

+ +

+ +
 

 е) 
42 lg ;

2 !

n

n
n n

n n
+ +
+ +

 з) 1 1
10,5, .
2

n
n

n

xx x
x+

+= =
+

 

2) а) 
2

3 2
8 ;

( 1) ( 3)
n

n n n
-

+ - -
 д) 

3
3 1 ;
3 1

n
n

n
Ê ˆ+
Á ˜-Ë ¯

 

 б) 
2

4 3

3 ;
2 1

n n

n n

+ +

+ -
 е) 

2 102 3 5;
2 3 4n n n
n n+ +
+ +

 

 в) 16 1;
2 1

n

n
-
-

 ж) 
3 5 .
! 5

nn
n
+
+

 

 г) ( 1) sin ln( 2);n n n n- - ◊ + +  з) 1 10,5, .
2

n
n

n

xx x
x+= =

+
 

3) а) 
3 2

2
( 4) ( 1) ;

6
n n n

n
+ - +

+
 д) 2 ;

3

nn
n
+Ê ˆ

Á ˜Ë ¯+
 

 б) 3 3 2 ;n n- -  е) 
122 (12) ;

!

nn
n n
+
+

 

 в) 4 2 2 3;
2 1

n n

n
+ -

-
 ж) 8log 14 ;

14n
n

n
+
+

 

 г) 2 3 (cos sin );
4

n n

n n n+ +  з) 1 1
1 32, .
2n n

n
x x x

x+
Ê ˆ

= = +Á ˜Ë ¯
 

4) а) 
2

2 2
2 ;

( 3) ( 6)
n

n n n
+

+ - -
 д) 

12 1 ;
2 3

nn
n

++Ê ˆ
Á ˜Ë ¯+

 

 б) 
3 22 5 ;

7
n n
n

+
+

 е) 
1010 ;

( 10)!

n n
n
+
+

 

 в) 3 1 ;
81 1

n

n
-
-

 ж) 
2

5
512

log 24 ;
14

n n

n n

+ +

+ +
 

 г) 3( 3) sin( );
( 1)( 2)

n n n
n n

- +
- +

 з) 1 1 2
1 12512, 2 .
3

n

n nx x x
x+

Ê ˆ
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5) а) 
2 21 3 1;

5 1 15 1
n n
n n
+ +-
+ +

 д) 
45 ;

3

nn
n

--Ê ˆ
Á ˜Ë ¯-

 

 б) 
2

2

3 ;
4

n

n n

-

+
 е) 

2

3
2 ;
3

n

n
n
n

+
+

 

 в) 
2 2 3;

1

n n

n
n n

n
+ -

-
 ж) 

2 3

3/ 2 53
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4
n n

n n n
+ -

+ +
 

 г) 
22 1 cos(sin ) ;

2 1

n

n
n

n
- ◊
+

 з) 1 10,7, (2 ).n n nx x x x+= = -  
 

6) а) 
3

2
6 72 1 ;
3 4

nn
n

-+ -
+

 д) 
2
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4 5

nn
n
-Ê ˆ

Á ˜Ë ¯+
 

 б) 2 22 ;n n n+ - +  е) 
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;
! 2

n n
n
+
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 в) 
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n

n
n
n

-
-
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n

n n
n

+ ◊
+
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4

n
n

n
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-
 

 

7) а) 
32

2
2 3 1 ;
4 2 1

n n
n n

Ê ˆ+ -
Á ˜- +Ë ¯

 д) 

3

2 1

2
2 3 1 ;
2 3 5

n
nn n

n n

+Ê ˆ+ +
Á ˜+ +Ë ¯

 

 б) 3 33 1;n n+ - -   е) ln ;n

n
 

 в) 1 2 2 ;
1 2 1 4

n

n n-
- -

 ж) 
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(2 1)!

n n
n
+
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2 1 cos(sin5 );

2 3 5
n

n n
n + ◊
+ +

 з) 1 1
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13 2 2
n

n
n

xx x
x+
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8) а) 
3 2
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21

n n
nn

-
++

 б) 
3

3
2

31 1 ;
3
n

n
Ê ˆ

+ -Á ˜Ë ¯
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 в) 1 8 ;
1 2

n

n
-
-

 е) 
22 ( 1)!;
(3 !)

n

n
n

n n
+ +

+
 

 г) 
5

7(2 sin );
2n
n n◊ +  ж) 

12 5 ;
2n

n +  

 д) 
2 53 4 ;

3 5

nn
n

++Ê ˆ
Á ˜Ë ¯+

 з) 1 1
32, .
1

n
n

n

xx x
x+
+= =
+

 
 

9) а) 
2 3

1 ;1 3 2 n

n n n

-
+ -

 д) 
3

2
2 11 ;
2 1

nn
n

-+Ê ˆ+Á ˜Ë ¯+
 

 б) 3 21 1 ;
2
n

n
Ê ˆ

+ -Á ˜Ë ¯
 е) 8 4 ;

!

n

n
+  

 в) 9 3 2 ;
3 1

n n

n
+ -

-
 ж) 

4

5 1
4 ;

4

n

n
n

n +
+
+

 

 г) 
3

3 3(sin cos );
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n n n◊ +  з) 1 1

35, 4 .n
n

x x
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10) а) 
3 3

2 2 2 2
( 2) ( 2) ;

( 1) ( 1)
n n

n n
+ - -
+ - -

 д) 

2

2
2 3
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1 ;

2
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n

n
n

+
Ê ˆ
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2
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1

n
n
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+
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n

n

n

n
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-
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3 4

n
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+

 з) 1 1
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n

x x
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11) а) 
2 2 2 2

3 3
( 2) ( 2) ;

( 1) ( 1)
n n
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+ - -
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22 1;
1

n n

n
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n
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3
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2
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5

n
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n
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 ж) ( 3)( 4) ;
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n
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2

n
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n
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3
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Ê ˆ+
Á ˜+ +Ë ¯
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+
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n
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n
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1 ;1 2 4n

n n n

-
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1
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3
3
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n n
+
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2
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n

n n

n

n n

-
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n n
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-
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 г) 2
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1
n n n n
n

◊ +
+

 з) 1 1
410, 5 .n
n

x x
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14) а) 
3 4

2 3 2 ;
1

n n
n n n

-
+ +

 в) 2 1 ;
4 3 2 2

n

n n
-

- +
 

 б) 
5 2

2
1 ;

1
n n

n
+ -
+

 г) 
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3 4
n

n
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 д) 

2 4
2 2

2
3 4 ;

5

n
nn n

n

+
Ê ˆ+ +
Á ˜+Ë ¯

 ж) 44 log ( 6) ;
3
n

n
+ +

+
 

 е) 5 ;
( 5)!

n n
n
+
+

 з) 1 13, 12 .n nx x x+= = +  
 

15) а) 
4 4

4
(2 ) ;

1 16
n n

n
+ -
+

 д) 

3

2
5

2 8

2
4 ;

4

n
nn n

n

+
-Ê ˆ+ +

Á ˜+Ë ¯
 

 б) 
4 3

;
2 1

n n n
n n

+ -
+ + +

 е) 
2 5 ;

4 2n
n +
+

 

 в) 1 3 ;
2(1 3) 1 9

n

n n-
- -

 ж) 8log ( 5) ;
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n
n

+
+

 

 г) sin( ! 5) ;
0,2 !n

n
n
+
◊

 з) 1 11, .
4

n
n

n

xx x
x+= - =
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16) а) 
3 2

2
4 ;

1 22 3
n n

nn
+ -

++
 д) 

12 51 2 ;
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nn
n

+-Ê ˆ
Á ˜Ë ¯-

 

 б) ;
1

n
n n- +

 е) 
42 lg ;

3 !

n

n
n n
n n
+ +
+ +

 

 в) 
31 27 ;

1 3

n
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n
n

-
-

 ж) 5log ( 8) ;
5

n
n

+
+

 

 г) 2 4( 2) (sin cos );
( 2)!

n
n n

n
- +
+

 з) 1 11,5, .
4+= =
-

n
n

n

xx x
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Задание 2 
1. Пользуясь определением, докажите, что: 

1) а) 
1

1lim 0;
2 3x

x
xÆ

- =
+

 б) 2 1 2lim .
5 1 5x

x
xÆ•

- =
+

 

2) а) 3
1

lim 7 2;
x

x
Æ

+ =  б) 43

5lim .
(3 )x xÆ-

- = -•
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3) а) 2
1

lim (4 1) 5;
x

x
Æ-

+ =  б) 2
sin 2lim 0.

3x

x
xÆ•

=
+

 

4) а) 
6

1lim sin ;
2x

x
pÆ

=  б) 
2

0

2lim .
x

x
xÆ

+ = •  

5) а) 
0

lim cos 1;
x

x
Æ

=  б) lim 3 0.x
xÆ-•

=  

6) а) 
2

23

9lim 2;
3x

x
x xÆ

- =
-

 б) 
1

lim .
1x

x
xÆ-

= •
+

 

7) а) 
10

lim 1 3;
x

x
Æ

- =  б) 2lim ( 2 ) .
Æ+•

- = +•
x

x x  

8) а) 
0

2 1lim ;
3 4 2x

x
xÆ

+ =
+

 б) 
1

lim .
1x

x
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+

 

9) а) 
4

lim tg 1;
x

x
pÆ

=  б) 22

3lim .
( 2)x xÆ

= +•
-

 

10) а) 2
2

lim (3 7) 5;
x

x
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- =  б) 
2

2
4 5 1lim .

52 20 18x

x x
x xÆ•

+ + =
+ +

 

11) а) 3
3

lim 4 15 3;
x

x
Æ

+ =  б) 
2
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3 1lim .
x

x
xÆ

+ = •  

12) а) 
1

2 3 1lim ;
4 5x

x
xÆ-

+ =
-

 б) 4lim 0.
2 1x

x
xÆ•

=
+

 

13) а) 
2
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5x

x
x xÆ

- = -
-

 б) 
2

2

3lim .
2x

x
xÆ
= •

-
 

14) а) 
3
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x

x
pÆ

= -  б) lim 2 .x
xÆ+•

= +•  

15) а) 
1
3

1 3lim 0;
1x

x
xÆ

- + =
+

 б) lim lg .
x

x
Æ+•

= +•  
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2
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x
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pÆ
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2

1
2
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2 1x

x
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2. Выясните, существуют ли следующие пределы: 

1) а) 
1
2

lim[2 ];
x

x
Æ

 б) 2 4lim sin .
3x

x
Æ•

p  

2) а) lim sin 4 ;
x

x
Æ•

 б) 
3

3lim .
4x

x
Æ

-È ˘
Í ˙Î ˚

 

3) а) 
1

3
3

lim ;x
x

e -
Æ

 б) 
2

lim sgn(ln( 1)).
x

x
Æ

-  

4) а) 
1

3
3

lim ;x
x

e -
Æ

 б) 
2

lim sgn(ln( 1)).
x

x
Æ

-  

5) а) 
2

lim( [ ]);
x

x x
Æ

-  б) 
4

1lim arctg .
4x

x
xÆ

Ê ˆ+Á ˜Ë ¯-
 

6) а) 2lim cos ;
x

x
Æ•

 б) 
1
2

2 1lim sgn .
2x

x

Æ-

+Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 

7) а) 
1
3

lim sgn(3 1);
x

x
Æ

-  б) 
2

2
2

lim( 3).x
x

e -
Æ

+  

8) а) 
1

1lim sin ;
1x xÆ- +

 б) 
1

1
1

lim(1 2 ).x
x

-
Æ

-  

9) а) | |
0

lim10 ;
x
x

xÆ
 б) 2

1

2limsin .
1x xÆ -

 

10) а) 
2

lim sgn sin ;
2x

x
Æ p

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯
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2

3
lim arctg .

3x

x
xÆ -

 

11) а) 
0
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1
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x
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2

| 2 |lim 3 1 .
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14) а) 
2

2lim 2 3 ;
| 2 |x
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0
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x
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3 2
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xÆ

+ - -
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xÆ
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1
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x
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2
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2
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x
x x xÆ-

-
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x

x
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0
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Æ
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Æ

+ -  

 б) 
2

2

2

1 sinlim ;
( 2 )x

x
xpÆ

-
p -

 г) 
1

0
lim 2 .x
xÆ

 

http://www.elib.bsu.by


88 
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Æ
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+
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2
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1
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Æ
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2
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Æ
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Æ
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Æ
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Æ
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 б) 
3

20

1 cos2lim ;
sin 3x

x
xÆ

-  г) 
0

lim cos .
x xÆ

p  
 

16) а) 
5 3

22

2 3 10lim ;
4x

x x x
xÆ

- - -
-

  в) 

1
2 1

1

3 2lim ;
1

x

x

x x
x

-

Æ

Ê ˆ- +
Á ˜-Ë ¯

 

 б) 2

2

1 sinlim ;
cosx

x
xpÆ

-  г) 
1

sin
0

lim 2 .x
xÆ
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4. Найдите эквивалентную в виде ( )A x a a-  при :x aÆ  

1) а) 2 2 3( ) sin 2 lg(1 ) arctg , 0f x x x x a= - + + = ; 

 б) 2( ) 2 , 2xf x x a= - = ; 

 в) 2
sin( ) 1 , , ( )~ a= + + - Æ +• ◊xf x x x x f x A x
x

. 
 

2) а) 
22 3( ) arcsin 2 cos 2 2, 0xf x x x a= + - = ; 

 б) 2 3/ 2
2( ) log 1, 1f x x x a= + - = ; 

 в) 1( ) ln 1 2 , , ( ) ~- aÊ ˆ= + + + + Æ +• ◊Á ˜Ë ¯
xf x x x x f x A x

x
. 

 

3) а) 
32 4

2( ) tg log (1 ) 3 1, 0xf x x x a= + + - + = ; 

 б) 2( ) 2 8, 2xf x x a= + - = ; 

 в) 2( ) 1 3 , , ( ) ~ a= + + - Æ -• ◊xf x x x x f x A x . 
 

4) а) 2 3 3( ) sin lg (1 ) tg , 0f x x x x a= - + + = ; 

 б) 3 / 2( ) (2 ) 3 4, 1xf x x a= - + - = ; 

 в) 3 2( ) 3 , , ( ) ~- a= + + - Æ +• ◊xf x x x x x f x A x . 
 

5) а) 
42 2( ) arcsin 2 3 cos , 0xf x x x a= + - = ; 

 б) 3 / 2
3( ) (2 ) log 1, 1f x x x a= - + - = ; 

 в) ( ) 2 2 1 , , ( ) ~ a= + - + + Æ +• ◊f x x x x x f x A x . 
 

6) а) 
32 2( ) tg2 4 cos , 0xf x x x a= - + = ; 

 б) 2( ) 2 4 lg ( 1), 2xf x x a= - + - = ; 

 в) 3 32 2 1( ) 3 tg , , ( ) ~f x x x x x x f x A x
x

a= + - - + Æ• ◊ . 
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7) а) 32 3 4( ) arctg2 log5(1 ) 1 1, 0f x x x x a= + + - + + = ; 

 б) 2 3( ) cos ctg ,
2

f x x x a p= + = ; 

 в) ( ) ln( 1) ln 3 , , ( ) ~- a= + - + Æ +• ◊xf x x x x f x A x . 
 

8) а) 
4 32 3( ) sin 2 5 1 , 0xf x x x a= - + + = ; 

 б) 2 1( ) 3 lg ( 2) , 1
3

xf x x a= + + - = - ; 

 в) 2
2

cos( ) 1 , , ( ) ~xf x x x x f x A x
x

a= + - + Æ -• ◊ . 
 

9) а) 
22 3 2

3( ) arcsin3 log (1 ) cos 3 , 0xf x x x x a= + - - + = ; 

 б) 2( ) 3 5, 2xf x x a= - - = ; 

 в) 
2

22
sin 1( ) log 1 , , ( ) ~xf x x f x A x

xx
aÊ ˆ= + + Æ• ◊Á ˜Ë ¯

. 
 

10) а) 
2 42 3 4

3( ) tg3 log (1 ) 4 1 , 0xf x x x x a= - - - + + = ; 

 б) 3 2( ) sin tg ,f x x x a= + = p ; 

 в) 2( ) ln(1 2 ) , , ( ) ~
1

a= + + Æ -• ◊
+

x xf x x f x A x
x

. 
 

11) а) 
2 34 4 3

5( ) arctg3 log (1 ) 2 1 , 0xf x x x x a= + + + - + = ; 

 б) 3 2( ) cos 1 tg ,f x x x a= + - = p ; 

 в) 
2

2
ln(1 ) 1( ) sin , , ( ) ~xf x x f x A x

xx
a+= + Æ• ◊ . 

 

12) а) 32 4 3
5( ) sin3 log (1 ) 1 , 0f x x x x a= - + + + = ; 

 б) 2
2( ) 2 log 2, 1xf x x a= + - = ; 

 в) 2
1 1( ) ln(1 ) tg , , ( ) ~ a= - ◊ + Æ -• ◊f x x x f x A x

xx
. 
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13) а) 2 3 3 4
4( ) (arcsin3 ) cos 1 log (1 ), 0f x x x x x a= + - + + - = ; 

 б) 3 / 2( ) (3 ) 3 10, 2xf x x a= - + - = ; 

 в) 2
2

1 1( ) sin , , ( ) ~
1

xf x x f x A x
xx

a-= + Æ• ◊
+

. 
 

14) а) 
32 3 4

3( ) tg 3 2 1 log (1 ), 0xf x x x x a= - + - + + = ; 

 б) 3 2( ) (3 ) 2 5, 2xf x x a= - + - = ; 

 в) 2( ) ln(1 2 ) , , ( ) ~
1

a= + + Æ -• ◊
+

x xf x x f x A x
x

. 
 

15) а) 
32 4 3( ) (arctg3 ) 1 lg (1 ), 0xf x x e x x a= + - - + + = ; 

 б) 5 / 2
3( ) (2 ) log 1, 1f x x x a= - + - = ; 

 в) 
2

22
cos 1( ) log 1 , , ( ) ~xf x x f x A x

xx
aÊ ˆ= + + Æ• ◊Á ˜Ë ¯

. 
 

16) а) 
42 3 2 2( ) (sin3 ) 5 1 lg (1 ), 0xf x x x x a= + - + - + = ; 

 б) 2
2

1 1( ) ln , , ( ) ~
21

x xf x x f x A x
xx

a+ += + Æ• ◊
++

; 

 в) 3 3
2( ) 3 log , 1f x x x a= - + = . 

 

5. Вычислите, используя эквивалентные: 

1) а) 2

2

0 arctg
4

arcsin 3lim ;

1
xx

x

e
Æ

-

 б) 
2 3

4 30

ln(1 5 ) sin 3lim .
(2 1) tg4xx

x x
xÆ

- ◊
- ◊

 

2) а) 
2

20

1lim ;
1 sin 1

x

x

e

xÆ

-

+ -
 б) 

34

30

arcsin (3 1)lim .
tg ln(1 5 )

x

x

x x
x xÆ

-
◊ +

 

3) а) 
6 6

30

1 1lim ;
(1 cos3 )x

x
xÆ

+ -
-

 б) 
5 435

0

arctg (5 1)lim .
arcsin 7

x

x

x
xÆ

-  
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4) а) 
0

ln cos5lim ;
ln cos3x

x
xÆ

 б) 4

3 2

5 2 40

arctg ( 1 tg 1)
lim .

( 1)( )xx

x x
e x xÆ

+ -

- -
 

5) а) 
2 2

440

ln(1 ) ln(1 )lim ;
1 tg 1x

x x

xÆ

+ + -

+ -
 б) 

3

2 3 40

arctg5 (4 1)lim .
(1 cos )( 3 )

x

x

x
x x x xÆ

-
- + +

 

6) а) 
2arcsin 4

0

1lim ;
1 cos2

x

x

e
xÆ

-
-

 б) 
2 4

4 20

ln cos sin( )lim .
arctg ( 1 3 1)x

x x x

x xÆ

◊ +

◊ + -
 

7) а) 
2

20

tg 3lim ;
1 arcsin 1x

x

xÆ + -
 б) 2

3

tg 70

(1 sin )(2 1)lim .
( 1)( )

x

xx

x
e x xÆ

+ +
- -

 

8) а) 
2

2 20

ln coslim ;
1 arcsin 1x

x

xÆ - -
 б) 

2 2

20

(2 1) arctglim .
ln(1 sin )( )

x x

x

x
x x x

+

Æ

- ◊
+ +

 

9) а) 
2

sin 50

ln(1 2 3 )lim ;
1xx

x x
eÆ

+ -
-

 б) 5

2 2

0

arctg ( )(1 cos )lim .
(2 1)(1 sin cos )xx

x x x
x xÆ

- -
- + +

 

10) а) 
4arcsin

5 20

2 1lim ;
1 5 1

x

x xÆ

-

- -
 б) 

2 4 5

40

arctg3 sin( 3 )lim .
sh ln cos5x

x x x
x xÆ

◊ -
◊

 

11) а) 
2sin 3

0

1lim ;
ln cos5

x

x

e
xÆ

-  б) 
3 2 53

0

arcsin(ln(1 7 )) ( )lim .
( 1 7 1) ch 2x

x x x
x xÆ

- ◊ -
+ - ◊

 

12) а) 40

ln cos2lim ;
arctgx

x
xÆ

 б) 
33

2 2 20

(7 1) sh5lim .
arcsin (cos ch )

x

x

x
x x xÆ

- ◊
+

 

13) а) 
tg 5

0

1lim ;
ln(2 cos2 )

x

x

e
xÆ

-
-

 б) 
arcsin 5 2 2

20

(4 1)( )lim .
( 1 sin 1) ln(2 sin )

x

x

x x

x xÆ

- -

+ - ◊ +
 

14) а) 
2arctg 2

0

( 1)coslim ;
1 cos

x

x

e x
xÆ

-
-

 б) 50

ln(2 cos ) sh3lim .
1 arcsin 1x

x x
xÆ

- ◊
+ -

 

15) а) 
0

ln cos2lim ;
ln cos5x

x
xÆ

 б) 
3 sin 5

20

ln(1 3 4 ) ( 1)lim .
arcsin ( )

x

x xx

x x e
x e e-Æ

+ - ◊ -
+

 

16) а) 
2

sin 50

ln(1 2 3 )lim ;
1xx

x x
eÆ

+ -
-

 б) 
37

30

arcsin ( 1)lim .
tg ln(1 3 )

x

x

x x e
x xÆ

-
◊ +
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6. Исследуйте функции на непрерывность и построить их графики: 

1) lim ;
n n

n nn

x xy
x x

-

-Æ•

-=
+

 9) 2lim sin ;n
n

y x
Æ•

=  

2) 
2

2
1lim ;
1

n

nn

xy
xÆ•

-=
+

 10) 
2

2lim ;
1

n

nn

xy
xÆ•

=
+

 

3) 2lim 1 ;n n
n

y x
Æ•

= +  11) 
2

2lim ;
1 sin nn

xy
xÆ•

=
+

 

4) 2lim ;
1 (2sin ) nn

xy
xÆ•

=
+

 12) 
2

2
2 1lim ;
3 4

n

nn

xy
xÆ•

-=
+

 

5) 
2

2
2 1lim ;

1

n

nn

xy
xÆ•

+=
+

 13) 
2

2
3 4lim ;
4 3

n

nn

xy
xÆ•

+=
+

 

6) 
2

2
4 5lim ;
1

n

nn

xy
xÆ•

+=
+

 14) 
2

2
3 7lim ;
7 3

n

nn

xy
xÆ•

+=
+

 

7) 2
1lim ( 1)arctg ;

1nn
y x

xÆ•
= +

+
 15) 

2

2
2 7lim ;
3 4

n

nn

xy
xÆ•

+=
+

 

8) lim ;
1

nx

nxn

x ey
x eÆ•

+=
+ ◊

 16) 
2

lim .
1

nx

nxn

x ey
xeÆ•

+=
+
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