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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëó f íà áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûé ôóíêöèîíàë f ∗, îïðåäåëåííûé íà ñîïðÿ-
æåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â âûïóêëîì
àíàëèçå, â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëå-
íèè, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, òåðìîäèíàìèêå, òåîðèè óïðóãîñòè è äðóãèõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçëè÷íûå âîïðîñû òåîðèè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëåæàíäðà è åãî ïðèëîæåíèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Ó. Ôåíõåëÿ,
Æ. Ìîðî, Ë. ßíãà, Ð. Ðîêàôåëëåðà, Ð. Òåìàìà. È. Ýêëàíäà, Â.Ì. Òèõîìè-
ðîâà, Â.Ï. Ìàñëîâà è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ. 1

Âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì äëÿ çàäàííîé âåëè÷èíû îáû÷íî íàçûâàþò åå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìàêñèìóìà íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà. Â ðÿäå ñëó÷à-
åâ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû çàïèñûâàþòñÿ êàê ðàâåíñòâà f = g∗, ò.å. óòâåð-
æäåíèÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ôóíêöèîíàë f ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå-
æàíäðà íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà g.

Íàïðèìåð, â òåðìîäèíàìèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ò.í. òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèìè ôóíêöèîíàëàìè, òàêèìè êàê ýíòðîïèÿ s(%, e), ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà f(β, %), äàâëåíèå p(β, µ), è ýíòàëüïèÿ en(e, µ). Ñóùå-
ñòâåííûì ôàêòîì òåðìîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû óòâåð-
æäàþùèå, ÷òî ýòè òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëåæàíäðà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì 2.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà âîçíèêàåò òàêæå â òåîðèè îïåðàòîðîâ âçâå-
øåííîãî ñäâèãà è áîëåå îáùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïåðàòîð âçâåøåííîãî ñäâèãà äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâå X è çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà a è îòîáðàæåíèÿ α : X → X;
ïðè ôèêñèðîâàííîì α ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ôóíêöèîíàë îò a. Äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà ôîð-
ìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ À.Á. Àíòîíåâè÷à,
Þ. Êàðëîâè÷à, Â. Êðàâ÷åíêî, À.Â. Ëåáåäåâà, À. Êèòîâåðà, Þ. Ëàòóøêèíà,
À. Ñòåïèíà, Â.È. Áàõòèíà, Ê. Çàéêîâñêîãî, Ó. Îñòàøåâñêîé è äð. Äëÿ êàæ-
äîãî α ñòðîèòñÿ ôóíêöèîíàë gα, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå ìåð íà X.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåïðåðûâíû ôóíêöèè ϕ(x) = ln |a(x)|, íàçûâàåìûå
ïîòåíöèàëàìè, ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ôóíêöèîíàëîâ gα. Ýòè ôîðìóëû óäîá-

1Ýêëàíä, È. Âûïóêëûé àíàëèç è âàðèàöèîííûå ïðîáëåìû / È. Ýêëàíä, Ð. Òåìàì. � Ì. : Ìèð, 1979. �
399 c.

2Ìèíëîñ, Ð.À. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ôèçèêó / Ð.À. Ìèíëîñ. � Ì. : ÌÖÍÌÎ,
2002. � 112 c.
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íåå çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî âàðèàíòà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà, èñïîëüçóþùåãî, âìåñòî ëèíåéíûõ, ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöè-
îíàëû, êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ êàê ñðåäíèå ãåîìåòðè-
÷åñêèå îò ôóíêöèè ïî ìåðå.

Ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð åñòü ñóììà íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ âçâåøåííî-
ãî ñäâèãà, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ïðåîáðàçîâàíèé αk. Äëÿ ñïåêòðàëü-
íîãî ðàäèóñà òàêîãî îïåðàòîðà òàêæå èìååò ìåñòî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï,
èñïîëüçóþùèé ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäå-
ëåííîãî íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ ìåð íà X.3

Çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå è ðåøåííûå â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òå, âîçíèêëè ïðè èññëåäîâàíèè âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà, íî îíè èìåþò îáùèé õàðàêòåð è ìîãóò èìåòü äðóãèå ïðèëîæåíèÿ.
Â ñëó÷àå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îñíîâíàÿ çà-
äà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôîðìóëû, çàäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, èìåþò ñìûñë è â ñëó÷àå,
êîãäà ïîòåíöèàëû íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè è, òåì ñàìûì,
îïðåäåëÿþò ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà � ôóíêöèîíàë, îïðåäå-
ëåííûé íà áîëåå øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé, ÷åì îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëå-
æàíäðà. Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ òàêæå îïðåäåëåí äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ
ôóíêöèé a, ÷åì ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàë ϕ(x) = ln |a(x)| íåïðå-
ðûâåí. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ íå îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà è âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ
ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà íå âûïîëíåí. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ôóíê-
öèé a, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà â òîé æå ôîðìóëèðîâêå, ÷òî è â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Â îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ðàñøèðåíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, âûÿâëåíèè èõ îòëè÷èé îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ
è îïèñàíèè ôóíêöèîíàëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû âàðèàöèîííûå ïðèí-
öèïû, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñðåäè îòëè÷èé îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ îòìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì ôóíêöèîíàëîì. Âîïðîñ î
ðàçðûâíîñòè ñóùåñòâåíåí â ïðèëîæåíèÿõ. Íàïðèìåð, ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ
÷àñòèö ìîæåò áûòü ìîäåëèðîâàí ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî îïåðàòîðà,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè âíåøíåé ñðåäû. Â ýòîé
ìîäåëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïèñûâàåò ñêîðîñòü ðàçâèòèÿ ïðîöåññà, à ðàç-

3Antonevich, A.B. A road to the spectral radius of transfer operators / A.B. Antonevich, V.I. Bakhtin,
A.V. Lebedev // Contemporary mathematics : Dynamical systems and group actions. � 2012. � Vol. 567. �
P. 17�51.
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ðûâíîñòü ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà çäåñü îçíà÷àåò, ÷òî íåáîëüøîå èçìåíåíèå
âíåøíèõ óñëîâèé ìîæåò ïîâëå÷ü ðåçêîå êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ïðîöåññà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ýêîëîãè÷åñêîé êàòàñòðîôå.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè
çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè, ïðåäñòàâëÿþò êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ,
òàê è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ êðóïíûìè íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÍÈÐ ïî òåìå "Ìåòîäû
íåêîììóòàòèâíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ ïðèëîæåíèÿìè ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ýêîëîãèè" , âõîäÿùåé
â ãîñóäàðñòâåííóþ ïðîãðàììó "Êîíâåðãåíöèÿ".

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðàñøèðåí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà è ïîëó÷åíèå íà åãî îñíîâå ðàñøèðåííûõ
âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü � äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà
ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà âåêòîðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, èññëåäîâàòü âîïðîñ î åäèí-
ñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ, ñîõðàíÿþùåãî íîðìó, íà áîëåå øèðîêèå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà.

2. Îïèñàòü ïðîäîëæåíèÿ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî, çàäàííîãî íà ãðóï-
ïå ïîëîæèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, íà ïîëóãðóïïó íåîòðèöàòåëüíûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

3. Èññëåäîâàòü, êàê èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïðè åãî ðàñøèðåíèè íà ïîëóãðóïïó íåîòðèöàòåëüíûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ: ðàñøèðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíä-
ðà ñ ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà áîëåå øèðîêèå ïðîñòðàíñòâà;
êëàññû ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è êî-
ýôôèöèåíòàìè, îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ: ñâîéñòâà ðàñøèðåíèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
îïåðàòîðîâ, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû.



4

Âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåí êàê åãî ãëóáîêèì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì ñîäåðæàíèåì, òàê è ðàçíîîáðàçíûìè ïðèëîæåíèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íîâèçíà è îñ-
íîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Íà îñíîâå òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíî îïèñàíèå êëàññà ðàçðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ íåïðå-
ðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ðàçðûâ-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä.

2. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ìåðó, ïðè êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïî
çàäàííîé ìåðå íåïðåðûâíî íà ïîëóãðóïïå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ìåðû íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî ó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìîíîòîííîå ïðîäîëæåíèå
íà ïîëóãðóïïó íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðîå ñîâïàäà-
åò ñ ðàñøèðåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî
ðàñøèðåííûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïîëóíåïðåðûâíûõ
ñâåðõó è ìîíîòîííûõ ôóíêöèîíàëîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäè-
óñà îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà êàê òåõíè÷åñêèé
ðåçóëüòàò ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Äèíè.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Îïèñàíèå êëàññà ðàçðûâíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êî-
òîðûõ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâå-
øåííîãî ñäâèãà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è äëÿ íåïðåðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ,
ïîëó÷åííîå íà îñíîâå òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà.

2. Ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàçðûâíîñòè ñðåäíåãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïî çàäàííîé ìåðå, êàê ôóíêöèîíàëà íà ïîëóãðóïïå íåîòðè-
öàòåëüíûõ ôóíêöèé; îïèñàíèå òî÷åê ðàçðûâà òàêîãî ôóíêöèîíàëà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî, íà îñíîâå îáîáùåííîé òåîðåìû Äèíè, òîãî, ÷òî ðàñ-
øèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì
êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, êîòîðîå ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è
ìîíîòîííî.
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Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷-
íî. Ðîëü íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ À.Á. Àíòîíåâè÷à ñîñòîÿëà â ïîñòàíîâêå ðàñ-
ñìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ è àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîíííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíôåðåíöèé:

- Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "XI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ êîíôåðåíöèÿ"(Ìèíñê, 2012 ã.);

- "XIV Ðåñïóáëèêàíñêàÿ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ
ó÷åíûõ"(Áðåñò, 2012 ã.);

- XV ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì "Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ - 2013"(Ãðîäíî, 2013 ã.);

- Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "ÊÌÌÊ-
2013"(Ñóäàê, 2013 ã.);

- Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-
ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ �
III"(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2013);

- "Øåñòíàäöàòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ èìåíè àêàäåìè-
êà Ìèõàèëà Êðàâ÷óêà"(Êèåâ, 2015 ã.);

- Ðåñïóáëèêàíñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 85-
ëåòèþ ëàóðåàòà Íîáåëåâñêîé ïðåìèè Æ.È. Àëôåðîâà (Áðåñò, 2015)

- Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëå-
ìû òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ �
VII"(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2017).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÁÃÓ (Ìèíñê, 2012-2017 ãã.).
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Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 12 íàó÷íûõ ðàáîòàõ,
èç íèõ 4 ñòàòüè â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïóíêòîì 18 Ïîëîæåíèÿ
î ïðèñóæäåíèè ó÷¼íûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷¼íûõ çâàíèé â Ðåñïóáëè-
êå Áåëàðóñü (îáùèì îáú¼ìîì 1,5 àâòîðñêîãî ëèñòà), 2 ñòàòüè â ñáîðíèêàõ
ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé è 6 òåçèñîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, îáùåé
õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, 4 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà.
Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðû è îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ âî âòî-
ðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ãëàâàõ. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 134
ñòðàíèöû, â òîì ÷èñëå 2 ðèñóíêà çàíèìàþò 1 ñòðàíèöó. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé
ñïèñîê ñîäåðæèò 61 íàèìåíîâàíèå, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûå ïóáëèêàöèè àâòîðà
ïî òåìå äèññåðòàöèè.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, îáîñ-
íîâûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü èññëåäîâàíèÿ ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà è ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè
ïîëó÷åíèè íà åãî îñíîâå íîâûõ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, ïðèâåäåí êðàò-
êèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå.

Ïóñòü Φ � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Φ∗ � åãî ñîïðÿæåííîå.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëû f , îïðåäåëåííûå íà Φ, ïðèíèìàþùèå çíà-
÷åíèÿ â ðàñøèðåííîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R = R ∪ {±∞}. Ìíîæåñòâî

D(f) = {ϕ ∈ Φ : f(ϕ) < +∞}

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé îáëàñòüþ ôóíêöèîíàëà f . Ñëó÷àé f(ϕ) ≡ +∞
òðèâèàëüíûé, ïîýòîìó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî D(f) 6= ∅.

Äâîéñòâåííûì ïî Ëåæàíäðó ê ôóíêöèîíàëó f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë
f ∗ : Φ∗ → R, çàäàííûé âûðàæåíèåì

f ∗(ν) := sup
ϕ∈Φ
{< ϕ, ν > −f(ϕ)} = sup

ϕ∈D(f)

{< ϕ, ν > −f(ϕ)} .
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Îòîáðàæåíèå f 7→ f ∗ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Â ëèòåðàòóðå
èñïîëüçóþòñÿ òàêæå íàçâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôåíõåëÿ -Ëåæàíäðà è ïðåîá-
ðàçîâàíèå Þíãà.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà g, çàäàííîãî íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå Φ∗, ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèîíàë íà èñõîäíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Φ, çàäàííûé àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé:

g∗(ϕ) = sup
ν∈Φ∗
{< ϕ, ν > −g(ν)} .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ñôîðìóëèðîâàí â
ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 1.4. (Ôåíõåëü-Ìîðî) Äëÿ ôóíêöèîíàëà f íà ïðîñòðàíñòâå

Φ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(1) Ñîïðÿæåííûé ôóíêöèîíàë f ∗ - âûïóêëûé è ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó

íà Φ∗;
(2) Âòîðîé ñîïðÿæåííûé ôóíêöèîíàë f ∗∗ - ýòî íàèáîëüøèé âûïóêëûé

ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, âñþäó íå ïðåâîñõîäÿùèé f ;
(3) f ∗∗ = f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèîíàë f âûïóêëûé è

ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó.
Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèîíàëà f íà Φ â âèäå f = g∗ íàçûâàþò âàðèàöèîí-

íûì ïðèíöèïîì äëÿ f .
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé Φ = C(X), ãäå X åñòü êîìïàêòíîå îòäåëèìîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà- Ìàðêîâà-Êàêóòàíè, êàæäûé ëèíåéíûé îãðà-
íè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà C(X) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà, ïîýòîìó
ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà âûïóêëîãî è ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ôóíêöèî-
íàëà g íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå C(X)∗ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

g∗(ϕ) ≡ sup
ν∈C(X)∗

{∫
X

ϕ(x)dν − g(ν)

}
.

Â ïðèëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèîíàëû f îáû÷íî çàäàþòñÿ íå ñ
ïîìîùüþ ϕ, êîòîðûå íàçûâàþò ïîòåíöèàëàìè, à ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé
a(x) = eϕ(x). Òîãäà âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

f(ln a) = sup
ν∈C(X)∗

{∫
X

ln a(x)dν − g(ν)

}
, (1)

Ôóíêöèè a, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ýêñïîíåíòû, îáðàçóþò îòêðûòûé êîíóñ
K â C(X), ñîñòîÿùèé èç íåïðåðûâíûõ è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé.
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìóëüòèïëèêàòèâíîì
âèäå, èñïîëüçóþùåì âìåñòî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ìóëüòèïëèêàòèâíûå.
Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëó íà ïðîñòðàíñòâå
C(X)∗ ôóíêöèîíàë íà K. Îíî âîçíèêàåò, åñëè ïåðåéòè ê ôóíêöèîíàëàì

F (a) = exp [f(ln a)] , G(ν) = exp [g(ν)] . (2)

Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïî íîðìèðîâàííîé ìåðå ν íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèîíàë íà K, çàäàííûé âûðàæåíèåì:

Sν(a) = exp

∫
X

ln a(x)dν. (3)

Òîãäà âàðèàöèîííûé ïðèíöèï (1) äëÿ a ∈ K çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

F (a) = max
ν∈D(g)

{
Sν(a)

G(ν)

}
, (4)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà.
Äëÿ ôóíêöèé èç K èíòåãðàë â (3) ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Ïîëàãàÿ â ýòîì

ñëó÷àå Sν(a) = 0, ïîëó÷àåì ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé
íà K òîé æå ôîðìóëîé (3).

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü â (1) (è â (4)) îïðåäåëåíà äëÿ ðàçðûâíûõ
ôóíêöèé a è äëÿ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü, òåì ñàìûì çàäàåò ðàñ-
øèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà � ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà áîëåå
øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé. Ïðè ýòîì èññëåäóåìûå ôóíêöèîíàëû f è F (íà-
ïðèìåð, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà) îáû÷íî îïðå-
äåëåíû äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèè a è äëÿ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íóëåâûå
çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâàõ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äèññåðòàöèè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èç âûïîëíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà
f = g∗ äëÿ a ∈ K ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â òîé æå ôîðìå
âûïîëíåí äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé.

Çäåñü âîçíèêàþò äâå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå çàäà÷è, èìåþùèå ñâîè îñî-
áåííîñòè.

1. Ïðîäîëæåíèå íà ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííûõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.
Ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì (â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ò.å. çäåñü èäåò ðå÷ü î
ïðîäîëæåíèè ôóíêöèîíàëà ñ çàìêíóòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Îáû÷íî ñóùå-
ñòâóåò ìíîãî òàêèõ ïðîäîëæåíèé è çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè òåõ èç
íèõ, êîòîðûå åñòåñòâåííû â êîíòåêñòå ïðèëîæåíèé ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì.
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Â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ êàêèõ a ñïðàâåäëèâ âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï â ôîðìå (1)?

2. Ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ íà ïîëóãðóïïó K. Êàæäàÿ íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì (â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó çäåñü èäåò ðå÷ü î
ïðîäîëæåíèè ôóíêöèîíàëîâ ñ ìíîæåñòâàK íà åãî çàìûêàíèåK. Åñëè f è g∗

íåïðåðûâíû, òî èõ ñîâïàäåíèå íà çàìûêàíèè î÷åâèäíî. Çäåñü ñîäåðæàòåëü-
íîñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàñøèðåíèå g∗ íà K ìîæåò îêàçàòüñÿ
ðàçðûâíûì ôóíêöèîíàëîì.

Îñíîâíûìè ïðèìåðàìè â ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ
ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü F (X) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà ìíîæåñòâå X, αk : X → X � çàäàííûå îòîáðàæåíèÿ, ak �
çàäàííûå íà X ôóíêöèè.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð B, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå F (X), íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèîíàëüíûì îïåðàòîðîì, åñëè îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Bu(x) =
m∑
k=1

ak(x) u(αk(x)), u ∈ F (X).

Ôóíêöèîíàëüíûé îïåðàòîð, èìåþùèé òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå, ò.å. îïåðàòîð
âèäà

Bu(x) = a(x) u(α(x)), u ∈ F (X), (5)

íàçûâàþò îïåðàòîðîì âçâåøåííîãî ñäâèãà, êîìïîçèöèîííûì îïåðàòîðîì ñ
âåñîì èëè îïåðàòîðîì âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè.

Âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X åñòü êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìå îòäåëèìîñòè Õàóñäîðôà.

Ïóñòü µ - áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X, A - ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî â X.
Âíóòðåííÿÿ ìåðà µ∗(A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïðåìóì ìåð âñåõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â A. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíåíî µ∗(A) = µ(A).

Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ
α : X → X, åñëè α èçìåðèìî è µ(α−1(ω)) = µ(ω) äëÿ ëþáîãî èçìå-
ðèìîãî ìíîæåñòâà ω. Îòîáðàæåíèå α â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ñîõðàíÿþùèì
ìåðó.

Ìåðà íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé èëè âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ(X) = 1.
Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé òî÷êîé ìåðû µ, åñëè ëþáàÿ

îêðåñòíîñòü òî÷êè µ èìååò íåíóëåâóþ ìåðó. Íîñèòåëåì ìåðû µ íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî supp µ âñåõ ñóùåñòâåííûõ òî÷åê ýòîé ìåðû.



10

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PMα(X) ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà
ïðîñòðàíñòâå X, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ α.
Òåîðåìà 1.8.4 Åñëè X åñòü êîìïàêòíîå îòäåëèìîå ïðîñòðàíñòâî, òî

äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà B = aTα â ïðî-
ñòðàíñòâå C(X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

lnR(aTα) = max
ν∈PMα(X)

∫
X

ln |a(x)|dν. (6)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè a, òî ìíîæåñòâî ïîòåí-
öèàëîâ

{ln |a(x)| : a ∈ C(X), a(x) > 0} = C(X).

Òîãäà ñïåêòðàëüíûé ïîêàçàòåëü f(ϕ) = lnR(eϕTα) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ôóíêöèîíàë íà C(X), è ðàâåíñòâî (6) îçíà÷àåò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ (îá-
ðàòíûì) ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèîíàëà

gα(ν) =

{
0, ν ∈ PMα(X),

+∞, ν /∈ PMα(X),
(7)

ýôôåêòèâíîé îáëàñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî PMα(X).
Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè ðàâåíñòâî (6) èìååò âèä

R(aTα) = max
ν∈PMα(X)

Sν(a).

Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèó-
ñà îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(X,µ) äëÿ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé α. Â
ñëó÷àå íåîáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåäñòàâèì â
âèäå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé íàçûâà-
åòñÿ t−ýíòðîïèåé è îòëè÷åí îò (7)5.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè ðàñøèðåíèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà íà êëàññû ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ýòè âîïðîñû ñî-
äåðæàòåëüíû äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà,
äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå íà âñå
ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå òó æå ñàìóþ íîðìó. Òàêîå ïðîäîëæåíèå â îáùåì

4Àíòîíåâè÷, À.Á. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îïåðàòîðíûé ïîäõîä / À.Á. Àíòîíåâè÷. �
Ìèíñê : Óíèâåðñèòåòñêîå, 1988. � 233 c.

5Antonevich, A.B. A road to the spectral radius of transfer operators / A.B. Antonevich, V.I. Bakhtin,
A.V. Lebedev // Contemporary mathematics : Dynamical systems and group actions. � 2012. � Vol. 567. �
P. 17�51.
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ñëó÷àå íå åäèíñòâåííî, íî â ðÿäå çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î åäèí-
ñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.1.1 ïîëó÷åí îáùèé ðåçóëüòàò � ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâå L íîðìèðîâàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íà
êîòîðîå ýòîò ôóíêöèîíàë åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ ñ ñîõðàíåíè-
åì íîðìû. Íà ïðèìåðå ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâåRn ñ ðàçíûìè íîðìàìè
ïîêàçàíî, êàê ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ïðîäîëæåíèé, ñîõðàíÿþ-
ùèõ íîðìó, çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà � ôîðìû åäèíè÷íîãî øàðà â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå, îò èñõîäíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L è îò ðàññìàòðèâàåìîãî
ôóíêöèîíàëà.

Â âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû âõîäÿò ïîëîæèòåëüíûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åí-
íûå ôóíêöèîíàëû âèäà

λ(ϕ) =

∫
X

ϕ(x)dν, ϕ ∈ C(X). (8)

Â ïîäðàçäåëå 2.1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîäîëæåíèÿ òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ñ
ïðîñòðàíñòâà C(X) íà ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèå ðàçðûâíûå ôóíêöèè.

Ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè â ïðèìåðàõ ñëóæàò êîýôôèöèåíòàìè îïåðà-
òîðîâ, äåécòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(X,µ), ãäå µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà è
supp µ = X. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ, çà-
äàþò îäèí è òîò æå îïåðàòîð, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïðåäåëåí íà ïðîñòðàí-
ñòâå L∞(X,µ) ñîñòîÿùåì èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó â
ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñ C(X)
íà ïîäïðîñòðàíñòâà èç L∞(X,µ).

Íàçîâåì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ ϕ ìîíîòîííî àïïðîêñèìèðóåìîé îòíîñè-
òåëüíî ìåðû ν, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f, g ∈ C(X)
òàêèå, ÷òî µ-ïî÷òè âñþäó g ≤ ϕ ≤ f è∫

X

(f(x)− g(x))dν < ε.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç MAν(X,µ).
Íàçîâåì ôóíêöèþ ϕ ∈ L∞(X,µ) ïî÷òè íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû

ν, åñëè êëàññ ϕ ñîäåðæèò ν-ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç ACν(X,µ).

Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèñåðòàöèè îòíîñèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.2. [1] Ïóñòü ν - ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ìåðà íà X, µ -

ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X, supp µ = X, è ïóñòü Rν(X,µ) -
íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ïîäïðîñòðàíñòâî ñðåäè âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
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L∞(X,µ), íà êîòîðûõ ëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèîíàëà (8), ñîõðàíÿþ-
ùåå íîðìó, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûì ôóíêöèîíàëîì λ. Òîãäà

Rν(X,µ) = MAν(X,µ) = ACν(X,µ)

è ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû L∞(X,µ).
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî Rν(X,µ) ìèíèìàëüíî � ñîâ-

ïàäàåò ñ C(X) è êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî Rν(X,µ) ìàêñèìàëüíî � ñîâïàäàåò
ñ L∞(X,µ).

Ðàçäåë 2.1.3 ñîäåðæèò îáñóæäåíèå ïðèíöèïèàëüíî âàæíûõ äëÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà ïðèìåðîâ, êîãäà X = [0, 1], à ν � ìåðà Ëåáåãà èëè ìåðà
Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà. Çäåñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 2.2 îêàçûâàåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêàÿ òåîðåìà Ëåáåãà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà ñîâïàäàåò ñ
èíòåãðàëîì Ðèìàíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìà-
íó.

Ïîäðàçäåë 2.2.1 ñîäåðæèò ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îáîá-
ùåíèÿ ôîðìóëû ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà íà
ñëó÷àé ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåí-

íîãî ñäâèãà (5) â ïðîñòðàíñòâå Lp(X,µ) ïðè a ∈ C(X) ñïðàâåäëèâ âàðèà-
öèîííûé ïðèíöèï (6). Åñëè (ðàçðûâíûé) êîýôôèöèåíò a ÿâëÿåòñÿ ν-ïî÷òè
âñþäó íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé äëÿ êàæäîé ìåðû ν ∈ PMα(X), òî äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà (5) ñïðàâåäëèâ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â òîé
æå ôîðìå (6).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ âàðèàöèîí-
íûé ïðèíöèï äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä, ÷åì â
ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ

Υα =

{
f : C(X)→ R

∣∣∣∣f(ϕ) =

∫
X

ϕdν, ν ∈ PMα(X)

}
.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü L åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â L∞(X,µ), èíâàðè-
àíòíîå îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ α. Åñëè ϕ = ln |a| ∈ L, òî äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà (5) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ln r(B) = max
PRΥα(L)

f(ln |a|),

ãäå PRΥα
(L) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ èíâàðèàíò-

íûõ, ñîõðàíÿþùèõ íîðìó ïðîäîëæåíèé íà L ôóíêöèîíàëîâ èç Υα.
Ýòî óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ åñòåñòâåííûì

ïðîäîëæåíèåì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë � ñóïðåìóì åãî ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.



13

Â ïîäðàçäåëàõ 2.2.2 è 2.2.3 ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ìîäåëüíûì ïðè-
ìåðàì îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà.

Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå êàê ôóíêöèîíàë íà ïîëó-
ãðóïïå K. Îïèñàíû ìåðû, ïðè êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàçðûâíî
íà K. Äëÿ êàæäîé òàêîé ìåðû îïèñàíû òî÷êè ðàçðûâà ñðåäíåãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî íà K.

Íà ãðóïïåK êàæäûé ôóíêöèîíàë âèäà (3) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì,
ìîíîòîííûì è íåïðåðûâíûì. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, íà ïîëóãðóïïå K
ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì ôóíêöèîíàëîì, íî ÿâëÿåòñÿ
ïðè ýòîì ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó.

Â ðàçäåëå 3.1 îïèñàí îáùèé âèä ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Â
ñëó÷àå ãðóïïû K ýòî îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ðèññà-Ìàðêîâà-
Êàêóòàíè î ïðåäñòàâëåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-
ñòðàíñòâå C(X). Íà ïîëóãðóïïå K òàêîé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü ðàçðûâ-
íûì è óòâåðæäåíèå î ïðåäñòàâëåíèè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ÿâëÿåòñÿ íîâûì.
Òåîðåìà 3.2. [2] Ïóñòü ôóíêöèîíàë S : K → R îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
(1) Sν(a1) ≤ Sν(a2), åñëè a1 ≤ a2 (ìîíîòîííîñòü);
(2) Sν(a1a2) = Sν(a1)Sν(a2) (ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü);
(3) Sν(e) = e, ãäå e - ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî ÷èñëó e;
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íîðìèðîâàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ

ìåðà ν íà X òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë S íà K ïðåäñòàâèì â âèäå ñðåäíåãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî (3) ïî ìåðå ν.

Ïîêàçàíî, ÷òî óæå äàæå â ñàìîì âàæíîì ñëó÷àå, êîãäà ν - ìåðà Ëåáå-
ãà íà îòðåçêå, ó ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî (3) íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ íàK. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà (3) íàK çàäàåò ðàçðûâíûé ôóíê-
öèîíàë.

Òàê êàê ó ôóíêöèîíàëà (3) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíîãî ïðîäîë-
æåíèÿ íà K, âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà âûäåëÿþò
ïðîäîëæåíèå, çàäàííîå òîé æå ôîðìóëîé, ñðåäè âñåõ äðóãèõ ðàçðûâíûõ ïðî-
äîëæåíèé? Îòâåòû äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.4. [2] Ïóñòü ν - íåêîòîðàÿ íîðìèðîâàííàÿ ðåãóëÿðíàÿ áî-

ðåëåâñêàÿ ìåðà íà X è ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ supp ν òàêàÿ, ÷òî
ν({x0}) = 0. Òîãäà äëÿ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî (3), çàäàííîãî íà K,
ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó ïðîäîë-
æåíèé íà K, ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìîíîòîííûõ ïðî-
äîëæåíèé íà K, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïîëóíåïðåðûâíîå
ñâåðõó ìîíîòîííîå ïðîäîëæåíèå è ýòî ïðîäîëæåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî
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òîé æå ôîðìóëîé (3).
Ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå âõîäÿò â ñîñòàâ ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðà-

äèóñà îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà è ðàçðûâíîñòü ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ïðèâîäèò ê ðàçðûâíîé çàâèñèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îò êîýô-
ôèöèåíòà.

Â ðàçäåëå 3.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î íåïðåðûâíîñòè è òî÷êàõ ðàçðûâà ñðåä-
íåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî íà K.
Òåîðåìà 3.5. [3] Ïóñòü ν - íîðìèðîâàííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X. Ñðåä-

íåå ãåîìåòðè÷åñêîå (3) ðàçðûâíî â òî÷êå a ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà èíòåãðàë

∫
X ln a(x)dν ñõîäèòñÿ è a(x0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ supp ν.

Òåîðåìà 3.6 [3] Ïóñòü X - ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ν - íîðìè-
ðîâàííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Íà K çàäàíî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå (3). Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Ôóíêöèîíàë Sν ðàçðûâåí â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ K;
(2) Cóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ supp ν òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåå íàéäåòñÿ

îêðåñòíîñòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé ìåðû;
(3) Cóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ supp ν òàêàÿ, ÷òî ν({x0}) = 0.
Â ãëàâå 4 îáñóæäàþòñÿ îòëè÷èÿ ðàñøèðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíä-

ðà îò êëàññè÷åñêîãî. Ïðèâåäåíû ñâîéñòâà, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ðàñøè-
ðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ñðåäè âñåõ äðóãèõ ïðîäîëæåíèé êëàññè-
÷åñêîãî.

Â ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëû f íà ïðîñòðàí-
ñòâå C(X), äëÿ êîòîðûõ äâîéñòâåííûé ôóíêöèîíàë g ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è
ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, à åãî ýôôåêòèâíàÿ îáëàñòüD(g) åñòü îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî, ëåæàùåå â êîíóñå K∗ ⊂ C(X)∗, ñîñòîÿùåì èç (ïîëîæèòåëüíûõ)
ìåð. Â ëåììå 4.1 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêîãî g ôóíêöèîíàë f = g∗ ïðèíèìà-
åò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ ϕ èç C(X), îí ìîíîòîííûé, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(ϕ) ≤ C1‖ϕ‖ − C0.

Ïîñëå ïåðåõîäà â ôóíêöèîíàëàì (2) ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå (4) è çàäàåò ôóíêöèîíàë F íà K, çàäàííûé ôîðìóëîé

F (a) = exp max
µ∈D(g)

{∫
X

ln a(x)dµ− g(µ)

}
. (9)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå (9) îïðåäåëåíà íà K è çàäàåò
ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îò g:

F̃ (a) = max
µ∈D(g)

exp

{∫
X

ln a(x)dµ− g(µ)

}
, a ∈ K.
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Â ïðèëîæåíèÿõ ëåâàÿ ÷àñòü â (9) îáû÷íî òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ a ∈ K.
Òåì ñàìûì èìååòñÿ äâà ôóíêöèîíàëà íà K è äëÿ ïîëó÷åíèÿ âàðèàöèîííî-
ãî ïðèíöèïà äëÿ ôóíêöèîíàëà F íà K òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâî ýòèõ
ôóíêöèîíàëîâ. Åñëè îáà ôóíêöèîíàëà íåïðåðûâíû, òî èõ ñîâïàäåíèå î÷å-
âèäíî. Íî â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ íà K, à ðàçðûâíûõ ïðîäîëæåíèé âñåãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.1. [4] Ïóñòü F åñòü ôóíêöèîíàë íà K, äëÿ êîòîðîãî ñïðà-

âåäëèâ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï (9), ãäå ýôôåêòèâíàÿ îáëàñòü D(g) åñòü
íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ëåæàùåå â êîíóñå ïîëîæèòåëüíûõ
ìåð K∗. Òîãäà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó è ìîíî-
òîííîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà K. Ýòî ïðîäîëæåíèå ìîæåò
áûòü çàäàíî ôîðìóëîé

F̃ (a) = lim
n→∞

F (a+ 1/n),

è ýòî ïðîäîëæåíèå åñòü F̃ � ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíê-
öèîíàëà g.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïå-
ðàöèè ïåðåõîäà ê ïðåäåëó è îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà (ñóïðåìóìà).

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Äèíè óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ìîíîòîííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü fn ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà êîìïàêòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f , òî îíà
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî è, â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

max
x∈X

fn(x) = max
x∈X

f(x). (10)

Ðàâåíñòâî (10) ìîæåò âûïîëíÿòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà íåò ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè è êîãäà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
Òåîðåìà 4.2 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Äèíè). [4] Ïóñòü X -

êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, fn � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â {−∞} ∪ R è
f(x) := limn→∞ fn(x). Åñëè ôóíêöèè fn ïîëóíåïðåðûâíû ñâåðõó, òî f òàê-
æå ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (10).

Â ðàçäåëå 4.5, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.1, óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ôóíêöèîíàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè â òîé æå ôîðìóëèðîâêå, ÷òî
è äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, çàäàííîãî íà ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå íàèáîëüøåãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé, íà êîòîðîå
åãî ïðîäîëæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íîðìó, åäèíñòâåííî. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ
ïîëó÷åíû íîâûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïå-
ðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà [1, 5].

2. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ïîëóãðóïïå íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìîíîòîííîå ïðîäîëæåíèå
ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïî ìåðå è îíî çàäàíî òîé æå ôîðìóëîé. Îïèñàíû
ìåðû, äëÿ êîòîðûõ òàêîå ïðîäîëæåíèå ðàçðûâíî, è äëÿ êàæäîé òàêîé ìåðû
íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà [2, 3, 8].

3. Ïîêàçàíî, ÷òî êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìîíîòîííîå ïðîäîëæåíèå íà ïîëóãðóï-
ïó íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è ýòî ïðîäîëæåíèå ñîâïàäàåò
ñ ðàñøèðåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åí
òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò � îáîáùåííàÿ òåîðåìà Äèíè. Äàíû ïðèëîæåíèÿ: ê
âû÷èñëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà è ôóíê-
öèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü [4, 6, 7,
9, 10, 11, 12].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèåì âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ ñïåêòðàëü-
íîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà; îíè òàêæå èìåþò ïðèëîæåíèÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, òåîðèè èíòåãðàëà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå íà ñïåöêóðñàõ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó
àíàëèçó è ñìåæíûì äèñöèïëèíàì.
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ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÉ ÑÎÈÑÊÀÒÅËß
ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ñòàòüè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ

1. Ëåîíîâà, Å.Þ. Ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ïîëîæè-
òåëüíîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå C(X) /
Å.Þ. Ëåîíîâà // Âåñòí. Áåëîðóññêîãî ãîñ. óí-òà. Ñåð. 1 : Ôèç. Ìàò. Èí-
ôîðì. � 2012. � � 2. � Ñ. 121�127.

2. Ëåîíîâà, Å.Þ. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó ôóíêöè-
îíàëû íà ïîëóãðóïïå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé / Å.Þ. Ëåîíîâà // Âåñòí.
Áåëîðóññêîãî ãîñ. óí-òà. Ñåð. 1 : Ôèç. Ìàò. Èíôîðì. � 2015. � �3 - Ñ. 103�110.

3. Ëåîíîâà, Å.Þ. Êðèòåðèè íåïðåðûâíîñòè ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî íà
ïîëóãðóïïå íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé / Å.Þ. Ëåîíîâà // Âåñí. Ãðîäçåíñêà-
ãà äçÿðæ. ó-òà iìÿ ßíêi Êóïàëû. Ñåð. 2 : Ìàò. Ôiç. Iíôàðì., âûëi÷. òýõíiêà
i êiðàâàííå. � 2016. � Ò. 6, � 1. � C. 55�63.

4. Àíòîíåâè÷, À.Á. Ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà íà C(X) è åãî
ïðèëîæåíèÿ / À.Á. Àíòîíåâè÷, Å.Þ. Ëåîíîâà // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè. � 2016. � Ò. 24, � 2. � Ñ. 3�13.

Ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé

5. Ëåîíîâà, Å.Þ. Ìíîæåñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ìàêñèìóìà
äâóõ ëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ / Å.Þ. Ëåîíîâà // XIV Ðåñ-
ïóáëèêàíñêàÿ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ : ñá. ìà-
òåðèàëîâ, Áðåñò, 11 ìàÿ 2012 ã. : â 2 ÷. / Ì-âî îáðàçîâàíèÿ Ðåñï. Áåëàðóñü,
Áðåñò. ãîñ. óí-ò èìåíè À.Ñ. Ïóøêèíà ; ïîä îáù. ðåä. Â.Â. Çäàíîâè÷à. � Áðåñò,
2012. � ×.1. � Ñ. 63�65.

6. Àíòîíåâè÷, À.Á. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ðàñøèðåííîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû / À.Á. Àíòîíåâè÷, Å.Þ. Ëåîíî-
âà // Øåñòíàäöàòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ èì. àêàä. Ìèõà-
èëà Êðàâ÷óêà : ìàòåðèàëû êîíô., Êèåâ, 14�15 ìàÿ 2015 ã. : â 3 ò. / ÍÒÓÓ
¾ÊÏÈ¿. � Êèåâ, 2015. � Ò. 2. : Àëãåáðà. Ãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. �
C. 48�51.

Òåçèñû

7. Ëåîíîâà, Å.Þ. Ýôôåêòû ðàçðûâíîñòè ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòî-
ðà âçâåøåííîãî ñäâèãà / Å.Þ. Ëåîíîâà // XI Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
êîíôåðåíöèÿ : òåç. äîêë. Ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô., Ìèíñê, 4 � 9 íîÿáðÿ 2012 ã. :
â 5 ÷. / Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè. � Ìèíñê, 2012. � ×. 1. : Âåùå-
ñòâåííûé è êîìïëåêñíûé àíàëèç. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è îïåðàòîðíûå
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óðàâíåíèÿ. Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ. � Ñ. 48.
8. Ëåîíîâà, Å.Þ. Î ïîâåäåíèè ñðåäíèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðè ìàëîì âîç-

ìóùåíèè ôóíêöèè / Å.Þ. Ëåîíîâà // XV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí-
ôåðåíèöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Åðóãèíñêèå ÷òåíèÿ�2013) :
òåç. äîêë. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, Ãðîäíî, 13-16 ìàÿ 2013
ã. : â 3 ÷. / Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Áåëàðóñè. � Ìèíñê, 2013. � ×. 2. :
Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
è óðàâíåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ìåòîäèêà
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â âûñøåé øêîëå. � Ñ. 39�40.

9. Àíòîíåâè÷, À.Á. Ðàñøèðåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà / À.Á. Àíòî-
íåâè÷, Å.Þ. Ëåîíîâà // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû òåîðèè îïåðàòîðîâ
è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ � III : òåç. äîêë. ìåæäóíàð. íà-
ó÷. êîíô., Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2 - 7 èþíÿ 2013 ã. / Èçä-âî ÑÊÍÖ ÂØ ÞÔÓ. �
Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2013. � C. 12.

10. Ëåîíîâà, Å.Þ. Î åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ /
Å.Þ. Ëåîíîâà // Êðûìñêàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Êîíôåðåí-
öèÿ (ÊÌÌÊ - 2013) : òåç. äîêëàä., Ñóäàê, Óêðàèíà, 22 ñåíòÿáðÿ - 4 îêòÿáðÿ
2013 ã. : â 6 ò. / ÊÍÖ ÍÀÍÓ. � Ñèìôåðîïîëü, 2013. � Ò. 1. : Âåùåñòâåííûé è
êîìïëåêñíûé àíàëèç. Îáùàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðîâ. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ îïå-
ðàòîðîâ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ. � Ñ. 35�36.

11. Àíòîíåâè÷, À.Á. Ðàñøèðåííîå òîïîëîãè÷åñêîå äàâëåíèå / À.Á. Àíòî-
íåâè÷, Å.Þ. Ëåîíîâà // Ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâà-
íèé : íàó÷íûé è ìåòîäè÷åñêèé àñïåêòû : ñá. òåçèñîâ äîêëàä. ðåñïóáë. íà-
ó÷. -ïðàêòè÷. êîíô., ïîñâÿùåííîé 85-ëåòèþ ëàóðåàòà Íîáåëåâñêîé ïðåìèè
Æ.È. Àëôåðîâà, Áðåñò, 16-17 àïðåëÿ 2015 ã. / Áðåñò. ãîñ. óí-ò èìåíè À.Ñ.
Ïóøêèíà ; ïîä îáù. ðåä. Í.Í. Ñåíäåðà. � Áðåñò, 2015. � Ñ. 11.

12. Àíòîíåâè÷, À.Á. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèî-
íàëà / À.Á. Àíòîíåâè÷, Å.Þ. Ëåîíîâà // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû
òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ � VII : ìà-
òåðèàëû è äîêëàäû ìåæäóíàð. íàó÷. êîíô., Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 23�28 àïðåëÿ
2017 ã. / Èçäàòåëüñêèé öåíòð ÄÃÒÓ. � Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2017. � C. 15.
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ÐÅÇÞÌÅ

Ëåîíîâà Åâãåíèÿ Þðüåâíà

Èññëåäîâàíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ íà îñíîâå ðàñøèðåíèé
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà, îïåðàòîð âçâå-
øåííîãî ñäâèãà, âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû, ñðåäíåå ãåìåòðè÷åñêîå, ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðàñøèðåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà è ïîëó÷åíèå íà åãî îñíîâå íîâûõ âàðèàöèîííûõ
ïðèíöèïîâ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ôóíêöèîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ
äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè èñïîëüçîâàëèñü êîìáèíàöèè ìåòîäîâ òåîðèè
ìåðû, òåîðèè îïåðàòîðîâ è âûïóêëîãî àíàëèçà.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:
1. Íà îñíîâå òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ïðîäîëæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ëè-

íåéíîãî ôóíêöèîíàëà âïåðâûå ïîëó÷åíî îïèñàíèå êëàññà ðàçðûâíûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè êîòîðûõ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ñïåê-
òðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è
äëÿ íåïðåðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàñ-
ñîâ êîýôôèöèåíòîâ âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä.

2. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ìåðó, ïðè êîòîðûõ ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ïî
çàäàííîé ìåðå íåïðåðûâíî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû íàéäåíû òî÷êè ðàçðûâà
ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî.

3. Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî ó ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíä-
ðà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ìîíîòîííîå ïðîäîëæå-
íèå íà ïîëóãðóïïó íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, êîòîðîå ñîâïà-
äàåò ñ ðàñøèðåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî
ðàñøèðåííûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïîëóíåïðåðûâíûõ
ñâåðõó è ìîíîòîííûõ ôóíêöèîíàëîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäè-
óñà îïåðàòîðîâ âçâåøåííîãî ñäâèãà. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà êàê òåõíè÷åñêèé
ðåçóëüòàò ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Äèíè.

Ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå çàäà÷è â îáùåé ïîñòàíîâ-
êå, ïîçâîëÿþùåé âûÿâèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè. Êàê ïðè-
ëîæåíèå ïîëó÷åíû íîâûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäè-
óñà îïåðàòîðà âçâåøåííîãî ñäâèãà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-
ëèçå, òåîðèè èíòåãðàëà è èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ.
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ÐÝÇÞÌÝ

Ëÿâîíàâà ß²ãåíiÿ Þð'å²íà

Äàñëåäàâàííå âàðûÿöûéíûõ ïðûíöûïà² íà àñíîâå ïàøûðýííÿ²
ïåðà²òâàðýííÿ Ëåæàíäðà

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: ïàøûðýííå ïåðà²òâàðýííÿ Ëåæàíäðà, àïåðàòàð ²çâà-
æàíàãà çðóõó, âàðûÿöûéíûÿ ïðûíöûïû, ñÿðýäíÿå ãåàìåòðû÷íàå, ëiíåéíû
íåïàðû²íû ôóíêöûÿíàë, ìóëüòûïëiêàòû²íû ôóíêöûÿíàë.

Ìýòàé äûñåðòàöûéíàé ïðàöû ç'ÿ²ëÿåööà âûâó÷ýííå óëàñöiâàñöÿ² ïàøû-
ðàíàãà ïåðà²òâàðýííÿ Ëåæàíäðà i àòðûìàííå íà ÿãî àñíîâå íîâûõ âàðûÿ-
öûéíàÿ ïðûíöûïà² äëÿ ñïåêòðàëüíàãà ðàäûóñà ôóíêöûÿíàëüíûõ àïåðàòà-
ðà². Äëÿ äàñÿãíåííÿ ïàñòà²ëåíàé ìýòû âûêàðûñòî²âàëiñÿ êàìáiíàöûi ìåòà-
äà² òýîðûi ìåðû, òýîðûi àïåðàòàðà² i âûïóêëàãà àíàëiçó.

Ó äûñåðòàöûéíàé ïðàöû àòðûìàíû íàñòóïíûÿ íîâûÿ âûíiêi:
1. Íà àñíîâå òýàðýìû àá àäçiíàñöi ïðàöÿãó ñòàíî²÷àãà ëiíåéíàãà ôóíêöû-

ÿíàëó ²ïåðøûíþ àòðûìàíà àïiñàííå êëàñà ðàçðû²íûõ ñòàíî²÷ûõ êàýôiöû-
åíòà², ïðû ÿêiõ âàðûÿöûéíûÿ ïðûíöûïû äëÿ ñïåêòðàëüíàãà ðàäûóñà àïå-
ðàòàðà ²çâàæàíàãà çðóõó ìàþöü òîé æà âûãëÿä, øòî i äëÿ íåïàðû²íûõ êà-
ýôiöûåíòà². Ïàêàçàíà, øòî äëÿ áîëüø øûðîêiõ êëàñà² êàýôiöûåíòà² âàðû-
ÿöûéíûÿ ïðûíöûïû ìàþöü áîëüø ñêëàäàíû âûãëÿä.

2. Àòðûìàíûÿ óìîâû íà ìåðó, ïðû ÿêiõ ñÿðýäíÿå ãåàìåòðû÷íàå ïà çàäàä-
çåíàé ìåðû íåïàðû²íà. Äëÿ àäâîëüíàé ìåðû çíîéäçåíû ïóíêòû ðàçðûâó
ñÿðýäíÿãà ãåàìåòðû÷íàãà.

3. Óïåðøûíþ ïàêàçàíà, øòî ìóëüòûïëiêàòû²íàå ïåðà²òâàðýííå Ëåæàíä-
ðà ìàå àäçiíû ïà²íåïàðû²íû çâåðõó ìàíàòîííû ïðàöÿã íà ïà²ãðóïó íåàä-
ìî²íûõ íåïàðû²íûõ ôóíêöûé, ÿêi ñóïàäàå ç ïàøûðàíûì ïåðà²òâàðýííåì
Ëåæàíäðà. Òûì ñàìûì ïàêàçàíà, øòî ïàøûðàíûÿ âàðûÿöûéíàé ïðûí-
öûïû ñïðàâÿäëiâûÿ äëÿ ïà²íåïàðû²íûõ çâåðõó ìàíàòîííûõ ôóíêöûÿíàëà²,
ó ïðûâàòíàñöi, äëÿ ñïåêòðàëüíàãà ðàäûóñó àïåðàòàðà² ²çâàæàíàãà çðóõó. Ó
õîäçå äîêàçó ÿê òýõíi÷íû âûíiê àòðûìàíà àáàãóëüíåííå òýàðýìû Äçiíi.

Ïðûíöûïîâà íîâûì ç'ÿ²ëÿåööà ðàçãëÿä çàäà÷û ² àãóëüíàé ïàñòàíî²öû,
ÿêàÿ äàçâàëÿå âûÿâiöü íàéáîëüø iñòîòíûÿ çàêàíàìåðíàñöi. ßê äàäàòàê àò-
ðûìàíû íîâûÿ âàðûÿöûéíûÿ ïðûíöûïû äëÿ ñïåêòðàëüíàãà ðàäûóñà àïåðà-
òàðà ²çâàæàíàãà çðóõó.

Âûíiêi äûñåðòàöûi ìîãóöü áûöü óæûòûÿ ó ìàòýìàòû÷íûì àíàëiçå, òýîðûi
iíòýãðàëà i âûêàðûñòàíû ó íàâó÷àëüíûì ïðàöýñå ïðû ÷ûòàííi ñïåöûÿëüíûõ
êóðñà².
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The goal of the thesis is to study the properties of the extended Legendre
transformation and to get new variational principles for the spectral radius
of functional operators on the basis of those properties. To achieve this goal,
the combinations of methods from measure theory, operator theory, and convex
analysis are used.

The following new results have been obtained in the thesis:
1. Using the theorem on uniqueness of the extension of a positive linear

functional, for the �rst time the description of the class of discontinuous positive
coe�cients is obtained, such that the variational principles for the spectral radius
of the weighted shift operator with those coe�cients have the same form as for
continuous coe�cients. It is shown that, for broader classes of coe�cients, the
variational principles have more complex form.

2. Conditions on a measure for which the geometric mean with respect to the
given measure is continuous are obtained. For an arbitrary measure, the points
of discontinuity of geometric mean are found.

3. For the �rst time it is shown that for the multiplicative Legendre
transformation there exists a unique upper semicontinuous monotone extension
onto the semigroup of non-negative continuous functions. Such extension
coincides with the extended Legendre transformation. This shows that the
extended variational principles are valid for upper semicontinuous and monotone
functionals, in particular, for the spectral radius of weighted shift operators. In
the course of the proof, as a technical result, a generalization of Dini's theorem
is obtained.

The consideration of the problem in a general formulation is fundamentally
new, which makes it possible to reveal the most signi�cant regularities. As an
application the new variational principles for the spectral radius of the weighted
shift operator are obtained.

The results of the thesis can be applied in mathematical analysis, integral
theory and can be applied into the educational process when delivering special
courses.


