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УТОЧНЕНИЕ  ГРАНИЦ  ДЛЯ  ВЕРОЯТНОСТИ  ОШИБКИ  
ПЕРВОГО  РОДА  ПРОЦЕДУРЫ  БОНФЕРРОНИ   
В  СЛУЧАЕ  НОРМАЛЬНОГО  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ   

СТАТИСТИК  КРИТЕРИЕВ 

И. С. Милованова 

ВВЕДЕНИЕ 

Задача множественной проверки гипотез возникает во многих при-
кладных областях: медицине, генетике, криптографии и т.д.  
Например, при применении статистических методов в медицине для 

изучения эффективности методики лечения на двух группах больных, 
одна из которых использовала изучаемую методику, сравнение проводят 
по m  различным показателям, и для каждого показателя используется 
свой статистический критерий. В данном случае возникает проблема 
принятия итогового решения об эффективности методики лечения [4]. В 
криптографии подобная проблема возникает при статистической провер-
ке качества бинарных последовательностей � выходных последователь-
ностей криптографических алгоритмов или генератора псевдослучайных 
чисел � с использованием множества критериев для обнаружения раз-
личных отклонений от равномерного распределения [3]. 
Для принятия итогового решения по результатам отдельных критери-

ев разработаны процедуры множественной проверки гипотез. Наиболее 
известной процедурой является процедура Бонферрони [5]. Известно [5], 
что если статистики критериев зависимы, то данная процедура является 
консервативной, т.е. вероятность ошибки первого рода значительно 
меньше заданного уровня значимости. В данной статье предложено 
уточнение границ для вероятности ошибки первого рода процедуры 
Бонферрони для семейства критериев с нормальным распределением 
статистик. Уточнение границ получено с учетом попарных зависимостей 
между статистиками. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Пусть для проверки гипотез m0,0,1 H,...,H  против альтернатив m1,1,1 H,...,H  
соответственно имеется m  критериев со статистиками mss ,,1… . 
Предполагается, что при i0,H статистика is  имеет стандартное нор-

мальное распределение и при ∩m
i 1 i0,0 HH ==  совместное распределение 
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статистик }{ is  также является нормальным с известной ковариационной 
матрицей: 
 ),,0(})',...,({L 1 Σ== Nsss m  ijji ss ρ=},{Cov , mji ,1, = . 

Будем рассматривать двухсторонние критерии следующего вида: 
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где статистики mss ,...,1  вычисляются по наблюдаемой выборке X , }{ iα  
� уровни значимости индивидуальных критериев. Переходя от стати-
стик критериев mss ,,1…  к P-значениям mpp ,,1… , |)|(2)( iiii sspp −Φ== , 
получаем эквивалентный вид критериев:  
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Необходимо проверить «объединенную» гипотезу ∩m
i 1 i0,0 HH ==  про-

тив альтернативы ∪m
i 1 i1,1 HH == . 

Введем в рассмотрение обобщенную вероятность ошибки первого ро-
да [4]: 
 }H|H{ 0i0,однубыхотяотвергнутьP=ε . (2) 

Процедура Бонферрони, использующая для принятия решения P-зна-
чения, полученные при проверке индивидуальных гипотез, имеет вид [5]: 
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Для значения обобщенной вероятности ошибки первого рода ε  дан-
ной процедуры известны следующие границы [4]: 
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Тогда, выбирая mimci ,1,/ === ααα , для процедуры Бонферрони 
будет выполняться αε ≤ . Однако в случае сильной зависимости между 
статистиками критериев такой выбор уровня значимости индивидуаль-
ных критериев может привести к завышенной оценке сверху [5]: 

1/ <<αε . 
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Поэтому для улучшения процедуры Бонферрони необходим учет за-
висимостей между статистиками критериев и уточнение границ для зна-
чения обобщенной вероятности ошибки первого рода. 
Теорема. Для обобщенной вероятности ошибки первого рода (2) про-

цедуры Бонферрони для семейства критериев (1) выполняется: 
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где ),0|,( ijvun ρ  � маргинальная плотность распределения вектора 
),( ji ss , },{Cov jiij ss=ρ . 

Доказательство основано на принципе включения-исключения и на 
неравенстве Бонферрони второго порядка, приведенного в [2]. 
Следствие. В случае одинаковых уровней значимости для всех крите-

риев mici ,1, == αα , верхняя оценка для вероятности (2) процедуры Бон-
феррони равна 
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и справедливо следующее разложение в ряд 
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где )1,0|()(
1 ∆kn  � значение −k й производной стандартной нормальной 

плотности распределения в точке )2/1(1
cα−Φ=∆ − . 

В разложении (3) первое слагаемое � это оценка сверху для обоб-
щенной вероятности ошибки первого рода процедуры Бонферрони без 
учета попарной зависимости между статистиками критериев. Следую-
щие два слагаемых дают уточнение границы. 

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

В качестве математической модели выборки использовалась модель 
независимых симметричных испытаний Бернулли и семейство критериев 
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поиска шаблонов 1,11,111,1111. Коэффициенты корреляции статистик 
близки к единице [1]. Теоретический уровень значимости полагался рав-
ным 0.05. На рисунке приведены оценки уровня значимости процедуры 
Бонферрони (обозначение «○») с 95 % доверительным интервалом. Из 
рисунка можно видеть, что уточненная граница (пунктир), равная 

03198369.0=+α , попадает в доверительный интервал, а классическая 
граница (непрерывная линия) находится выше. Как видно, полученная 
оценка на 36% меньше первоначальной, что иллюстрирует консерватив-
ность процедуры Бонферрони в случае сильно коррелированных стати-
стик. 
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Рис. 1. Оценка вероятности ошибки первого рода для критерия шаблонов 
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