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1. Исторические замечания. Начала математического модели-
рования транспортных потоков относят к 30-м годам ХХ века, когда
развитие автомобилизации, особенно в Северо-Американских Соеди-
ненных Штатах, достигло такого уровня, что заставило задуматься об
увеличении пропускной способности дорог и о мерах по устранению
пробок. Считают, что первым математические модели стал разрабаты-
вать и применять Б.Д. Гриншилдс [1, 2], занимавшийся изучением про-
пускной способности дорог и влияющим на нее факторам (таким, как
плотность потока транспортных средств). Ему принадлежит автор-
ство фазовой диаграммы, связывающей величину потока и плотность.
Впрочем, серьезные исследования разных аспектов дорожного движе-
ния были осуществлены буквально в первые же годы после рождения
автомобиля, в частности, можно отметить монографию российского
профессора Г.Д. Дубелира [3], оценивавшего пропускную способность
дорог и пересечений.

Литература по моделированию транспортных потоков чрезвычай-
но обширна и практически необозрима. В первую очередь это объясня-
ется широтой и разнообразием задач, для решения которых создается
та или иная модель [4]. Помимо классических задач в последнее время
добавилось много задач, прямо или косвенно связанных с проблемами
экологии [5, 6]. Хорошая библиография работ по математическому мо-
делированию транспортных потоков, написанных до 60-х гг. ХХ века,
содержится в книге Ф. Хейта [7]. Он первым выделил моделирование
транспортных потоков в самостоятельный раздел прикладной матема-
тики. Из обзоров последних лет нужно упомянуть статьи [8–14], моно-
графии [15–19], диссертации [20–22] с большими списками литературы.
Кроме того, по нечетным годам проходят международные конферен-
ции “Traffic and Granular Flow”, труды которых издаются в издатель-
стве “Springer”. В 2011 году прошла 9-я конференция.

Несмотря на обилие разнообразных моделей, теория транспортных
потоков очень далека от логического завершения. Надежды, возлагав-
шиеся на большой эффект от применения математики, в значитель-
ной степени не оправдались, так что появились утверждения о необ-
ходимости революционной смены самой парадигмы исследований, так
как старая парадигма оказалась несостоятельной [23]. Утверждение
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смелое, но не совсем справедливое. Модели, разработанные ранее в
рамках существовавшей парадигмы, вполне работоспособны и адек-
ватно описывают моделируемое явление, но — в определенном диапа-
зоне предположений и начальных условий. Некоторые эффекты они
не отражают, что вполне ожидаемо, так как универсальной модели
на все случаи жизни нет. Что же касается не оправдавшихся надежд,
то они и не могли оправдаться, так как изначально были очень силь-
но завышены. Отчасти это объясняется тем, что разработчики, желая
получить деньги на свои исследования, обещали такие результаты, ко-
торые в принципе были недостижимы. От математиков ждали ответа
на вопрос, как с помощью математического моделирования, ничего не
меняя и не вкладывая ни рубля, увеличить пропускную способность
дорог, ликвидировать заторы, повысить безопасность движения, сни-
зить вредное воздействие на экологию. Ответ, который дала теория,
был единственно возможным и очевидным: «Никак». Математическая
теория подтвердила то, что было видно и без ее применения. Проб-
ки в первую очередь порождаются «узкими местами» на дорогах, без
расшивки которых заторы устранить нельзя. Бесполезно увеличивать
число полос там, где их и так много, если сохраняется узкое место,
которое порождало и будет порождать заторы. Теоретически было до-
казано, что при высоких интенсивностях движения транспортный по-
ток неустойчив. Устойчивые режимы возможны только тогда, когда
дороги загружены не более чем на 50% своей предельной пропускной
способности. Неустойчивый режим является не чем-то исключитель-
ным, а, наоборот, обычным состоянием интенсивного транспортного
потока.

Несмотря на большую практическую важность моделирования транс-
портных сетей и транспортных потоков, развитие этой области при-
кладной математики сопряжено со значительными трудностями. В
частности, это связано с такими объективными причинами, влияю-
щими на адекватность модели реальной ситуации и делающими ее
непредсказуемой и трудно просчитываемой [14]: 1) реальная систе-
ма адаптируется под управление: увеличение пропускной способности
при развитии сети компенсируется увеличением спроса на перевозки
и перераспределением его в новых условиях; 2) поведение каждого
водителя (следование по выбранному маршруту и манера поведения)
в высшей степени индивидуально и непредсказуемо; 3) сильное вли-
яние случайных факторов (ДТП, погодные условия) и флуктуаций,
связанных с сезоном, праздниками и т. п. Кроме того, оказалось, что
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для России необходимо разрабатывать модели, существенно отличаю-
щиеся от зарубежных [13]. Это связано с различиями в правилах до-
рожного движения, иной системой управления, чрезвычайно низкой
дисциплиной водителей и т. п.

2. Классификация моделей.Математические модели транспорт-
ных сетей и потоков на них отличаются большим разнообразием, так
как создаются для различных целей, в связи с чем используют раз-
личный аппарат и разную степень детализации описания движения. С
точки зрения целей, Швецов [12] выделяет три основных класса моде-
лей: прогнозные, оптимизационные и имитационные.

Прогнозные модели предназначены для прогнозирования транс-
портных потоков в сетях в предположении, что геометрия и харак-
теристики транспортной сети известны, а также известны располо-
жение и производственные характеристики основных объектов, вли-
яющих на формирование транспортных потоков. Такие модели, как
правило, носят феноменологический характер, то есть их параметры
постулируются на основе наблюдений за конкретной транспортной се-
тью, а также в результате статистической обработки данных, полу-
ченных при выборочных экспериментах. Поскольку транспортный по-
ток рассматривается агрегированно, а не на корпускулярном уровне,
особенности многополосных транспортных потоков не играют в таких
моделях сколько-нибудь заметной роли.

Очень обширный и специфический класс представляют оптимиза-
ционные модели [24]. На таких моделях решаются задачи оптимизации
маршрутов и объемов перевозок (грузовых и пассажирских), совер-
шенствование транспортной сети, количество и расположение стоянок
и т. п.

Цель имитационных моделей – описать транспортный поток и при-
сущие ему особенности. По степени детализации различают модели
макроскопические, где транспортные средства рассматриваются аг-
регированно, аналогично потоку жидкости, и микроскопические, где
каждое транспортное средство рассматривается индивидуально и учи-
тываются взаимодействия между транспортными средствами.

3. Имитационные модели. Первые модели Гриншилдса [1, 2] ,
где рассматривалась зависимость между интенсивностью потока ав-
томобилей, скоростью движения транспортных средств и пропускной
способностью дороги, фактически представляли собой макроскопиче-
ские модели.

В 1955 году Лайтхилл и Уизем [25] провели аналогию между гидро-
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динамическими законами движения жидкости и законами движения
транспортных средств (при некоторых упрощающих предположени-
ях). Их модель основана на законе сохранения ∂ρ/∂t + ∂(ρV )/∂x = 0,
где ρ(x, t) – плотность транспортного потока, V (x, t) – средняя ско-
рость автомобилей в точке дороги с координатой x в момент времени t.
Предполагается, что V (x, t) – убывающая функция плотности. На этой
модели были продемонстрированы бегущие волны уплотнения. Гидро-
динамический подход оказался очень плодотворным. Несмотря на то,
что модель Лайтхилла-Уизема не работала при очень низких и очень
высоких плотностях транспортного потока и была заведомо неадекват-
ной вблизи сужений, въездов-выездов, перекрестков со светофорами и
т.п., она стимулировала разработку огромного числа более совершен-
ных, но и более сложных гидродинамических моделей. Так, Пэйн [26]
предложил вместо детерминированной зависимости средней скорости
от плотности потока использовать динамическую зависимость через
дифференциальное уравнение конвекционного типа. Такое уравнение
было выведено из модели движения отдельных автомобилей вслед за
лидером. Филипс [27] учел внутреннее давление потока, влияющее на
поведение водителей: если лидирующий автомобиль вынужден сни-
жать скорость, то и следующие за ним водители притормаживают.
Если же впереди появляется свободное пространство, то есть внутрен-
нее давление потока снижается, водители ускоряются.

В микроскопических моделях рассматривается сценарий поведения
каждого автомобиля на дороге во взаимодействии с другими авто-
мобилями. Очень удобным аппаратом для реализации микроскопиче-
ских моделей оказались клеточные автоматы, обладающие достаточ-
но сложным поведением, но допускающие проведение эффективных и
быстрых расчетов на компьютерах [9].

Микроскопические модели хорошо подходят для описания транс-
портных потоков на многополосных дорогах, так как в сценарий могут
вносится реалистичные правила перемещения с полосы на полосу, об-
гонов, перестроения для выполнения последующего поворота и т.п.,
причём правила перемещений могут быть как детерминированными,
так и стохастическими.

Микроскопические модели стали широко применяться с тех пор,
как появились быстродействующие компьютеры, так как такие модели
ориентированы именно на численные расчеты (имитационное модели-
рование). Большим их недостатком является то, что они мало пригод-
ны для получения аналитических формул.
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Промежуточное положение между макроскопическими (гидроди-
намическими) и микроскопическими (корпускулярными) моделями за-
нимают модели мезоскопические. Их еще называют кинетическими
или газодинамическими, так как поведение транспортных средств в та-
ких моделях описывается уравнениями, сходными с уравнениями кине-
тической теории газов. Мезоскопические модели удачно сочетают до-
стоинства макроскопических и микроскопических моделей: описание
аналитическими формулами, пригодными для качественного анализа,
как в гидродинамических моделях, и возможность учета взаимодей-
ствий между отдельными транспортными средствами, как в моделях
корпускулярных. Широко распространена практика, когда уравнения
кинетической модели выводятся на основе закономерностей, выявлен-
ных на микроскопической модели [11].

4. Теория Кернера трех фаз транспортного потока и её
связь с многополосностью. В последние годы большое внимание
уделяется теории Кернера трех фаз в транспортном потоке [15;16;28].
Классическая теория оперировала двумя фазами транспортного пото-
ка: свободный поток (free flow – F ) и так называемый плотный поток
(congested traffic). Кернер выделил в плотном потоке две фазы: фазу S
– синхронизированный поток (synchronized flow) и фазу J – широкий
движущийся кластер (wide moving jam). В свободном потоке каждый
водитель может двигаться с выбранной им самим скоростью, не ис-
пытывая затруднений со стороны других водителей. Однако такой по-
ток при интенсивном движении может спонтанно или из-за внешнего
воздействия неожиданно изменить фазовое состояние. При переходе
к синхронизированному потоку водителю приходится подстраивать-
ся к режиму движения других автомобилей на его полосе, как при
движении в колонне. Возможности перестроения на другие полосы за-
труднены и мало целесообразны, так как и по ним движение носит
аналогичный характер — свободного потока нет. Фаза J – это локаль-
ный движущийся затор. Кернер указал определяющее свойство этой
фазы: задний по направлению движения фронт кластера движется
против потока с постоянной скоростью, проходя через все узкие ме-
ста на скоростной магистрали. В отличие от фазы J в фазе S задний
по направлению движения фронт области синхронизированного пото-
ка этим свойством не обладает. В частности, он обычно оказывается
фиксированным вблизи узкого места на скоростной автомагистрали.
Переход F → S является фазовым переходом. Он может быть как
спонтанным, так и индуцированным (например, около одного и того
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же сужения на дороге). Вероятность спонтанного перехода F → S
растет при росте величины потока машин. Переход S → J возни-
кает спонтанно только в синхронизированном потоке машин, причем
переход S → J происходит позднее и часто совсем в другом месте,
чем переход F → S. На классической фазовой диаграмме зависимость
между величиной потока q и плотностью автомобилей ρ изображалась
одномерной линией, то есть предполагалась функциональная зависи-
мость между этими переменными. Такое действительно имеет место в
свободном потоке, до достижения плотностью ρ некоторого критиче-
ского значения. При переходе к синхронизированному потоку функци-
ональная зависимость q от ρ теряется: одному и тому же значению ρ
может соответствовать множество значений q, то есть вместо одномер-
ной кривой на фазовой диаграмме появляется двумерная область. С
содержательной точки зрения это соответствует парадоксальному вы-
воду, что при одной и той же плотности пропускная способность доро-
ги имеет множество значений. Это явление в большой степени связано
с многополосностью дороги и непредсказуемым характером действий
водителей. Встречая перед собой препятствие в виде медленно двига-
ющейся машины, водитель может выбрать либо тактику «адаптации
скорости», когда он притормаживает до скорости впереди идущей ма-
шины, либо тактику «переускорения», когда он увеличивает скорость
и пытается перестроиться на соседнюю полосу, чтобы совершить по
ней обгон. Конкуренция между «адаптацией скорости» и «переуско-
рением» влияет на пропускную способность дороги, хотя плотность
потока машин остается неизменной.

5. Особенности моделей многополосных потоков. Модели-
рование многополосного движения, даже в случае движения по трассе
(freeway), существенно отличается от моделирования однополосного
транспортного потока. В условиях однополосного движения, когда об-
гоны невозможны, быстро устанавливается единая скорость движения
всех автомобилей, равная скорости самого медленного транспортного
средства [6]. В условиях многополосного движения прежде всего необ-
ходимо построить модель обгонов. В простейшей модели односторон-
него двухполосного движения [7] предполагается, что все транспорт-
ные средства по скорости разделяются на два класса: медленные, име-
ющие одинаковую скорость, и быстрые, скорость которых можно счи-
тать бесконечно большой. Размеры транспортных средств точечные,
так что обгоны возможны всегда, как только перед быстрым авто-
мобилем появляется медленный. В такой модели происходит перерас-
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пределение транспортных средств таким образом, что левую полосу
занимают быстрые автомобили, а правую – медленные.

Повышение реалистичности модели требует учета геометрических
размеров транспортных средств и того фактора, что согласно прави-
лам дорожного движения полосы неравноправны. Переход с одной по-
лосы на другую возможен не всегда. Моделирование таких переходов
представляет достаточно сложную задачу. В модели [29] учитывают-
ся 2 критерия перехода: побуждающий и безопасный. Побуждающий
критерий: по соседней полосе можно ехать с более высокой скоростью.
Безопасный критерий: на соседней полосе появилось окно, протяжен-
ность которого достаточно велика, чтобы без риска совершить пере-
строение. И тот, и другой критерий носят вероятностный характер.
Перестроение на более скоростную соседнюю полосу тем вероятнее,
чем выше разность скоростей транспортных средств на соседних по-
лосах и чем длиннее свободное окно на скоростной полосе. На практике
на частоту перестроений влияет еще темперамент и стиль вождения
водителей.

Интересное наблюдение провели Хельбинг и Хуберманн [30]. Ока-
залось, что даже при относительно малой плотности (примерно 25
транспортных средств на 1 км полосы) есть тенденция к установлению
когерентного движения грузовых и легковых автомобилей. В таком со-
стоянии быстрые и медленные автомобили движутся с одинаковой ско-
ростью, как будто составляют единый кластер. Это происходит из-за
того, что практически не появляются свободные промежутки доста-
точной длины, чтобы быстрые автомобили совершили перестроение
и обгон. Однако если поток становится неустойчивым, когерентные
состояния распадаются и между машинами начинают появлятся до-
статочно длинные свободные промежутки.

6. Вероятностная имитационная модель многополосного
транспортного потока. Рассмотрим модель, разработанную авто-
рами [31]. Она достаточно типична для класса микроскопических мо-
делей и обладает той особенностью, что транспортное средство моде-
лируется динамической клеткой переменной длины [32].

Чаще всего при имитационном моделировании многополосную до-
рогу разбивают на одинаковые ячейки и рассматривают (например, на
языке цепей Маркова или конечных автоматов) законы перехода ча-
стиц (автомобилей) из ячейки в ячейку. Модель получается дискрет-
ной и по времени, и по пространству.

В целях уточнения модели и придания ей большей реалистичности
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предлагается микроскопическая модель многополосного транспортно-
го потока с непрерывным изменением пространственных координат.

Пусть моделируется отрезок L–полосной дороги. Полосы нумеру-
ются, начиная с крайней правой. В начальный момент времени t = 0
по дороге движется N автомобилей. Состояние i–го автомобиля в мо-
мент времени t описывается набором

{i, li(t), ji(t), ki(t), xi(t), vi(t), wi, ai},

где li(t) – полоса, занимаемая i–ым автомобилем, ji(t) – число авто-
мобилей на этой полосе перед i–ым, ki(t) – номер автомобиля, дви-
жущегося по полосе li(t) непосредственно перед i–ым, vi(t) – скорость
i–го автомобиля, wi – его максимальная скорость (максимально воз-
можная в соответствии с мощностью двигателя или ограниченная пра-
вилами дорожного движения), ai – максимальное ускорение. Состо-
яние всех автомобилей в момент времени t = 0 предполагается из-
вестным. Шаг моделирования по времени равен ∆t. Каждый автомо-
биль занимает на своей полосе переменное динамическое расстояние
di(t) = c0 + c1vi(t) + c2v

2
i (t); здесь параметр c0 описывает линейные

размеры автомобиля, c1 зависит от скорости реакции водителя, c22
v

оценивает тормозной путь, причем параметр c2 зависит от погодных
условий и качества дорожного покрытия. В модели Х. Иносэ–Т. Хама-
да [32] c0 = 5, 7 (м), c1 = 0, 504 (с), для дороги с сухим асфальтовым
покрытием c2 равно 0,0285, для мокрого асфальта эта величина возрас-
тает вдвое, а для дороги, покрытой льдом, достигает 0,165 . Если пре-
пятствий впереди нет, автомобиль стремится двигаться с максимально
возможной скоростью wi. Переход с полосы на полосу происходит то-
гда, когда движению с максимальной скоростью препятствует впереди
идущий автомобиль. Такой переход за один шаг моделирования может
быть осуществлен только на соседнюю полосу, то есть на полосы li +1
и li − 1 (с полосы 1 – только на полосу 2; с полосы L – только на
полосу L − 1). Переход возможен только в том случае, если на со-
седней полосе есть свободное пространство для этого маневра. Можно
считать, что это пространство также равно di(t). Переход целесооб-
разен, если скорость движения машин по соседней полосе выше, чем
на покидаемой полосе. Разность скоростей обозначим ∆vi,i±1. Но даже
при ∆vi,i±1 > 0 переход с полосы на полосу совершается не детерми-
нировано, а с некоторой вероятностью, причем вероятность перехода
пропорциональна ∆vi,i±1. Коэффициент пропорциональности для пе-
рехода на левую полосу выше, чем этот же коэффициент для перехода
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на правую полосу, так как по правым полосам двигаются обычно более
медленные транспортные средства.

Каждый шаг имитационного моделирования по методу Монте–Карло
разбивается на два этапа, причем все перемещения автомобилей с од-
ной полосы на другую будут осуществляться только на первом эта-
пе. Сначала рассчитывается виртуальное местоположение всех авто-
мобилей в момент времени t + ∆t при следующих предположениях:
1) состояния всех автомобилей в момент времени t известны; 2) если
vi(t) < wi, то движение автомобиля предполагается равноускоренным
с ускорением ai до достижения скорости wi, после чего оно становится
равномерным; 3) если vi(t) = wi, то движение автомобиля предпола-
гается равномерным со скоростью wi.

Определение 1. i-коллизией будем называть тот случай, когда
для виртуального местоположения i˘го автомобиля xi(t + ∆t) и вир-
туального местоположения движущегося перед ним ki –го автомобиля
xk(t+∆t) выполнено неравенство: xk(t+∆t)−xi(t+∆t) < di(t+∆t).

Смысл понятия i–коллизии: i−й автомобиль не может двигаться с
желаемой скоростью. Ему мешает впереди идущий автомобиль.

Все коллизии должны быть устранены. Это можно сделать либо
за счет перехода на соседнюю полосу, либо за счет снижения скоро-
сти. Коллизии устраняем, начиная с наибольшей координаты x(t), по
следующему алгоритму. 1. Есть свободное место для перехода на со-
седнюю полосу слева? Да — переходим к 2, нет – переходим к 5. 2.
Скорость левой полосы выше? При усреднении учитываются только
скорости тех автомобилей левой полосы, координаты которых превы-
шают x(t). Да – переходим к 3, нет – переходим к 5. 3. Подсчитываем
вероятность перехода на соседнюю полосу слева по формуле и модели-
руем случайное событие A=переход на соседнюю полосу слева. Если
A произошло –переходим к 4, не произошло – переходим к 5. 4. В со-
стоянии i˘го автомобиля заменяем li(t) на li(t) + 1, а ki(t) заменяем
на номер того автомобиля, который теперь оказался непосредственно
перед i˘ым на полосе li(t) + 1. Переходим к 10. 5. Есть свободное ме-
сто для перехода на соседнюю полосу справа? Да — переходим к 6, нет
— переходим к 9. 6. Скорость правой полосы выше? При усреднении
учитываются только скорости тех автомобилей правой полосы, коор-
динаты которых превышают x(t). Да – переходим к 7, нет – переходим
к 9. 7. Подсчитываем вероятность перехода на соседнюю полосу справа
по формуле и моделируем случайное событие B=переход на соседнюю
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полосу справа. Если B произошло – переходим к 8, не произошло — пе-
реходим к 9. 8. В состоянии i˘го автомобиля заменяем li(t) на li(t)−1,
а ki(t) – на номер того автомобиля, который теперь оказался непосред-
ственно перед i˘ым на полосе li(t)− 1. Переходим к 10. 9. Уменьшаем
скорость vi(t+∆t) до такой величины, чтобы выполнялось равенство:
xk(t + ∆t)− xi(t + ∆t) = di(t + ∆t). 10. Коллизия устранена.

Теперь приступаем ко второму этапу, исходя из новых (видоизме-
ненных за счет перемещения на соседние полосы) состояний автомо-
билей. Рассчитываем виртуальные местоположения всех автомобилей
в момент времени t + ∆t по аналогии с расчетами первого этапа, но
при следующем ограничении: если xi(t + ∆t) превысило xk(t + ∆t)−
di(t + ∆t), то расчетную скорость снижаем до такой величины, что-
бы выполнялось равенство xk(t + ∆t) − xi(t + ∆t) = di(t + ∆t). Это
исключает коллизии и позволяет определить состояния всех автомоби-
лей в момент времени t+∆t, тем самым завершая шаг имитационного
моделирования.

За счет введения стохастичности в процесс перехода с полосы на по-
лосу удается избежать «эффекта пинг-понга», как в классической мо-
дели Т.Нагатани с детерминированными переходами, когда при опре-
деленных начальных условиях все автомобили, сосредоточенные на
первой полосе, совершают одновременные переходы на 2-ю, 3-ю и т. д.
полосы до крайней левой, а затем в обратном порядке от крайней ле-
вой до крайней правой.

Эту модель можно обобщать и совершенствовать в нескольких на-
правлениях.

Во-первых, можно учесть наличие на трассе светофоров. Пусть в
точках X1, X2, . . . , Xm расположены светофоры, работающие по детер-
минированному закону, т.е. нам известно, какой свет в какой момент
времени горит. Перед каждым светофором определим зону торможе-
ния [Xq−D; Xq] , где D = D0 + c1w + c2w

2. Здесь D0 – некоторая кон-
станта, w – максимальная скорость, разрешенная на данном участке
трассы.

Определение 2. i-коллизией второго рода будем называть тот слу-
чай, когда интервал (xi(t); xi(t+∆t)) пересекается с зоной торможения
[Xq −D; Xq] при некотором q, а t + ∆t приходится на время горения
красного сигнала q–го светофора.

Суть i-коллизии второго рода: i-ый автомобиль не может проехать
без остановки перед светофором.
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Устранение i-коллизий второго рода не предполагает перехода с од-
ной полосы на другую. Поэтому все они устраняются на втором этапе
шага имитационного моделирования за счет снижения скорости i-го
автомобиля до полной остановки перед светофором.

Далее, в модели можно предусмотреть источники и стоки, что со-
ответствует въездам на трассу и съездам с нее. Машины, въезжающие
на трассу, ожидают в заданных точках, начиная с заданных момен-
тов времени. Въезд происходит после того, как на трассе образуется
динамическое окно, достаточное для осуществления маневра.

Съезды с трассы в простейшем случае имитируются случайны-
ми событиями, разыгрываемыми для машин, движущихся по крайней
правой или крайней левой полосам, в моменты достижения ими опре-
деленных точек.

Дальнейшее усложнение модели может осуществляться за счет из-
менения геометрии трассы и приписывания отдельным ее участкам ин-
дивидуальных значений параметров, характеризующих динамическое
расстояние, занимаемое автомобилями на дороге, и тормозной путь
перед светофорами (учет изменения характера покрытия дороги) или
ограничивающих максимальную скорость движения.
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