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На основе кластерного разложения доказана более точная, по сравнению с из-
вестной ранее, верхняя оценка порога перколяции случайного множества, порож-
даемого однородным бернуллиевским случайным полем на квадратной решетке
Z2.

Введение. Теория перколяции, в самом общем понимании, зани-
мается изучением отношения связности случайных множеств в неком-
пактных пространствах погружения, индуцированного структурой связ-
ности этих пространств. Одной из основных задач этой теории являет-
ся проблема существования у случайных реализаций с ненулевой веро-
ятностью некомпактной связной компоненты [1, 2, 3]. Однако, в такой
общей постановке, сколько-нибудь существенные результаты относи-
тельно этой проблемы в настоящее время отсутствуют из-за чрезвы-
чайной сложности задачи. В связи с этим, основным объектом мате-
матической теории перколяции являются случайные множества в Zd

при d = 2, 3, порождаемые стационарными дихотомическими случай-
ными полями.1) Более того, можно сказать, что почти все значимые
результаты теории получены в том случае, когда случайное поле яв-
ляется бенуллиевским [1, 2, 3]. Заметим, что, несмотря на кажущуюся
тривиальность постановки перколяционной задачи для бернуллиеско-
го поля на Zd при d = 2, 3, она, с одной стороны, оказывается, как
это будет видно из дальнейшего рассмотрения, все же очень сложной,
а, с другой стороны, именно она оказывается востребованной в физи-
ческих приложениях. Математические результаты, связанные с этим
наиболее продвинутым разделом теории перколяции суммированы в
монографии [4].

Физическая литература, посвященная различного рода нестрогим
эвристическим подходам к изучению явления перколяции, компьютер-
ным экспериментам и конкретным приложениям результатов теории
в теоретической физике, необозрима и мы на ней не будем останавли-
ваться в этом кратком введении в проблему. Несмотря на имеющийся
необозримый поток публикаций в физических изданиях и математиче-

1Следует упомянуть, что точно такие же, но несколько более простые, с точки зрения ма-
тематического исследования, перколяционные задачи уже давно являются объектом глубокой
математической теории т.н. случайных ветвящихся процессов, где пространством погружения
являются бесконечные древесные графы.
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ских работ, содержащих строгие результаты качественного характера,
серьезного продвижения в задачах теории перколяции, как объекта
математической физики, к настоящему времени, не произошло. Это
касается даже самой простой ситуации, изучаемой этой теорией, когда
случайное множество порождается бернуллиевским случайным полем
на Z2. Даже в этом случае не найден алгоритм вычисления последова-
тельных приближений т.н. порога перколяции и, более общо́, – вероят-
ности перколяции для простейших периодических графов. Настоящая
публикация посвящена некоторому улучшению уже полученных ранее
(см.[4 - 8]) верхних оценок порога перколяции в том случае, когда слу-
чайные множества порождаются однородным бернуллиевским полем
на бесконечном графе, порождаемым Z2 со структурой связности в
виде квадратной решётки.

1. Задача теории перколяции на квадратной решетке.Пусть
〈Z2, Φ〉 – бесконечный граф (ненаправленный и не содержащий петель)
с множеством вершин Z2, которые, для простоты дальнейших форму-
лировок, будем считать погруженными в R2. Отношение смежности Φ
на графе определяется множеством пар {{x, y} ⊂ Z2 : xϕy}, где xϕy
в тех и только тех случаях когда y = x ± e1, либо y = x ± e2, e1 =
= 〈1, 0〉, e2 = 〈0, 1〉. Такой граф называется квадратной решеткой.
Мы будем его обозначать кратко символом Z2, если это не вызывает
недоразумений.

Пусть {c̃(x); x ∈ Z2} – однородное бернуллиевское случайное поле
(в дальнейшем символ тильда указывает на случайность используе-
мых объектов). Такое поле полностью определяется значением одного
параметра

c = Pr{c̃(x) = 1} ,

который будем называть концентрацией. Поле {c̃(x); x ∈ Z2} инду-
цирует случайное множество с реализациями {M̃ : M̃ ⊂ Z2}, где
M̃ = {x : c̃(x) = 1}, которые мы будем называть далее конфигура-
циями заполненных вершин или, просто, конфигурациями. Ясно, что
распределение вероятностей для возможных реализаций M̃ полностью
определяется набором вероятностей

Pr{M̃ : A ⊂ M̃} = c|A| , A ⊂ Z2 ,

где здесь и далее | · | = Card{·}.
Отношение смежности ϕ индуцирует естественным образом отно-

шение связности для вершин, входящих в конфигурацию M̃ , а именно,
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две вершины x и y из M̃ связаны, если существует путь – последова-
тельность 〈xi; i = 0, 1, 2, ..., n〉, xi ∈ M̃ , x0 = x, xn = y и xiϕxi+1,
i = 0, 1, 2, ..., n − 1. Связность вершин из M̃ является этим отноше-
нием. Поэтому, каждая конфигурация M̃ однозначно разлагается на
непересекающиеся классы эквивалентности W̃j, M̃ =

[
j∈N

W̃j, порожда-

емых отношением связности вершин. Эти классы называются в теории
перколяции кластерами. Семейство кластеров, связанное с фиксиро-
ванной конфигурацией M̃ , будем обозначать W [M̃ ] = {W̃j; j ∈ N}.
Если x ∈ W̃j для некоторого j ∈ N в конфигурации M̃ , то этот кластер
W̃j будем обозначать W̃ (x).

С целью большей наглядности формулировки понятия перколяции,
введем случайное поле {ã(x); x ∈ Z2}, индуцированное случайным
множеством {M̃ ; M̃ ⊂ Z2} и, следовательно, – исходным случайным
полем {c̃(x); x ∈ Z2},

ã(x) =

8<: 1 ; W̃ (x) ∈ W [M̃ ], |W̃ (x)| = ∞ ,
0 ; в противном случае .

Ввиду однородности поля {c̃(x); x ∈ Z2}, то есть инвариантности ве-
роятностной меры относительно трансляций на векторы (n1e1 +n2e2);
n1, n2 ∈ Z), случайное поле {ã(x); x ∈ Z2} также является однород-
ным. Поэтому вероятность

Q(c) = Pr{ã(x) = 1}
не зависит от x ∈ Z2. Естественно, что эта вероятность является
неубывающей функцией от c (точное доказательство этого факта дано
в [9]). Если Q(c) > 0, то говорят что такое поле {c̃(x); x ∈ Z2} обладает
перколяцией. В связи с этим вводится характеристика

c∗ = inf{c : Q(c) = 0} ,

которая называется порогом перколяции. Вследствие неубывающего
характера зависимости Q(c), эта функция строго положительна при
c > c∗.

2. Конечные кластеры на Z2. При построении оценок для ве-
роятности Q(c) возникает необходимость перечисления всех конечных
кластеров W (x), содержащих фиксированную вершину x. Это пере-
числение осуществляется на основе понятия внешней границы класте-
ра [4]. Введем на Z2, следуя [4], новое понятие смежности ϕ̄, т.е. наряду
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с графом Z2 будем рассматривать граф Z2 с тем же множеством вер-
шин Z2, но с отношением смежности ϕ̄.

Вершины x и y назовем ϕ̄-смежными, если xϕy, либо y = x+e1±e2,
или y = x− e1 ± e2.

Отношение ϕ̄ порождает новое отношение связности вершин на Z2\
M̃ для каждой случайной конфигурации M̃ , которое также является
отношением эквивалентности и приводит к разложению Z2 \ M̃ на
связные, по отношению к ϕ̄, множества вершин.

Введем теперь понятие внешней границы кластера на Z2.

Определение 1. Множество ∂W , состоящее из вершин y, ϕ-смеж-
ных к вершинам x кластера W , но не принадлежащих ему, называется
границей кластера W .

Определение 2. Внешней границей ∂+W кластера W называется
множество вершин u ∈ ∂W , обладающих тем свойством, что существу-
ет бесконечный ϕ-путь α(u) по вершинам решетки, расположенный в
{W , причем u – единственная вершина в α(u), принадлежащая объ-
единению W

S
∂W .

Неспрямляемым циклом γ на графе Z̄2 называется путь 〈x0, x1, . . . ,
xn〉, где xi 6= xj, i 6= j, n = |γ|, xiϕ̄xi+1, i = 0, 1, ..., n, xn+1 = x0 и каж-
дая его вершина имеет в γ только две ϕ̄-смежные вершины. На каждом
неспрямляемом цикле введем определенную ориентацию, например,
против часовой стрелки, которая будет использоваться в дальнейшем.

Классификацию конечных кластеров W (x) осуществляется далее
перечислением всех возможных внешних границ ∂+W (x). Ключом к
такому перечислению являются следующие утверждения, которые ос-
нованы на аналогичных утверждениях в гл.1 монографии [43] с учетом
их уточнения в работе [10].

Теорема 1. Для того чтобы цикл множество Γ ⊂ Z2 было внеш-
ней границей какого-либо конечного кластера, необходимо и доста-
точно, чтобы оно представляло собой неспрямляемый цикл на Z̄2.

В связи с этой теоремой, в дальнейшем, при построении перечисле-
ния всех неспрямляемых циклов, которые являются внешними грани-
цами кластеров определенного класса, мы будем их кратко называть
циклами.

Теорема 2. Пусть W (x) – конечный кластер, содержащий неко-
торую фиксированную вершину x, |W (x)| < ∞ так, что W (x) имеет
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непустую, конечную внешнюю границу ∂+W (x), которая представля-
ет собой неспрямляемый цикл на Z̄2. Тогда вершина x содержится в
конечном множестве Int[∂+W (x)] определяемом формулой

Int[∂+W (x)] ≡ {u 6∈ ∂+W (x) : ∀ (α(u); |α(u)| = ∞ :

α(u) ∩ ∂+W (x) 6= ∅)} .

Следствием неспрямляемости внешней границы ∂+w(x) является
следующее свойство ее вершин.

Теорема 3. Пусть u, v, w ∈ ∂+W (x) тройка ϕ̄-смежных вершин,
следующих друг за другом, согласно введенной на цикле ориентации.
Тогда, при uϕ̄v, вершина w обязательно принадлежит одному из сле-
дующих наборов:

a) трехэлементному множеству {2v − u, v ± e}, где e – единичный
вектор, ортогональный вектору (v − u), если uϕv;

b) пятиэлементным множествам

{2v − u, v + εe1, v + εe2, v ± e′/2} ,

если v = u + ε(e1 + e2) и

{2v − u, v + εe1, v − εe2, v ± e′/2} ,

если v = u+ε(e1−e2), где e′ – вектор, ортогональный (v−u), |e′| = √
2

и ε = ±1.

3. Кластерное разложение на Z2. Рассмотрим вероятность 1−
Q(c) = Pr{ã(0) = 0}. Пусть A = {W : W = W (0) , |W | < ∞} –
семейство конечных кластеров W , содержащих вершину 0. Определим
для любого кластера W ∈ A событие

A(W ) = {M̃ :, 0 ∈ M̃, W̃ (0) ∈ W [M̃ ] , W̃ (0) = W} .

Такое событие имеет определенную вероятность

Pr{A(W )} = c|W |(1− c)|∂W | . (1)

Согласно утверждению предыдущего раздела, каждому кластеру
из семейства A взаимно однозначным образом отвечает неспрямляе-
мый цикл γ, вершины которого являются ϕ̄-смежными, и такой, что
0 ∈ Int[γ]. В связи с этим, введем в рассмотрение семейство B всех
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простых ϕ̄-циклов, обладающих последним свойством. Для каждого
ϕ̄-цикла γ ∈ B введем событие

B(γ) = {M̃ : 0 ∈ M̃, W̃ (0) ∈ W [M̃ ], ∂+W̃ (0) = γ} , (2)

которое представимо в виде конечного объединения попарно непересе-
кающихся событий

B(γ) =
[

W∈A : ∂+W=γ

A(W ) . (3)

Следовательно, это событие обладает определенной вероятностью

P (γ) = Pr{B(γ)} ,

которая согласно (1), (3), равна

P (γ) =
X

W∈A : ∂+W=γ

Pr{A(W )} =
X

W∈A : ∂+W=γ

c|W |(1− c)|∂W | .

Заметим, что

{ã(0) = 0} = {c̃(0) = 0} ∪
� [

W∈A
A(W )

�
. (4)

Семейство A разлагается на непересекающиеся классы, состоящие из
кластеров объединяемых следующим признаком. К одному классу от-
несём такие и только такие кластеры W ∈ A, которые имеют одну и ту
же внешнюю границу ∂+W = γ. Поэтому справедливо преобразование[

W∈A
... =

[
γ∈B

[
W∈A : ∂+W=γ

... .

Далее, на основании (3), получаем

{ã(x) = 0} = {c̃(0) = 0} ∪
� [

γ∈B
B(γ)

�
и, таким образом, приходим к утверждению

Теорема 4. Вероятность 1−Q(c) представляется разложением

1−Q(c) = 1− c +
X
γ∈B

P (γ) . (5)
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Это разложение будем далее называть кластерным.
4. Основная теорема. Кластерное разложение, вследствие того,

что оно представляет собой сумму вероятностей непересекающихся со-
бытий, является наверняка сходящимся. При этом функция Q(c) от-
лична от от нуля только при c > c∗ > 0 и, поэтому, она не является
аналитической функцией в какой-либо области комплексных значений
c, содержащей весть интервал [0, 1]. При этом c = c∗ – существенно осо-
бая точка этой функции. В приводимом ниже утверждении мы даем
уточнение верхней оценки для числа c∗.

Теорема 5. Для однородного бернуллиевского случайного поля
{c̃(x) x ∈ Z2} на квадратной решетке Z2 справедливо неравенство
c∗ 6 c0 = λ3, где λ – наибольший на [0, 1] корень уравнения λ4 − λ+
+
√

5− 2 = 0 (c0 ≈ 0.738876 с избытком).

¤ 1. Зафиксируем кластер W ≡ W (0). Для него введем множе-
ство ∂−W = {x ∈ W : ∃(y ∈ ∂W : xϕy)}, которое будем называть
внутренней границей кластера. Для каждой вершины x ∈ ∂−W вве-
дем множество Bx = ∂{x} ∩ ∂+W . Очевидно, что |Bx| 6 3 для любого
кластера W , не состоящего только из одной вершины x, так как сре-
ди 4-x смежных с x вершин должна существовать, по крайней мере,
одна вершина z из W , то есть z 6∈ ∂+W . С другой стороны, каждая
из вершин внешней границы ∂+W попадет, по крайней мере, в одно из
множеств Bx, x ∈ ∂−W . Поэтому справедливо разложение

∂+W =
[

x∈∂−W

Bx .

Тогда
|∂+W | 6 X

x∈∂−W

|Bx| 6 3|∂−W | ,

то есть имеет место неравенство |∂−W | > |∂+W |/3.
2. Пусть ∂+W ≡ γ. Воспользуемся элементарной оценкой

P (γ) 6 (1 − c)|γ|c|γ|/3 ,

которая следует из Определения 2, формулы (2) и неравенства, полу-
ченного в п.1. Используя эту оценку и (5), приходим к ограничению
сверху суммыX

γ∈B
P (γ) 6 X

γ∈B
(1 − c)|γ|c|γ|/3 =

∞X
k=4

(1 − c)krk, (6)
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где rk = |{γ ∈ B : |γ| = k}|, k > 4.
3. Найдем верхнюю оценку для комбинаторной функции rk. Про-

ведем из вершины 0 путь α(0) = 〈je1; j ∈ N+〉 бесконечной длины.
Тогда, согласно теореме 3, каждый цикл γ ∈ B обязательно пересечет
этот путь в некоторой вершине. Среди множества всех таких вершин
пересечения выберем ближайшую к вершине 0. Пусть таковой являет-
ся вершина le1, l ∈ N.

Все циклы из B распадаются на непересекающиеся классы Cl, где
к одному классу отнесем циклы с одной и той же вершиной le1. Это
разбиение индуцирует разбиение на соответствующие попарно непере-
секающиеся классы C(k)

l = {γ ∈ B : |γ| = k} ∩ Cl множество циклов
{γ ∈ B : |γ| = k}, k > 4. При этом, очевидно, l < k, и поэтому

{γ ∈ B : |γ| = k} =
k−1[
l=1
C(k)

l , rk =
k−1X
l=1
| C(k)

l | .

Пусть γ = 〈le1 = x0, x1, ..., xk−1, xk = le1〉. Согласно введенной
ориентации, вершиной x1, следующей за x0 в цикле γ, может быть
только одна вершина из списка

{(l + 1)e1, (l + 1)e1 + e2, le1 + e2, (l − 1)e1 + e2} . (7)

Циклы, относящиеся к одному классу C(k)
l , распределим на попарно

непересекающиеся классы C(k,i)
l , i = 1, 2, 3, 4, в зависимости от выбора

первой после le1 вершины x1 из списка (7) при прохождении внешней
границы цикла γ ∈ C(k)

l . При этом номер i выбирается в соответствии
с порядком в этом списке. Таким образом,

C(k)
l =

[
i=1,2,3,4

C(k,i)
l ,

���� C(k)
l

���� =
X

i=1,2,3,4

���� C(k,i)
l

���� .

В результате, получаем

rk =
k−1X
l=1

X
i=1,2,3,4

���� C(k,i)
l

���� .

4. Зафиксируем числа k, l, i. Нам необходимо оценить сверху числа���� C(k,i)
l

����. Обозначим P (k,i)
l – множество путей γ = 〈x0 = le1, x1, ..., xk−1〉,

у которых соседние рёбра обладают свойством, описанном в Теореме
3. Кроме того, их вершина x1 находится на i-м месте в списке (7).
Очевидно, что число элементов в подмножестве тех путей из P (k,i)

l ,
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которые допускают продление посредством добавления одного ребра
〈xk−1, le1〉, в результате которого каждый из них превращается в за-
мкнутый путь, наверняка, превосходит число

���� C(k,i)
l

����. Поэтому имеет
место неравенство ���� C(k,i)

l

���� 6
����P (k,i)

l

���� ≡ sk−1 .

Заметим, что число sn по построению не зависит от l и i. Отсюда и из
оценки п.3 следует, что rk < 4(k − 1)sk−1. Представим теперь

sn = s+
n + s×n , (8)

где s+
n = |{γ ∈ P (n,i)

l : xn−1ϕxn}|, s×n = ‖{γ ∈ P (n,i)
l : {xn−1, xn} 6∈ Φ,

xn−1ϕ̄xn}|.
Введем двухкомпонентный вектор (s+

n , s×n ). Тогда имеет место со-
отношение (s+

n , s×n ) = T
�
s+
n−1, s

×
n−1

�
, с матрицей T перехода, имеющей

согласно теореме 3 вид

T =

24 1 2
2 3

35 .

Следовательно, �
s+
n , s×n

�
= Tn−1 �s+

1 , s×1
�
. (9)

Собственные числа матрицы T равны λ+ = 2 +
√

5, λ− = 2 − √5, а
соответствующие им собственные векторы (ортогональные, но не нор-
мированные) имеют вид t+ =

�
1, (1 +

√
5)/2

�
, t− =

�
1, (1−

√
5)/2

�
.

Раскладывая вектор
�
s+
1 , s×1

�
= (2, 2) по собственным векторам

t+, t−,
(s+

1 , s×1 ) = g+t+ + g−t−
с коэффициентами g+ = 1+

√
5/5, g− = 1−√5/5, получаем (s+

n , s×n ) =
= g+λn−1

+ t+ + g−λ−t− и, на основании (8), (9), находим

sn =
�
g+λn−1

+ + g−λn−1
−

�
+

1

2

�
g+λn−1

+ (1 +
√

5) + g−λn−1
− (1−

√
5)
�

=

=
�
2 + 4

√
5/5

� �
2 +

√
5
�n−1

+
�
2− 4

√
5/5

� �
2−

√
5
�n−1 6

6 4
�
2 +

√
5
�n−1

. (10)

Так как rk < 4(k−1)sk−1, то, полагая n = k−1 в найденной оценке
(10), получаем суммируемость при (1 − c)c1/3λ+ < 1 мажорантного
ряда (6) в п. 3. В этом случае имеемX

γ∈B
P (γ) 6 ∞. (11)

9



5. Завершение доказательства осуществляется на основе стандарт-
ных в теории перколяции рассуждений (см., например, [11]). Неравен-
ство (11) позволяет применить к семейству событий {B(γ); γ ∈ B}
лемму Бореля–Кантелли (см., например, [12]), согласно которой веро-
ятность события, состоящего в одновременной реализации бесконеч-
ной совокупности событий из данного семейства, равна нулю. Тогда
с вероятностью 1 существует некоторый максимальный цикл γ ∈ B
такой, что за его пределами найдется вершина z и вместе с ней беско-
нечный путь α(z) без самопересечений, начинающийся в этой вершине.
Это означает, что для бернуллиевского поля {c̃(x); x ∈ Z2} событие
{M̃ : ∃

�
W̃ ∈ W [M̃ ] : |W̃ | = ∞

�
} имеет вероятность 1. С другой сто-

роны, имеет место счетное разложение

{M̃ : ∃
�
W̃ ∈ W [M̃ ] : |W̃ | = ∞

�
} =

=
[

v∈Z2

{M̃ : W̃ (v) ∈ W [M̃ ], |W̃ (v)| = ∞}. (12)

Ввиду однородности поля {ã(x); x ∈ Z2}, вероятность
Pr{M̃ : W̃ (v) ∈ W [M̃ ], |W̃ (v)| = ∞} = Q(c)

не зависит от v. Поэтому, она не может быть равна нулю из-за нера-
венства

1 6 X
v∈Z2

Pr{M̃ : W̃ (v) ∈ W [M̃ ], |W̃ (v)| = ∞} ,

вытекающего из (12).

Следствие 1. При c > c0 вероятность Q(c) может быть пред-
ставлена с любой наперед заданной точностью конечным отрезком
ряда (5), определяемом слагаемыми, которые соответствуют циклам
γ с длиной, не превосходящей m. При этом имеет место следующая
оценка погрешностиX
γ∈B:|γ|>m

P (γ) 6 X
γ∈B:|γ|>m

[(1−c)c1/3]|γ| 6 4
X

k>m

(k−1)[(1−c)c1/3]ksk−1 =

= 16(1− c)c1/3
∞X

k=m+1
(k − 1)

h�
2 +

√
5
�
(1− c)c1/3

ik−1
=

= 16(1− c)c1/3
"
ξ

d

dξ

 
ξm

1− ξ

!#
ξ=[(2+

√
5)(1−c)c1/3]

.
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Таким образом, разложение (5) служит инструментом для вычис-
ления вероятности перколяции Q(c) с любой гарантированной точно-
стью на том отрезке изменения концентрации c, на котором имеется
гарантированная оценка сверху для порога перколяции c∗.
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