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Изучается устойчивость элементов при различных способах их закрепления
при дозвуковом или сверхзвуковом режимах обтекания. Исследуется устойчивость
движения в задачах о динамике летательных аппаратов, трубопроводных систем,
датчиков измерения параметров газожидкостных сред.

Введение. При проектировании различных конструкций, уст-
ройств, установок, приборов, аппаратов, систем и т. д., находящихся во
взаимодействии с газожидкостной средой (обтекаемых потоком жид-
кости или газа), необходимо решать задачи, связанные с исследовани-
ем устойчивости упругих элементов, требуемой для их функциониро-
вания и надежности эксплуатации.

С одной стороны воздействие потока может приводить к отрица-
тельным эффектам, являющимся причиной нарушения необходимых
функциональных свойств элементов, вплоть до их разрушения (напри-
мер, приводить к состоянию неустойчивости вследствие увеличения
амплитуды или частоты колебаний до критически допустимых значе-
ний). Такая проблема, когда неустойчивость является негативным яв-
лением, возникает, например, при проектировании составных частей
летательных и подводных аппаратов: элерона – составной части кры-
ла, руля высоты – составной части стабилизатора, руля направления
– составной части киля, панели – составной части фюзеляжа, крыла
или какой-либо другой части летательного аппарата.

В то же время для функционирования некоторых технических уст-
ройств явление возбуждения колебаний упругих элементов при аэро-
гидродинамическом воздействии, указанное выше в качестве негатив-
ного, является необходимым. Примерами подобных устройств, отно-
сящихся к вибрационной технике, используемых для интенсификации
технологических процессов, являются устройства для приготовления
однородных смесей и эмульсий (например, гидродинамические излу-
чатели), в частности, устройства для подачи смазочно-охлаждающей
жидкости в зону обработки.

На деформации упругих элементов основано также действие неко-
торых приборов, например, датчиков для измерения давления рабочей
среды.

В настоящее время аэрогидроупругость представляет собой хорошо
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развитый раздел механики сплошной среды. Например, отметим рабо-
ты [1–5]. Однако, хотелось бы заметить, что при решении задач аэро-
гидроупругости недостаточно развиты методы исследования устойчи-
вости элементов конструкций, основанные на построении функциона-
лов для интегро-дифференциальных уравнений с частными производ-
ными при дозвуковом, трансзвуковом, сверхзвуковом режимах обте-
кания этих конструкций потоком жидкости или газа. Этот факт и
определяет направление проведенных исследований.

В работе принято определение устойчивости упругого тела, соот-
ветствующее концепции устойчивости динамических систем по Ляпу-
нову. Некоторые результаты отражены в работах [6–15].

Исследование устойчивости основано:
• на построении смешанных функционалов для связанных систем

дифференциальных уравнений с частными производными для двух
неизвестных функций – деформации элемента и потенциала скорости
потока жидкости (газа);

• на построении функционалов для дифференциальных уравнений
с частными производными только для функции деформации элемента
после исключения потенциала скорости жидкости (газа);

• на проведении численного эксперимента с применением метода
Бубнова–Галеркина.

Поведение упругого материала в работе описывается несколькими
линейными и нелинейными моделями. В некоторых моделях учитыва-
ются тепловое воздействие на элементы и (или) эффекты запаздыва-
ния внешних воздействий на элементы.

В работе приведены примеры постановок некоторых задач аэро-
гидроупругости и примеры исследования динамической устойчивости
движения упругих элементов конструкций в этих задачах.

Исследование устойчивости упругого элемента конструк-
ции при сверхзвуковом обтекании. Рассмотрим модельное урав-
нение, описывающее поперечные колебания упругой пластины-полосы
при обтекании ее сверхзвуковым потоком газа (рис. 1):

L (w) ≡ Mẅ(x, t) + Dw′′′′(x, t) + Nw′′(x, t)+

+α (ẇ(x, t) + V w′(x, t)) = 0, x ∈ (0, l) .
(1)

Здесь w(x, t) – функция деформации упругой пластины; штрих и точ-
ка обозначают частные производные по x и t соответственно; α =
= α0ρ0a0 = const > 0, где ρ0, a0 – плотность газа и скорость зву-
ка в однородном невозмущенном потоке (α0 = 1 при одностороннем
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обтекании, α0 = 2 при двустороннем обтекании); N – сжимающая

(растягивающая) пластину сила; D =
Eh3

12 (1− ν2)
, M = ρplh – изгиб-

ная жесткость и погонная масса пластины (элемента); h, l – толщина
и длина пластины; E – модуль упругости пластины; ρpl – плотность
материала пластины; ν – коэффициент Пуассона.

Аэродинамическая нагрузка определяется выражением

F = α (ẇ + V w′) ,

справедливым при достаточно больших скоростях сверхзвукового по-
тока V . Выражение для F получено с помощью решения соответству-
ющей линейной нестационарной аэродинамической задачи на основе
преобразования Лапласа при больших числах Маха M = V/a0 (что
согласуется с гипотезой плоских сечений Ильюшина А.А.).

Рисунок 1 – Примеры обтекания конструкций с упругим элементом сверхзву-
ковым потоком газа: а) двустороннее обтекание рассекателя с образованием удар-
ной волны; б) одностороннее обтекание защитного экрана с образованием волны
разрежения

Предположим, что концы упругой пластины закреплены либо жест-
ко, либо шарнирно, тогда при x = b и x = c выполняется одно из
условий

1) w = w′ = 0, 2) w = w′′ = 0. (2)

На основе исследования функционала

J (t) =
1

2
e2γt

lZ
0

n
Mẇ2 + 2Mθwẇ + αθw2 + Dw′′2 −Nw′2o dx, (3)

где γ, θ – некоторые постоянные положительные параметры, при вы-
полнении условий

λ1D −N > 0; θ − γ > 0; (4)
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α > Mθ или α < Mθ,
Mθ2 − αθ

η1 (λ1D −N)
∈ (0, 1) ; (5)

α−M (θ + γ) > 0; (α−M (θ + γ)) (λ1D −N) (θ − γ) >
α2V 2

4
+M 2θ2γ2;

(6)

(α−M (θ + γ))2 (λ1D −N)2 (θ − γ)2 +
α4V 4

16
+ M 4θ4γ4 >

>
α2V 2

2
M 2θ2γ2 + (α−M (θ + γ)) (λ1D −N) (θ − γ)

α2V 2

2
+

+2 (α−M (θ + γ)) (λ1D −N) (θ − γ) M 2θ2γ2

(7)

получено неравенство

w2 (x, t) 6 l

λ1D −N
e−2γt

lZ
0

n
M(1 + θ)ẇ2

0+�
η−1

1 λ−1
1 (α + M)θ + D + λ−1

1 |N |
�
w′′

0
2
ª
dx,

где λ1, η1 – наименьшие собственные значения краевых задач

ϕ′′′′ = −λϕ′′, ϕ′′ = −ηϕ

с краевыми условиями (2) [15];

ẇ0 = ẇ (x, 0) , w′′
0 = w′′ (x, 0) .

Из этого неравенства следует

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4)–(7). Тогда решения ура-
внения (1) будут асимптотически устойчивы по отношению к воз-
мущениям начальных данных ẇ0, w

′′
0 , если w (x, t) удовлетворяет кра-

евым условиям (2).

Применение теоремы 1 состоит в отыскании постоянных величин
θ > 0, γ > 0, чтобы удовлетворялась система неравенств (4)–(7).

Для примера рассмотрим двустороннее обтекание (α0 = 2) алю-
миниевой пластины (E = 7 · 1010, ρpl = 8480, ν = 0, 31) толщиной
h = 0, 01 и длиной l = 1 потоком идеального газа (ρ0 = 1, a0 = 331) со
скоростью V = 400. Тогда коэффициенты уравнения (1) принимают

значения: M = ρplh = 84, 8; D =
Eh3

12 (1− ν2)
= 6453, 5; α = α0ρ0a0 =

= 662. Рассмотрим случай шарнирно закрепленных концов пластины,
тогда η1 = λ1 = π2/l2 ≈ 9, 87. Все значения приведены в системе СИ.
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Найдем значения усилия N , при которых выполняются условия
теоремы 1. Подставим найденные коэффициенты в систему неравенств
(4) – (7).

N < 63696; θ 6 7, 8; θ − γ > 0; θ + γ < 7, 8; (8)

(662− 84, 8 (θ + γ)) (63696−N) (θ − γ) > 1, 753·1010+7191·θ2γ2; (9)

(662− 84, 8 (θ + γ))2 (63696−N)2 (θ − γ)2 + 3, 073 · 1020+

+5, 171 · 107θ4γ4 > 2, 521 · 1014θ2γ2+

+3, 506 · 1010 (662− 84, 8 (θ + γ)) (63696−N) (θ − γ) +

+14382 (662− 84, 8 (θ + γ)) (63696−N) (θ − γ) θ2γ2.

(10)

Неравенства (8) задают ограничения на значения параметров N, θ,
γ, а неравенства (9)–(10) служат для определения усилия N при кон-
кретных значениях θ, γ. Например, для точки (7, 7; 0, 05) из треуголь-
ника решений на плоскости (θ, γ) неравенство (9) примет вид N <
< −4, 773 · 108, а неравенство (10) выполняется при любых N .

Замечание 1. В данном параграфе представлен пример постро-
ения функционала соответствующего экспоненциальному затуханию
колебаний. Параметр γ отвечает за скорость затухания. Чем N мень-
ше, тем γ можно взять больше, и тем самым решение w (x, t) быстрее
стремится к нулю при увеличении t. Например, для точки (4; 3, 7) из
треугольника решений на плоскости (θ, γ) неравенство (9) примет вид
N < −6, 464 · 109, а неравенство (10) выполняется при любых N .

Исследование устойчивости упругих элементов составных
частей летательных аппаратов при дозвуковом обтекании.
Рассмотрим в качестве примера плоскую задачу аэрогидроупругости
о малых колебаниях, возникающих при бесциркуляционном обтекании
тонкостенной конструкции – крыла с упругим закрылком (элероном).

Пусть на плоскости xOy, в которой происходят совместные колеба-
ния упругого закрылка, крылу соответствует на оси Ox отрезок [a, b],
а закрылку – отрезок [b, c] (рисунок 2). Функции f± (x) определяют
форму верхней (+) и нижней (−) недеформируемых частей профиля
крыла.

В бесконечно удалeнной точке скорость газа равна V и имеет на-
правление, совпадающее с направлением оси Ox.

Введем обозначения: w (x, t) – функция прогиба упругого закрыл-
ка; ϕ (x, y, t) – потенциал скорости возмущенного потока газа.
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Рисунок 2 – Крыловой профиль

Предлагаемая математическая модель определяется следующими
уравнениями и граничными условиями:

∆ϕ ≡ ϕxx + ϕyy = 0, (x, y) ∈ G = R2\ [a, c] , (11)

ϕ±y (x, 0, t) = lim
y→±0

ϕy (x, y, t) =

8<: V f ′± (x) , x ∈ (a, b) ,
wt (x, t) + V wx (x, t) , x ∈ (b, c) ,

(12)
|∇ϕ|2∞ ≡

�
ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

t

�
∞ = 0, (13)

M (x) ẅ (x, t) + (D (x) w′′ (x, t))
′′
+ β0 (x) w (x, t) +

β1 (x) ẇ (x, t) + (β2 (x) ẇ′′ (x, t))
′′

= ρ
�
ϕ+

t (x, 0, t)− ϕ−t (x, 0, t)
�
+

+ρV
�
ϕ+

x (x, 0, t)− ϕ−x (x, 0, t)
�
, x ∈ (b, c) . (14)

Здесь индексы x, y, t снизу обозначают частные производные по x, y, t;
штрих и точка – частные производные по x и t соответственно; ρ –
плотность жидкости в однородном невозмущенном потоке; D, M – из-
гибная жесткость и погонная масса элемента (пластины); N – сжимаю-
щая (растягивающая) пластину сила; β1, β2 – коэффициенты внешнего
и внутреннего демпфирования; β0 – коэффициент жесткости основа-
ния.

Используя методы теории функций комплексного переменного [16],
решение задачи можно свести к исследованию интегро-дифференци-
ального уравнения для неизвестной функции прогиба w закрылка:

M (x) ẅ (x, t) + (D (x) w′′ (x, t))
′′
+ β0 (x) w (x, t) + β1 (x) ẇ (x, t) +

+ (β2 (x) ẇ′′ (x, t))
′′

= −ρ

π

cZ
b

[ẅ(τ, t) + V ẇ′(τ, t)] K(τ, x) dτ−

−V ρ

π

cZ
b

[ẇ(τ, t) + V w′(τ, t)]
∂K(τ, x)

∂x
dτ+
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+
V 2ρ

π

bZ
a

[f ′+(τ) + f ′−(τ)] G(τ, x) dτ, x ∈ (b, c), (15)

где

K (τ, x) = 2 ln

�������q(x− a) (c− τ) +
q

(τ − a) (c− x)q
(x− a) (c− τ)−

q
(τ − a) (c− x)

������� ,
G (τ, x) =

q
(x− a) (c− x) +

q
(τ − a) (c− τ)q

(x− a) (c− x) (x− τ)
, τ 6= x.

Если профиль крыла симметричный, т. е. f+ (x) = −f− (x), то по-
лучим однородную систему уравнений:

M (x) ẅ (x, t) + (D (x) w′′ (x, t))
′′
+ β0 (x) w (x, t) + β1 (x) ẇ (x, t) +

+ (β2 (x) ẇ′′ (x, t))
′′

== −ρ

π

cZ
b

[ẅ(τ, t) + V ẇ′(τ, t)] K(τ, x) dτ−

−V ρ

π

cZ
b

[ẇ(τ, t) + V w′(τ, t)]
∂K(τ, x)

∂x
dτ. (16)

Граничные условия на концах пластин при x = b и x = c имеют
вид:

w (b, t) = 0, w′′ (b, t) = αw′ (b, t) , w′′ (c, t) = 0, w′′′ (c, t) = 0, (17)

что соответствует упругому закреплению левого конца x = b и свобод-
ному правому концу x = c. Число α – коэффициент жесткости упругой
связи между крылом и элероном.

Получены достаточные условия устойчивости по Ляпунову нулево-
го решения интегро-дифференциального уравнения (16) по отношению
к возмущениям начальных условий на основе исследования функцио-
нала

Φ =
cZ

b

§
M(x)ẇ2 + D(x)w′′2 + β0(x)w2

ª
dx + αD(b)w′2(b, t)+

+
ρ

π

cZ
b

dx
cZ

b

ẇ(x, t)ẇ(τ, t)K(τ, x) dτ−

−ρV 2

π

cZ
b

dx
cZ

b

w′(x, t)w′(τ, t)K(τ, x) dτ.
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Пусть выполняются условия

α > 0, inf
x

(µ1β2 (x) + β1 (x)) > 0, V 2 <
2πα inf

x
D (x)

(c− b) ρK0 (2 + α (c− b))
,

(18)

где K0 = sup
x∈(b,c)

cR
b
K(τ, x)dτ . Тогда получим неравенство�

2π inf
x

D (x)− ρK0V
2 (c− b)2

π (c− b)2 − 4 inf
x

D (x)

(c− b)2 (2 + α (c− b))

�
w2 (x, t)

c− b
6

6
cZ

b

( 
sup

x
M(x) +

ρK0

π

!
ẇ2(x, 0)+

+ sup
x

�
D(x) +

β0(x)

µ1

�
w′′2(x, 0)

9=; dx + α sup
x

�
D(x) +

β0(x)

µ1

�
w′2(b, 0),

из которого следует

Теорема 2. Пусть выполнены условия (18). Тогда решение w (x, t)
уравнения (16) устойчиво по отношению к возмущениям начальных
значений ẇ(x, 0), w′′(x, 0), w′ (b, 0), если w (x, t) удовлетворяет крае-
вым условиям (17).

Исследование устойчивости упругих элементов проточных
каналов. Рассмотрим плоское течение идеальной сжимаемой жидко-
сти в прямолинейном канале J = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < x0, 0 < y < y0}
(рисунок 3).

Рисунок 3 – Канал, стенка которого содержит деформируемый элемент

Скорость невозмущенного однородного потока равна V и направле-
на вдоль оси Ox. Упругой является часть стенки y = y0 при x ∈ [b, c].

Введем обозначения: w (x, t) – функция деформации упругого эле-
мента стенки канала; ϕ (x, y, t) – потенциал скорости возмущенного
потока.
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Математическая постановка задачи имеет вид:

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a2 (ϕxx + ϕyy) , (x, y) ∈ J, t > 0, (19)

ϕy (x, y0, t) = ẇ (x, t) + V w′ (x, t) , x ∈ (b, c) , t > 0, (20)

ϕy (x, y0, t) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0) , t > 0, (21)

ϕy (x, 0, t) = 0, x ∈ (0, x0) , t > 0, (22)

ϕ (0, y, t) = 0, ϕ (x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0) , t > 0, (23)

L (w) = −ρ (ϕt (x, y0, t) + V ϕx (x, y0, t)) , x ∈ (b, c) , t > 0. (24)

Дифференциальный оператор L (w) задается выражением

L (w) ≡ Dw′′′′ (x, t) + β2ẇ
′′′′ (x, t) + Mẅ (x, t) +

+Nw′′ (x, t) + β1ẇ (x, t) + β0w (x, t) . (25)

Здесь индексы x, y, t снизу обозначают частные производные по
x, y, t; штрих и точка – частные производные по x и t соответствен-
но; ρ – плотность жидкости в однородном невозмущенном потоке; D,
M – изгибная жесткость и погонная масса элемента (пластины); N –
сжимающая (растягивающая) пластину сила; β1, β2 – коэффициенты
внешнего и внутреннего демпфирования; β0 – коэффициент жестко-
сти основания; a – скорость звука в невозмущенном потоке жидкости
(a > V ).

Пусть граничные условия имеют вид (2). Таким образом, получили
связанную задачу (19)–(25), (2) для двух неизвестных функций – про-
гиба упругого элемента стенки канала w (x, t) и потенциала скорости
жидкости (газа) ϕ (x, y, t).

Исследование устойчивости нулевого решения ϕ (x, y, t) ≡ 0,
w (x, t) ≡ 0 системы (19)–(25), (2) по Ляпунову проведено на основе
исследования смешанного функционала

Φ (t) =
ZZ
J

�
ϕ2

t +
�
a2 − V 2

�
ϕ2

x + a2ϕ2
y

�
dxdy−

−2a2V
cZ

b

ϕ (x, y0, t)w
′ (x, t) dx +

a2

ρ

cZ
b

�
Mẇ2 + Dw′′2 −Nw′2 + β0w

2
�
dx.

(26)
Пусть выполняются условия

β2 > 0, β1 > 0, λ1D−N > 0, V 2 <
1

2

�
a2 +

2a2x2
0

y2
0π

2 +
2 (λ1D −N)

ρy0

�
+
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+
1

2

Í�
a2 +

2a2x2
0

y2
0π

2 +
2 (λ1D −N)

ρy0

�2

− 8 (λ1D −N) a2

ρy0
, (27)

где λ1 – наименьшее собственное значение краевой задачи ψ′′′′ = −λψ′′,
x ∈ (b, c) с краевыми условиями (2). Тогда справедливы неравенства

w2 (x, t) 6 ∆1 (c− b)

∆2y0
Ω,

ZZ
J

ϕ2 (x, y, t) dxdy 6 d22d33 − d2
23

∆2
Ω,

где

∆1 = d11d22 − d2
12 =

2
�
a2 − V 2�π2a2

x2
0y

2
0

> 0, ∆2 = d33∆2 − d2
23d11 > 0,

d11 =

�
a2 − V 2� π2

x2
0

+
2a2

y2
0

, d22 = d12 =
2a2

y2
0

,

d23 =
V

y2
0
, d33 =

a2 (λ1D −N)

ρy0
,

Ω =
ZZ
J

�
ϕ2

t0 +
�
a2 − V 2

�
ϕ2

x0 + a2ϕ2
y0

�
dxdy + a2

cZ
b

ϕ2 (x, y0, 0) dx+

+
a2

ρ

cZ
b

�
Mẇ2

0 +

�
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+

β0

µ1

�
w′′

0
2
�

dx, ϕt0 = ϕt (x, y, 0) ,

ϕx0 = ϕx (x, y, 0) , ϕy0 = ϕy (x, y, 0) , ẇ0 = ẇ (x, 0) , w′′
0 = w′′ (x, 0) ,

µ1 – наименьшее собственное значение краевой задачи ψ′′′′ = µψ,
x ∈ (b, c) с краевыми условиями (2).

Из полученных неравенств следует

Теорема 3. Пусть выполняются условия (27). Тогда решение
w (x, t) задачи (19)–(25), (2) устойчиво, а решение ϕ (x, y, t) устойчи-
во в среднем, по отношению к возмущениям начальных данных ϕt0,
ϕx0, ϕy0,ϕ (x, y0, 0) , ẇ0, w

′′
0 .

Исследование устойчивости на основе численного экспе-
римента. Для всех описанных выше задач проведено исследование
устойчивости на основе численного эксперимента. При этом, в отли-
чие от условий, полученных на основе функционалов, которые явля-
ются только достаточными, можно получить параметры механических
систем и области изменения этих параметров, соответствующие необ-
ходимым и достаточным условиям устойчивости.
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Решения разрешающих уравнений строили на основе метода Галер-
кина, подчинив искомую функцию w (x, t) краевым условиям. Задава-
лись также начальные условия w (x, 0) = f1 (x) , ẇ (x, 0) = f2 (x) ,
согласованные с краевыми условиями. Согласно методу Галеркина ре-
шение уравнений отыскивалось в виде w(x, t) =

nP
k=1

ak (t) gk (x) , где

gk (x) – базисные функции, подобранные так, чтобы выполнялись за-
данные краевые условия, а уравнения для функций ak (t) определя-
лись из условия ортогональности невязки уравнения ко всем базисным
функциям.

Проведенные численные эксперименты показали удовлетворитель-
ное согласование необходимых и достаточных условий, полученных
численно, с достаточными условиями, полученными аналитически на
основе исследования функционалов.
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