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В рамках теории диффузионных процессов существуют разнообразные версии из-

менения краткосрочных процентных ставок доходности. Тем не менее до сих пор не
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появилось такой модели, которая смогла бы быть подходящей основой для построения
временной структуры доходности, близкой к существующей на реальном финансовом
рынке. Наиболее известны модели процентных ставок, приводящие к аффинным вре-
менным структурам доходности, поскольку они просты и подразумевают решение в
аналитическом виде. Однако воспроизведения реальных временных структур с помо-
щью аффинных моделей неточны. В последнее время развитие моделей идет в двух
направлениях: увеличение размерности моделей и отказ от аффинных свойств. В ка-
честве представителей такого развития наиболее популярны сейчас так называемые
квалратичные модели процессов процентных ставок, в которых процесс процентной
ставки 𝑟(𝑡) задается уравнениями

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜉(𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 > 𝑡0, 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

𝑟(𝑡) = 𝛼 +𝑋(𝑡)⊤Ψ𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡) ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ R1, Ψ ∈ R𝑛×𝑛.

Обычно 𝛼 > 0, Ψ — симметрическая положительно определенная матрица. Когда
вектор 𝜉(𝑋) линейно зависит от 𝑋, а матрица 𝜎(𝑋) не зависит от 𝑋, процесс 𝑋(𝑡)
является гауссовым и в стационарном режиме имеет, скажем, математическое ожида-
ние 𝜇 и матрицу ковариации 𝑉.

Утверждение. При принятых условиях производящая функция моментов про-
цесса процентной ставки 𝑟(𝑡) определяется соотношением

𝑀(𝑧) = 𝑒𝛼𝑧−𝜇
⊤𝑉 −1𝜇/2+𝜇⊤(𝑉−2𝑧𝑉Ψ𝑉 )−1𝜇/2 |𝑉 |1/2

|𝑉 − 2𝑧𝑉Ψ𝑉 |1/2
,

где 𝑧 — вещеcтвенная переменная с областью определения, задаваемой неравен-
ством

|𝑉 − 2𝑧𝑉Ψ𝑉 | > 0.

Следствие 1. Стационарное математическое ожидание процесса 𝑟(𝑡) имеет
вид

𝐸[𝑟] = 𝛼 + 𝜇⊤Ψ𝜇+ 𝑉 ∘Ψ,

где ∘ — сумма произведений соответствующих элементов матриц, 𝑉 ∘ Ψ =
=

∑︀𝑛
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑉𝑖,𝑗Ψ𝑖,𝑗.

Следствие 2. Пусть Ψ и 𝑉 — диагональные матрицы Ψ = 𝜓𝐼, 𝑉 = 𝑣𝐼. В
этом случае

𝑀(𝑧) = 𝑒𝛼𝑧−𝜇
⊤𝜇𝑧𝜓/(1−2𝑧𝑣𝜓) 1

(1− 2𝑧𝑣𝜓)𝑛/2
,

а основные стационарные моменты процесса 𝑟(𝑡) вычисляются по формулам

𝐸[𝑟] = 𝛼 + 𝑛𝑣𝜓 + 𝜇⊤𝜇𝜓, Var [𝑟] = 2𝑣(𝑛𝑣 + 2𝜇)𝜓2,

𝐸[(𝑟 − 𝐸[𝑟])3] = 8𝑣2(𝑛𝑣 + 3𝜇)𝜓3.

Следствие 3. Если условия следствия 2 дополнить равенством 𝜇 = 0, то мар-
гинальным распределением процесса 𝑟(𝑡) будет сдвинутое распределение гамма с па-
раметром сдвига 𝛼, параметром масштаба 1/(2𝑣𝜓) и параметром формы 𝑛/2.

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция».


