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Решить стационарную квантовомеханическую задачу для системы 

частиц – означает найти для нее решения стационарного уравнения 

Шрѐдингера, то есть определить собственные функции оператора 

Гамильтона, дающие информацию о плотности вероятности обнаружения 

частицы в любой точке пространства, а также его собственные значения 

(то есть спектр энергии). 

Простейшими атомными системами являются атом водорода и 

водородоподобные ионы, то есть такие системы, у которых в поле ядра 

находится один электрон. Задача о движении электрона в поле ядра 

интересна сама по себе, кроме того, она имеет фундаментальное значение 

для атомной физики, так как решение общей задачи о движении электрона 

в многоэлектронном атоме использует в той или иной мере результаты, 

полученные для одноэлектронной системы. 

Запишем стационарное уравнение Шрѐдингера для электрона, 

имеющего в поле ядра потенциальную энергию )(rU


: 
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(здесь m  - масса электрона). 

Поместим ядро, заряд которого Ze , в начало системы координат. 

Потенциальная энергия электрона, находящегося на расстоянии r  от ядра, 

определяется выражением 
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где 
04
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
  (в системе СИ), 1  (в системе СГС) 

Так как функция )(rU


 сферически симметрична ( )()( rUrU 


), то 

уравнение (9,1) целесообразно решать в сферических координатах, считая 

),,( r . Физический смысл имеют решения, удовлетворяющие 

стандартным условиям, то есть функции, однозначные, конечные, 



непрерывные и гладкие во всей области изменения переменных (  r0 , 

 0 ,  20  . 

Оператор Лапласа в сферических координатах имеет вид 
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где ̂ – оператор Лежандра (смотри формулу (6.8)), 
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После несложных преобразований уравнение (9.1) примет вид 
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Здесь использованы следующие обозначения: 
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222 /Zem  .                                    (9.5) 

Собственную функцию представим в виде: 
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и поставим перед собой задачу найти вид радиальной функции   RrR  , 

выделяя в уравнении (9.3) лишь радиальную составляющую оператора 

Лапласа. Такая постановка задачи позволяет получить только часть 

решений для собственной функции, а именно, решения для состояний 

электрона с нулевым орбитальным моментом импульса. Интерес к 

поставленной задаче обусловлен тем, что ее решение дает возможность 

получить полную информацию о спектре собственных значений энергии, 

что будет показано в следующей лекции. 

При сделанных предположениях уравнение (9.3) примет вид 
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Для решения уравнения (9.7) сделаем замену  
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Найдем первую и вторую производные функции )(rR , подставим 

полученные выражения, а также (9.8) в уравнение (9.7) и после приведения 

подобных членов получим: 
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Простой анализ показывает, что при r  уравнение (9.9) имеет вид: 
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Общий вид решения этого уравнения хорошо известен: 
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При r  второе слагаемое в (9.11) неограниченно растет. Считая 

0D , удовлетворим условию конечности собственной функции и 

получим: 
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Функция (9.12) применима только при r . Чтобы найти вид 

функции )(r , удовлетворяющей стандартным требованиям при любых r , 

представим ее в виде: 
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Взяв первую и вторую производные от функции (9.13), подставим их и 

саму функцию (9.13) в уравнение (9.9). После несложных преобразований 

имеем: 
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Запишем сумму коэффициентов при 1nr в уравнении (9.14):  
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Из (9.15) следует: 
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Выражение (9.16) – это рекуррентная формула для коэффициентов 

используемого ряда. Исследуем поведение ряда при n  (то есть при 

бесконечно большом числе членов в нем). Тогда (9.16) переходит в 

формулу 
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Но выражение (9.17) есть не что иное, как рекуррентная формула ряда, 

в который разлагается функция re 2 . Следовательно, не ограничивая 

число членов ряда, получим функцию, которая с точностью до 

постоянного множителя имеет вид: 
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Как следует из (9.8) и (9.13), при r  эта функция неограниченно 

растет. 



Чтобы радиальная функция )(rR  оставалась конечной при любых r , 

необходимо, чтобы ряд обрывался, то есть переходил в сумму конечного 

числа членов. Оборвем ряд, например, на n -ом члене. Для этого 

потребуем, чтобы 1na  и все последующие коэффициенты обращались в 

нуль. Это требование выполняется, как следует из (9.16), при условии 

02 n .                                       (9.18) 

Тогда имеющая физический смысл радиальная функция с точностью до 

постоянного множителя запишется в виде: 
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где n  определяется из уравнения (9.18): 
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Принимая во внимание (9.4) и (9.5), приходим к выводу, что (9.20) 

определяет возможные значения энергии 
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при которых радиальная функция имеет вид (9.19). 

Формула (9.22) определяет дискретный спектр энергии для электрона в 

водородоподобном атоме, то есть выражает правило квантования энергии. 

При заданном значении n , называемом главным квантовым числом, 

энергия электрона принимает конкретное значение, то есть имеем 

определенный энергетический уровень. 

Видим, что выражение (9.22) полностью совпадает с формулой для 

полной энергии электрона на n-ой орбите в теории Бора для 

водородоподобных систем (смотри (3.11)). Для обсуждения спектральных 

закономерностей для рассматриваемых атомных систем удобно 

воспользоваться схемой энергетических уровней (смотри рисунок 3.1), 

изобразив на ней в соответствии в правилом частот Бора разрешенные 

переходы, то есть переходы, вероятность которых отлична от нуля. 

Правила, показывающие изменения квантовых чисел, соответствующие 

разрешенным переходам, называются правилами отбора. Для их 

установления в квантовой механике достаточно знать волновые функции 

исходного и конечного состояний атома и оператор перехода (оператор 

электромагнитного взаимодействия). 

При переходах электрона из одного состояния в другое для квантового 

числа n  должно выполняться следующее правило отбора: 

n  – любое целое число. 

В соответствии с этим правилом в спектрах излучения 

водородоподобных атомов на уровень с 1n  будут разрешены переходы с 



любого уровня, для которого n  > 1 (серия Лаймана), на уровень с 2n  – с 

любого уровня, для которого n  > 2 (серия Бальмера), и т.д. (см. раздел 1). 

Отметим следующее обстоятельство: если в теории Бора для получения 

формулы квантования энергии потребовалось предварительно 

постулировать правило квантования круговых орбит, решение уравнения 

Шредингера приводит к аналогичному, подтвержденному экспериментом, 

результату без каких либо дополнительных условий. 

  

 


