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Аналогичным образом из представления (6) для m = 2 получаем среднеинтегральную
формулу для определения κ для произвольного периода τ0 :

4∑

i=1

[T̄(ti)− T̄(ti+4)]2 = 8M2
1(b1). (11)

Функции Φ1 и M1 в уравнениях (9) и (10) определяются соответственно из (5) и (7).
Для определения коэффициента κ с использованием формулы (10) необходимы вели-

чины T1, τ0, T(y∗, t∗i ) — значения температуры почвенного слоя [0, L] на произвольной
глубине y∗ = y = x∗/L для t∗i = iτ∗0 /4, i = 1, 8). Например, если τ∗0 = 24 ч , то t∗ =
= 3, 6, . . . , 24 ч. Имея эти данные, вычисляем [T(y∗, t∗i ) − T(y∗, t∗i+4)] для всех i = 1, 8.
Далее, κ определяем по формуле (10) методом подбора значения параметра b∗1 на ЭВМ
исходя из условия совпадения левой и вычисленной по исходным данным правой части т. е.:∑4

i=1[T(y∗, t∗i )−T(y∗, t∗i+4)]
2/(8T2

1). Из соотношения b∗1 =
√

ωL2/2κ находим значение κ на
глубине x = x∗, которое равно

κ∗ =
πL2

τ0(b∗1)2
. (12)

Используя формулу (6), можно находить κ на основе экспериментальных данных по
температуре в почвенном слое [0, L], т. е. T̄(ti), а также T1. В этом случае подбор значения
параметра b∗1 осуществляется по формуле

1
8T2

1

4∑

i=1

[T̄(ti)− T̄(ti+4)]2 =
sh2(2b1) + sin2(2b1)

2b2
1[ch(2b1) + cos(2b1)]2

. (13)

В отличие от методов в [1], здесь для определения коэффициента κ необходимо знать
распределение температуры T(y∗, ti) по времени в почвенном слое [0, L] на произвольной
безразмерной глубине y∗ = x/L и T̄(ti) для восьми моментов времени, что позволяет с
более высокой точностью определить параметр κ по формулам (10)–(13).
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Введение. В докладе рассматривается проблема интегрирования нормальных экстре-
малей для следующего обобщения задачи Дидоны [1]. Пусть на плоскости даны две точки
(x0, y0), (x1, y1) ∈ R2, соединенные гладкой кривой γ0. Требуется соединить эти точки дру-
гой гладкой кривой γ минимальной длины, такой, чтобы область D, ограниченная γ0 и γ
имела фиксированные площадь S, центр тяжести c и центр момента инерции M.
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Алгебраическая формулировка. Пусть L = span (X1, X2, . . . , X8) — свободная нильпо-
нентная алгебра Ли, порожденная генераторами X1 и X2 глубины 4, заданная следую-
щей таблицей умножения: [X1, X2] = X3; [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5; [X1, X4] = X6,
[X1, X5] = [X2, X4] = X7, [X2, X5] = X8.

Рассмотрим многообразие M и введем на нем такую структуру простой связаной группы
Ли G с алгеброй Ли L (свободной группы Карно с вектором роста (2, 3, 5, 8)), чтобы поля
Xi, i = 1, 8, образовывали левоинвариантный репер на M. Другими словами, введем на M
плоскую (или горизонтальную) субримановую структуру (G,∆, g) :

∆q = span (X1(q), X2(q)), g(Xi, Xj) = δij .

Т. е. ∆ — распределение ранга 2, или поле двумерных плоскостей в касательных простран-
ствах, порожденных X1 и X2, а g — квадратичная форма на этом распределении, орто-
нормирующая X1, X2, . . . , X8 (скалярное произведение).

Тогда наша задача — это задача о соединении точек q0, q1 ∈ G минимальной в субрима-
новой метрики плоской кривой q (геодезией):

q(t) ∈ G, q(0) = q0, q(t1) = q1, q̇(t) ∈ ∆q(t), l =

t1∫

0

√
g(q̇, q̇) dt → min .

Эквивалетная задача оптимального управления следует из замечания, что алгебра Ли L
реализуется полиномиальными векторными полями, если положить в качестве генераторов,
например [2],
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Задача оптимального управления. Для данных точек q0, q1 ∈ R8 найти такую кривую
q(t) ∈ R8, что q(0) = q0, q(t1) = q1 и

q̇(t) = u1(t)X1(q(t)) + u2(t)X2(q(t)), (u1, u2) ∈ R2, J =
1
2

t1∫

0

(u2
1 + u2

2) dt → min .

1. Уравнение нормальных экстремалей. Рассмотрим линейные на слоях кокасатель-
ного расслоения T ∗G гамильтонианы, соответствующие полям Xi :

hi(λ) = 〈λ,Xi〉, λ ∈ T ∗G, i = 1, 8.

Следуя [3], сформулируем необходимое условие оптимальности в геометрической поста-
новке.

Теорема (принцип максимума Понтрягина).Пусть qt и u(t), t ∈ [0, 1] являются опти-
мальной траекторией и соответствующим оптимальным управлением. Тогда существу-
ет нетривиальная пара (ν, λt) 6= 0, ν ∈ R, λt ∈ T ∗qt

G, для которой выполнены условия
λ̇t = ~hu(t),ν(λt) = u1(t) ~h1(λt) + u2(t) ~h2(λt), hu(t),ν(λt) = max

u∈R2
hu,ν(λt), t ∈ [0, 1], ν 6 0.

Кривая λt ∈ T ∗G называется экстремалью, а ее проекция qt = π(λt) ∈ G — субрима-
новой геодезией. В случае, если оптимальное ν 6= 0 (тогда можно считать, что ν = −1),
экстремаль называют нормальной, в противном случае — анормальной.

Из принципа максимума Понтрягина для нормальный экстремалей, расписывая условие
λ̇t = ~hu(t),ν(λt) на слоях T ∗G, имеем систему:

ḣ1 = −h2h3, ḣ2 = h1h3, ḣ3 = h1h4 + h2h5,

ḣ4 = h1h6 + h2h7, ḣ5 = h1h7 + h2h8, ḣ6 = ḣ6 = ḣ8 = 0

с нормальным гамильтонианом H = (h2
1 + h2

2)/2.
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2. Об интегрировании по Лиувиллю нормального гамильтонова поля ~H.

Как известно из теоремы Нетер, если функция Гамильтона H, заданная на симплекти-
ческом многообразии (M2n, ω2), выдерживает каноническую однопараметрическую группу
преобразований, заданную гамильтонианом F, то F — первый интеграл системы с функ-
цией Гамильтона H.

Значит, для того, чтобы фазовые потоки с функциями Гамильтона H1 и H2 коммути-
ровали между собой, необходимо и достаточно, чтобы скобка Пуассона функций H1 и H2

была (локально) постоянной.
Таким образом, как отмечает В.И.Арнольд [4], зная поток, коммутирующий с исследуе-

мым, можно построить первый интерграл. Это составляет основную идею вывода законов
сохранения нормального гамильтонова поля ~H.

Данная задача тесно связана с построением полной системы полиномиальных интегралов
на группах Ли, рассматривавшейся в работах Мищенко, Фоменко и Милованова [5, 6]. Однако
в нашем случае требуется, чтобы гамильтониан H входил в эту систему из 8 интегралов.

Утверждение 1. Если интеграл f гамильтониана H не зависит от h3, то f =
= f(H, h6, h7, h8).

Гипотеза. Пусть интеграл f гамильтониана H полиномиален по h3. Тогда f =
= f(H, C, h6, h7, h8).

Здесь и далее, C = h2
5h6−2h4h5h7−2h3(h6h8−h2

7) — функция Казимира, т. е. {C, hi} = 0
для всех i = 1, 8.

Утверждение 2. Если интеграл f — полином по h3 степени не выше 4, то f =
= f(H, C, h6, h7, h8).

В общем случае проблема интегрируемости по Лиувиллю остается открытой.
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Классическое определение пространства Соболева на действительной прямой таково:

W p,k(R) = {u ∈ Lp(R) : u(k) ∈ Lp(R)}, p > 1, k = 0, 1, 2, . . .

Перейдя к Фурье-образам, перепишем данное определение в виде

W p,k(R) = {u ∈ Lp(R) : |ξ|kFu ∈ FLp(R)},


