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0 = θ(x) = ρ(x) < ν̂•(x) = γ̂•(x) = ω̂(x)• = ∞,

0 = γ(x) = ρ(x) < θ̂•(x) = ν̂•(x) = ω̂(x)• = ∞,

0 = θ(x) = ν(x) = ρ(x) < γ̂•(x) = ω̂(x)• = ∞,

0 = θ(x) = γ(x) = ρ(x) < ν̂•(x) = ω̂(x)• = ∞,

0 = θ(x) = ν(x) = γ(x) = ρ(x) < ω̂(x)• = ∞.

Особенности уравнения второго порядка. Во множествах M̃n и Mn можно вы-
делить подмножества Ẽn и En неограниченных и соответственно ограниченных систем,
отвечающих каждое одному линейному уравнению n -го порядка.

Теорема 5. Для любого решения x ∈ S(A) любой системы A ∈ Ẽ2 верны соотношения

θ̃(x) = ν̃(x) = γ̃◦(x) = ω̃◦(x) = ρ̃◦(x) 6 γ̃•(x) = ω̃•(x) = ρ̃•(x),

а в случае A ∈ E2 — даже равенства

θ̃(x) = ν̃(x) = γ̃(x) = ω̃(x) = ρ̃(x).

Единственное неравенство теоремы 5, которое обращается в равенство для ограниченно-
го уравнения второго порядка, в случае произвольного неограниченного уравнения второго
порядка уже нельзя заменить равенством, что и подтверждает

Теорема 6. Существует система A ∈ Ẽ2, имеющая решение x ∈ S(A) с точными
показателями

0 = θ(x) = ν(x) < γ•(x) = ω•(x) = ρ•(x) = ∞.
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Рассматривается проблема Римана определения системы двух функций Y (z) = (y1, y2),
которая при обходе вокруг особых точек a1, a2, . . . , an, an+1 = ∞ (n = 3 или n = 4) испы-
тывает линейные преобразования Y → VkY с помощью постоянных невырожденных матриц
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Vk второго порядка, образующих группу монодромии. Решение этой проблемы сводится к
решению регулярной системы дифференциальных уравнений [1]:

dY

dz
= Y

n∑

k=1

Uk

z − ak
, (1)

где Uk — дифференциальные матрицы, подлежащие определению. Нетрудно заметить, что
если Y — решение проблемы Римана, а C — постоянная невырожденная матрица, то Y C
также является решением этой проблемы. Поэтому дифференциальные матрицы определя-
ются неоднозначно, а с точностью до преобразования подобия.

Пусть n = 3. Обозначая αk, βk — характеристические числа матриц Vk (k = 1, 2, 3, 4),
α12, β12 и α23, β23 — характеристические числа матриц V1V2 и V2V3, находим числа

ρk =
1

2πi
lnαk, σk =

1
2πi

lnβk, ρj,j+1 =
1

2πi
ln αj,j+1, σj,j+1 =

1
2πi

ln βj,j+1, j = 1, 2,

τ1 = ρ23σ23, τ3 = ρ12σ12, τ2 = ρ1σ1 + ρ2σ2 + ρ3σ3 + ρ4σ4 − τ1 − τ3.

Выбор ветвей ρk и σk (k = 1, 2, 3) зависит от выбора класса функций, в котором ищется
решение, а ветви ρ4, σ4, ρ12, σ12, ρ23, σ23 выбираются из условий

4∑

k=1

(ρk + σk) = 0, ρ12 + σ12 = ρ1 + σ1 + ρ2 + σ2, ρ23 + σ23 = ρ2 + σ2 + ρ3 + σ3.

Воспользовавшись формулой логарифмирования произведения трех невырожденных мат-
риц второго порядка [2], получим

Утверждение 1. Если матрицы 2-го порядка V1, V2, V3, V4 образуют группу монодро-
мии и ρ4 6= σ4, то решение проблемы Римана удовлетворяет системе уравнений (1) с
дифференциальными матрицами

Uk =
(

sk γk/ck

ck ρk + σk − sk
bigg), k = 1, 2, 3, (2)

где

sk =
1

ρ4 − σ4
[ρ4(σ4 + ρk + σk) + ρkσk − τk], γk = −(sk − ρk)(sk − σk), k = 1, 2, 3,

t =
1

2γ1
(γ2 − γ1 − γ3 ±

√
(γ2 − γ1 − γ3)2 − 4γ1γ3),

c1 = c, c2 = −(1 + t)c, c3 = ct, c — произвольная постоянная.
Эти формулы согласуются с формулами, полученными ранее в работе [3] другим спо-

собом.
При n = 4, то кроме логарифмов ρj,j+1, σj,j+1 характеристических чисел матриц VjVj+1

(j = 1, 2, 3), находим логарифмы ρj,j+1,j+2, σj,j+1,j+2 характеристических чисел матриц
VjVj+1Vj+2 (j = 1, 2), а также числа

τ∗1 = ρ234σ234, τ∗4 = ρ123σ123, τ∗2 = ρ5σ5 + ρ1σ1 + ρ2σ2 + ρ34σ34 − ρ12σ12 − τ∗1 ,

τ∗3 = ρ5σ5 + ρ3σ3 + ρ4σ4 + ρ12σ12 − ρ34σ34 − τ∗4 .

Тогда справедливо
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Утверждение 2. Если матрицы 2-го порядка V1, V2, . . . , V5 образуют группу монодро-
мии и ρ5 6= σ5, то решение проблемы Римана удовлетворяет системе (1) с дифференци-
альными матрицами вида (2), где

sk =
1

ρ5 − σ5
[ρ5(σ5 + ρk + σk) + ρkσk − τ∗k ], γk = −(sk − ρk)(sk − σk), k = 1, 2, 3, 4,

t1 =
1

2γ1
(γ2 − γ1 − γ34 ±

√
(γ2 − γ1 − γ34)2 − 4γ1γ34),

t2 =
1

2γ12
(γ3 − γ4 − γ12 ±

√
(γ3 − γ4 − γ12)2 − 4γ4γ12),

γ12 = −(s12 + ρ12)(s12 + σ12), γ34 = −(s34 − ρ34)(s34 − σ34),

s12 =
1

ρ5 − σ5
[ρ12σ12 − (ρ5 + ρ34)(ρ5 + σ34)], s34 =

1
ρ5 − σ5

[ρ34σ34 − (ρ5 + ρ12)(ρ5 + σ12)],

c1 = c, c2 = −(1 + t1)c, c3 = (1 + t2)t1c, c4 = −t1t2c, c — произвольная постоянная.
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Через Matn(R) обозначим алгебру вещественных n × n -матриц со стандартной топо-
логией (т. е. топологией, порожденной какой-либо матричной нормой). Класс всех кусочно-
непрерывных матричнозначных функций A(·) : [0, +∞) → Matn(R) обозначим через через
M∗

n. Далее матричнозначные функции A(·) ∈ M∗
n называем просто матрицами. Подкласс

класса M∗
n, состоящий из ограниченных функций, обозначается через Mn (ограниченность

матричнозначной функции A(·) означает, что sup
t > 0

‖A(t)‖ < +∞), а подкласс класса Mn,

состоящий из непрерывных функций — через CMn.

Рассмотрим линейную однородную дифференциальную систему

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t > 0, (1)

с матрицей A(·) ∈ M∗
n и сделаем в этой системе линейную замену переменных x = L(t)y

с невырожденной при всех t > 0 и кусочно-дифференцируемой на [0,+∞) матрицей L(·).
Тогда придем к линейной однородной дифференциальной системе

ẏ = B(t)y, y ∈ Rn, t > 0, (2)


