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направлении — об устойчивости показателей Ляпунова правильных систем — хорошо изве-
стен и вытекает из теоремы Богданова — Гробмана [5, 6], вследствие которой если матрица-
возмущение Q(·) удовлетворяет условию lim

t→+∞ t−1 ln ‖Q(t)‖ < 0, то такое возмущение не
изменяет показателей Ляпунова правильной системы. Поэтому, чтобы матрица-возмущение
Q(·), норма которой убывает к нулю на бесконечности, могла изменять показатели Ляпунова
правильной системы, необходимо должно выполняться равенство lim

t→+∞ t−1ln‖Q(t)‖ = 0.

Это утверждение близко к достаточному, как показывает следующая
Теорема. Для любого n > 2, какова бы ни была положительная функция θ(t), t > 0,

монотонно возрастающая к +∞, для которой θ(t)/t → 0 при t → +∞, существуют
система A ∈ Rn и кусочно-непрерывная n× n -матрица Q(·), удовлетворяющая при всех
t > 0 оценке ‖Q(t)‖ 6 const exp(−θ(t)), такие, что справедливо неравенство

λn(A + Q) > λn(A).

В частности, взяв в этой теореме θ(t) ≡ √
t, получаем пример Р.Э. Винограда [2]. Дока-

зательство теоремы основывается на конструкции работ [2, 3] с использованием δ -характе-
ристической последовательности функции θ(·) [7].
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Рассматриваем линейную вполне интегрируемую [1, с. 14–24; 2, с. 16–26] систему Пфаффа

∂x

∂ti
= Ai(t)x, x ∈ Rn, t = (t1, t2, . . . , tm) ∈ R+

m, i = 1,m, (1)

с ограниченными непрерывно дифференцируемыми в R+
m = {t ∈ Rm | t > 0} матрицами

коэффициентов Ai(t). Нижний характеристический [3] p[x] = p векторы нетривиального
решения x : R+

m → Rn\{0} системы (1) будем определять условиями

lx(p) ≡ lim
t→∞

ln ‖x(t)‖ − (p, t)
‖t‖ = 0, lx(p + εei) < 0 ∀ε > 0, i = 1, . . . , m,
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где ei = (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0) ∈ R+
m — орт. Под нижним характеристическим множеством

[3] Px нетривиального решения x : R+
m → Rn\{0} системы (1) понимают объединение всех

нижних характеристических векторов Px =
⋃

p[x] этого решения. Множество [3] P (A) =
=

⋃
x6=0 Px называют нижним характеристическим множеством системы (1).
Определение 1. Множество D ⊂ Rm будем называть ограниченным сверху, если суще-

ствует такое r ∈ Rm, что d 6 r для всех d ∈ D (d 6 r ⇔ di 6 ri, i = 1, m, ).
Всякой точке r ∈ Rm поставим в соответствие множество

K(r) = {p ∈ Rm : p > r},

которое назовем верхним прямыми m -мерными углом с вершиной в точке r.
Определение 2. Точной верхней границей ограниченного сверху множества D ⊂ Rm

будем называть множество supD вершин всех тех верхних прямых m -мерных углов K(r),
каждый из которых имеет с множеством D единственную общую точку — вершину этого
угла:

supD ≡ {
r ∈ Rm : D

⋂
K(r) = {r}} .

Справедлива
Лемма. Если множество D ⊂ Rm ограничено сверху, то оно имеет точную верхнюю

границу supD, причем для каждого d ∈ D найдется такое s ∈ supD, что d 6 s.
Определение 3. Множество D ⊂ Rm назовем замкнутым сверху, если оно содержит

свою точную верхнюю границу.
В работе [3] установлено существование линейной системы Пфаффа (1) с двумерным

временем (m = 2) и нижним характеристическим множеством положительной меры Лебе-
га. Далее в [4] было доказано существование линейной системы Пфаффа (1) с двумерным
временем (m = 2), имеющей своим нижним характеристическим множеством произволь-
ное несвязное множество положительной плоской меры Лебега. В работах [5, 6] установлено
существование линейных систем Пфаффа с m -мерным временем (m > 3) и нижним харак-
теристическим множеством положительной m -меры Лебега. Перенесем полученный в [4]
результат о существовании несвязного нижнего характеристического множества на систему
(1) с m -мерным временем t.

Определение 4. Пусть D ⊂ Rm — односвязное замкнутое сверху выпуклое множество.
Множество, являющееся его точной верхней границей supD, будем называть выпуклым
вверх. Отметим, что оно обладает свойствами нижнего характеристического множества.

Введем в рассмотрение ограниченную односвязную замкнутую область D ⊂ Rm, обла-
дающую следующим свойством: существует направление V = (v1, v2, . . . , vm) > 0 такое, что
всякое непустое пересечение P (D, α) области D и гиперплоскости α, нормальной направ-
лению V, имеет некоторую внутреннюю точку Oα, которая видна из любой точки границы
∂P (D, α) фигуры P (D, α). То есть отрезок гиперплоскости α, соединяющий точку Oα с
любой точкой границы ∂P (D,α) расположен в пересечении P (D, α). Множество всех об-
ластей, обладающих указанным свойством будем далее обозначать G(V ).

Теорема. Пусть ограниченная замкнутая область D ⊂ Rm состоит из конечного чис-
ла s непересекающихся областей Dj ⊂ G(V (j)), 0 < V (j) ∈ Rm, j = 1, s, а ее точная
верхняя граница supD есть выпуклое вверх множество. Тогда для любых натуральных
n > m > 2 существует вполне интегрируемая линейная система Пфаффа (1) с ограничен-
ными бесконечно дифференцируемыми матрицами коэффициентов Ai(t), нижнее характе-
ристическое множество P (A) которой совпадает с D.
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Рассмотрим линейную управляемую систему с дискретным временем

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k), (1)

где k ∈ Z — независимая переменная; x = x(k) : Z → Rn — неизвестная функция; u =
= u(k) : Z → Rm — управление; A(k) ∈ Mn(R) — вещественная матрица размерами n× n,
B(k) ∈ Mnm(R) — вещественная матрица размерами n×m при каждом k ∈ Z.

Будем предполагать, что

sup
k∈Z

(‖A(k)‖+ ‖A−1(k)‖) < ∞, sup
k∈Z

‖B(k)‖ < ∞.

В дальнейшем управление u(k) в системе (1) будет выбираться линейным по x(k), т. е.
иметь вид

u(k) = U(k)x(k),

где U : Z→ Mmn(R). Подставляя это управление в систему (1), получим замкнутую систему

x(k + 1) = (A(k) + B(k)U(k))x(k). (2)

Можно считать, что U(k) играет роль матричного управления в системе (2).
Определение 1. Матричное управление U : Z→ Mmn(R) называется допустимым для

системы (2), если выполнены условия:
1) sup

k∈Z
‖U(k)‖ < ∞;

2) при каждом k ∈ Z матрица A(k) + B(k)U(k) обратима, при этом

sup
k∈Z

‖(A(k) + B(k)U(k))−1‖ < ∞.


