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Рассматривается задача оптимального управления нелинейной дискретной системой с век-
торным показателем качества терминального типа. Для допустимых управлений дискрет-
ной системы вводится условие регулярности (относительно заданного векторного показате-
ля качества), аналогичное условию Люстерника. Для регулярных допустимых управлений
доказываются необходимые условия оптимальности первого и второго порядков, распро-
страняющие на рассматриваемую задачу классические условия оптимальности типа усло-
вия Эйлера и условия неотрицательности второй вариации целевого функционала.

1. Постановка задачи. Пусть X, Y и V — конечномерные евклидовы пространства,
T := {t0, t0 + 1, . . . , t1 − 1} — конечное множество последовательных натуральных чисел, ин-
терпретируемое ниже как совокупность моментов времени.
Пусть, кроме того, заданы отображения f : X × V × T → X, g : X → Y и конечная

последовательность множеств U(t) ⊂ V, t ∈ T.
Рассмотрим дискретную систему управления

x(t+ 1) = f(x(t), u(t), t), t ∈ T,
(1)

x(t0) = x0.

Векторы x ∈ X и u ∈ V будем называть соответственно вектором состояния и вектором
управления системы (1). Начальное состояние x0, а также начальный и конечный моменты
времени t0 и t1 будем предполагать фиксированными.
Символом ZS будем обозначать, как это принято, совокупность функций, определенных на

множестве S и принимающих значения в множестве Z. Если Z векторное пространство, то на
ZS также естественным образом определяется структура векторного пространства, которое в
случае конечного множества S фактически совпадает с декартовым произведением конечного
числа (равному числу элементов множества S ) копий Z.
Функцию u(·) ∈ V T , удовлетворяющую ограничениям

u(t) ∈ U(t), t ∈ T, (2)

будем называть допустимым управлением системы (1).
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Каждое допустимое управление u(·) порождает в силу (1) функцию x(·) ∈ XT1 , где
T1 := T ∪ {t1}, которую будем называть допустимой траекторией системы управления (1).
Качество допустимого управления u(·) и соответствующей ей допустимой траектории x(·)

системы (1) будем оценивать векторным показателем

G(u(·)) = g(x(t1)). (3)

Будем предполагать при этом, что векторное пространство Y упорядочено отношением
предпочтения (асимметричным и транзитивным бинарным отношением) ≺, согласованным с
алгебраическими операциями, заданными на пространстве Y. Отношение предпочтения ≺
является согласованным с алгебраическими операциями пространства Y, если множество
P≺ := {y ∈ Y | 0 ≺ y} является выпуклым конусом, причем для любых y1, y2 ∈ Y соот-
ношение y1 ≺ y2 выполняется в том и только том случае, когда y2 − y1 ∈ P≺. Конус P≺
называется конусом положительных векторов отношения предпочтения ≺ .
Допустимое управление u0(·) ∈ U(·) системы (1) назовем оптимальным в задаче терми-

нального управления (1), (3) по отношению предпочтения ≺ (всюду далее, для краткости,
просто в задаче (P )), если не существует такого допустимого управления u(·) ∈ U(·) систе-
мы (1), что G(u(·)) ≺ G(u0(·)).
Другими словами, допустимое управление u0(·) ∈ U(·) оптимально в задаче (P ), если

не существует x(t1) ∈ Ω(t1) такого, что g(x(t1)) ≺ g(x0(t1)), где x0(·) — допустимая тра-
ектория, порожденная u0(·), а Ω(t1) — множество всех векторов x(t1) из пространства X,
достижимых по допустимым траекториям системы (1) к моменту t1, т.е.

Ω(t1) := {x(t1) |x(·) — допустимая траектория системы (1)}.
Если Y = R (R — множество действительных чисел), а P≺ = R+ := {α ∈ R| α > 0}, то

введенное понятие оптимальности сводится к обычному понятию минимума вещественнознач-
ной функции, а задача (P ) превращается в задачу оптимального управления дискретной
системой со скалярным показателем качества.
При дополнительных предположениях, что конус положительных векторов P≺ телесен

( intP≺ �= ∅ ), а множества f(x,U(t), t) выпуклы при всех t ∈ T, задача (P ) рассматривалась
в работе [1], в которой получены необходимые условия оптимальности первого порядка в форме
принципа максимума∗) и необходимые условия оптимальности второго порядка в матричных
импульсах∗∗).
В отличие от [1] основной целью настоящей работы является вывод для допустимых управ-

лений задачи (P ) таких необходимых условий оптимальности первого и второго порядка,
которые распространяют классические условия оптимальности типа условия оптимальности
Эйлера и условия неотрицательности второй вариации из вариационного исчисления [15]. Ни-
каких дополнительных предположений относительно конуса положительных элементов P≺
при этом не делается и, следовательно, не исключается, что intP≺ = ∅. Более того, исследо-
вание именно этого случая и является, фактически, центральным в настоящей статье.
Чисто технически возможны два подхода к исследованию задач оптимального управле-

ния дискретными динамическими системами и, в частности, к исследованию задачи (P ).
При первом подходе задача оптимального управления дискретной системой сводится к за-
даче математического программирования с ограничениями типа равенства специального вида

∗) История доказательства и особенности принципа максимума для задач оптимального управления дис-
кретными системами со скалярным показателем качества показаны в работах [2–9].

∗∗) Необходимые условия оптимальности в матричных импульсах впервые получены Р. Габасовым (см. [10–13]
и цитируемую там литературу) для задач оптимального управления непрерывными динамическими системами
со скалярным показателем качества; на задачи оптимального управления дискретными системами со скаляр-
ным показателем качества и ограничениями типа неравенства и равенства эти условия распространены в [14].
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[9, 16–20], которая исследуется, используя приемы и методы теории математического програм-
мирования, а затем полученные результаты интерпретируются в терминах исходной системы
управления. При втором подходе задача оптимального управления дискретной системой изна-
чально рассматривается как вариационная задача, т.е. как задача оптимизации на множестве
траекторий динамической системы [1, 2, 14, 21], а ее исследование полностью базируется на
идеях и методах вариационного исчисления и теории оптимального управления. Настоящая
работа выполнена в рамках второго подхода.
2. Редукция задачи (P ). Следуя методике, предложенной в [22], покажем, что каждое

допустимое управление, которое является оптимальным в задаче (P ) является также опти-
мальным в некоторой, специальным образом построенной, задаче оптимального управления
системой (1) со скалярным показателем качества (вообще говоря, негладким даже в том слу-
чае, когда векторный показатель качества g : X → Y исходной задачи является гладким) и
операторным ограничением типа равенства (см. ниже предложение 1).
Зададим на векторном пространстве Y произвольный оператор проектирования π≺ :

Y → Y, удовлетворяющий условию kerπ≺ = P≺ − P≺. Отметим, что P≺ − P≺ есть линей-
ная оболочка конуса положительных элементов P≺. Рассмотрим выпуклый конус

P̃≺ := P≺ + Imπ≺,

который, как это следует из свойств оператора π≺, является телесным в Y и, следовательно,
сопряженный ему конус P̃ ∗≺ := {y∗ ∈ Y ∗ | 〈y, y∗〉 ≥ 0, ∀ y ∈ P̃≺} имеет компактную выпуклую
базу. Выберем произвольную сублинейную функцию σ≺ : Y → R такую, что ее субдиффе-
ренциал ∂σ≺ := {y∗ ∈ Y ∗ | 〈< y∗, y〉 ≤ σ≺(y) ∀ y ∈ Y } есть база конуса P̃ ∗≺.
Исходя из свойств функции σ≺ : Y → R и оператора π≺ : Y → Y нетрудно убедиться в

справедливости равенств

riP≺ = {y ∈ Y | σ≺(−y) < 0, π≺(y) = 0}, clP≺ = {y ∈ Y | σ≺(−y) ≤ 0, π≺(y) = 0}, (4)

где riP≺ и clP≺ — соответственно относительная внутренность и замыкание конуса положи-
тельных элементов P≺.
Если конус положительных элементов P≺ является телесным, то векторное подпростран-

ство P≺−P≺ совпадает со всем пространством Y и, следовательно, в этом случае проектор π≺
есть, очевидно, нулевой оператор. Поэтому в случае телесного конуса P≺ равенство π≺(y) = 0
в (4) можно исключить, поскольку оно выполняется тривиально.
Отметим также, что ∂σ≺ ⊂ ker π∗≺ и, кроме того,

P ∗
≺ = cone ∂σ≺ + Imπ∗≺, (5)

где P ∗≺ = {y∗ ∈ Y ∗ | 〈y∗, y〉 ≥ 0 ∀ y ∈ P≺} — конус, сопряженный конусу положительных
векторов P≺, cone ∂σ≺ := {λy∗ | y∗ ∈ ∂σ≺, λ ≥ 0} — коническая оболочка ∂σ≺, π∗≺ —
оператор, сопряженный оператору проектирования π≺.
Ниже будем предполагать, что оператор проектирования π≺ : Y → Y и соответствую-

щая ему функция σ≺ : Y → R, удовлетворяющие описанным выше свойствам, выбраны и
зафиксированы.
Из первого равенства из (4) следует импликация

σ≺(y1 − y2) < 0, π≺(y1 − y2) = 0 =⇒ y1 ≺ y2 (6)

(обратимая в том и только том случае, когда P≺ = riP≺ ), используя которую и равенство
σ≺(y) = max

y∗∈∂σ≺
〈y∗, y〉, y ∈ Y, нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.
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Предложение 1. Для того чтобы допустимое управление u0(·) было оптимальным в
задаче (P ), необходимо, чтобы

max
y∗∈∂σ≺

〈y∗, g(x(t1))− g(x0(t1))〉 ≥ 0 (7)

для всех x(t1) ∈ Ω(x0(t1)) таких, что

π≺(g(x(t1))− g(x0(t1))) = 0. (8)

Здесь x0(·) — допустимая траектория системы (1), порожденная u0(·).
3. Первые вариации управлений и траекторий системы (1). Пусть u0(·) — допу-

стимое управление, x0(·) — порожденная им допустимая траектория системы (1).
Рассмотрим возмущенное управление

u(·, ε) := u0(·) + εδu(·),
где δu(·) — произвольная функция из V T , а ε — вещественный параметр.
Функцию δu(·), порождающую возмущенное управление u(·, ε), будем называть ниже

(первой) вариацией допустимого управления u0(·).
Если при каждом t ∈ T отображение f(·, ·, t) : X × V → X дифференцируемо по Фре-

ше в некоторой открытой области пространства X × V, содержащей дискретную кривую
{(x0(t), u0(t)), t ∈ T}, то траектория x(·, ε) системы (1), соответствующая возмущенному
управлению u(·, ε), может быть представлена в виде

x(t, ε) = x0(t) + εδ1x(t | δu) + o(ε, t), t ∈ T ∪ {t1},
где ε−1o(ε, t) → 0 при ε→ 0.
Функция δ1x(· | δu) ∈ XT1 , определяемая последними равенствами, называется первой ва-

риацией траектории x0(·), порожденной вариацией управления δu(·).
Из (1) нетрудно получить, что δ1x(· | δu) является решением неоднородной линейной дис-

кретной системы
δ1x(t+ 1) = f0

x(t) δ
1x(t) + f0

u(t) δu(t), t ∈ T,
(9)

δ1x(t0) = 0.

В (9) для краткости используются следующие обозначения

f0
x(t) := fx(x0(t), u0(t), t), f0

u(t) := fu(x0(t), u0(t), t), t ∈ T.
Известно [23], что

δ1x(t | δu) =
t−1∑
τ=t0

F (t, τ)f0
u(τ)δu(τ), t ∈ T ∪ {t1}, t > t0, (10)

где линейный оператор F (t, τ) : X → X определяется для всех t, τ ∈ T1, t ≥ τ, равенством

F (t, τ) =

{
f0
x(t− 1)f0

x(t− 2) . . . f0
x(τ), t > τ,

I, t = τ,

( I — тождественный оператор). Непосредственно можно проверить, что оператор F (t, τ) удо-
влетворяет по переменным t и τ соответственно следующим дискретным уравнениям:

F (t+ 1, τ) = f0
x(t)F (t, τ), F (τ, τ) = I, t1 > t ≥ τ (11)
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и
F (t, τ − 1) = F (t, τ)f0

x(τ − 1), F (t, t) = I, t ≥ τ > t0. (12)

Из равенств (10) и (12) следует, что при любом x∗ ∈ X∗ справедливо равенство

〈x∗, δ1x(t1 | δu)〉 =
t1−1∑
τ=t0

〈ψ(τ)f0
u(τ), δu(τ)〉, (13)

где ψ(·) ∈ (X∗)T1 — траектория сопряженной системы

ψ(t− 1) = ψ(t)f0
x(t− 1), t = t1, t1 − 1, . . . , t0 + 1, (14)

удовлетворяющая терминальному условию

ψ(t1) = x∗. (15)

Заметим, что при каждом t ∈ T ∪ {t1} состояние сопряженной траектории ψ(t) есть эле-
мент пространства X∗, т.е. линейный функционал, определенный на пространстве X, при
этом произведение ψ(t)f0

u(t− 1) в (13) следует понимать как композицию линейного отобра-
жения f0

u(t−1) : V → X и линейного функционала ψ(t) : X → R и, следовательно, является
линейным функционалом на V. Аналогично, произведение ψ(t)f0

x(t− 1) в (14) является ком-
позицией линейного отображения f0

x(t−1) : X → X и линейного функционала ψ(t) : X → R
и, следовательно, есть линейный функционал на X. Обратим также внимание на то, что уг-
ловые скобки, стоящие в равенстве (13) слева, означают билинейную форму, приводящую в
двойственность пространства X∗ и X, тогда как угловые скобки в правой части этого ра-
венства означают билинейную форму, приводящую в двойственность V ∗ и V. Надеемся, что
использование одного и того же символа не приведет к недоразумениям.
Из определения первой вариации траектории системы (1) следует, что какая бы ни была

вариация управления δu(·) соответствующий ей вектор δ1x(t1 | δu) является касательным к
множеству Ω(t1) в точке x0(t1). Множество всех векторов δ1x(t1 | δu), соответствующих все-
возможным вариациям управления δu(·), будем обозначать символом E(x0(t1) |Ω(t1)). Из ра-
венства (10) легко видеть, что множество E(x0(t1) |Ω(t1)) является векторным подпростран-
ством в пространстве X. Назовем E(x0(t1) |Ω(t1)) касательным подпространством Эйлера
к множеству доcтижимоcти Ω(t1) системы (1) в точке x0(t1).

Нормальным подпространством Эйлера к множеству достижимости Ω(t1) системы (1) в
точке x0(t1) назовем векторное подпространство E∗(x0(t1) |Ω(t1)) в X∗, являющееся анну-
лятором касательного подпространства Эйлера E(x0(t1) |Ω(t1)). Линейные функционалы x∗,
принадлежащие E∗(x0(t1) |Ω(t1)), будем называть нормальными функционалами Эйлера или
просто нормалями Эйлера к множеству достижимости Ω(t1) в точке x0(t1).
Теорема 1. Линейный функционал x∗ ∈ X∗ является нормальным функционалом к мно-

жеству достижимости Ω(t1) в точке x0(t1) тогда и только тогда, когда выполнено усло-
вие Эйлера

ψ(t)f0
u(t) ≡ 0, t ∈ T, (16)

где ψ(t), t ∈ T, — решение сопряженной системы (14), удовлетворяющее терминальному
условию (15).
Доказательство непосредственно следует из определения нормального функционала Эйле-

ра и равенства (13).
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4. Необходимое условие оптимальности первого порядка для регулярных допу-
стимых управлений. Всюду ниже в этом разделе будем предполагать, что рассматриваемое
допустимое управление u0(·) и соответствующая ему допустимая траектория x0(·) систе-
мы (1) удовлетворяют следующим требованиям:

(A1) отображение f : X × V × R → X непрерывно дифференцируемо по Фреше в неко-
торой открытой области, содержащей дискретную кривую {(x0(t), u0(t), t), t ∈ T ∪ {t1}};

(A2) отображение g : X → Y непрерывно дифференцируемо по Фpеше в окрестности
точки x0(t1).
Будем говорить, что допустимое управление u0(·) является регулярным в задаче (P ), если

π≺(g′(x0(t1))E(x0(t1) |Ω(t1))) = Imπ≺. (17)

(Равенство (17) является аналогом условия регулярности Люстерника [15]).
Заметим, что если конус положительных элементов P≺ является телесным, то, как было

отмечено выше, проектор π≺ является нулевым оператором и, следовательно, в этом случае
условие (17) выполняется тривиально.
Поскольку включение

π≺(g′(x0(t1))E(x0(t1) |Ω(t1))) ⊂ Imπ≺

выполняется всегда, то в общем случае (т.е. в случае, когда конус P≺ не обязательно теле-
сен и, следовательно, проектор π≺, вообще говоря, ненулевой) равенство (17) эквивалентно
включению

Imπ≺ ⊂ π≺(g′(x0(t1))E(x0(t1) |Ω(t1))),

которое в свою очередь эквивалентно двойственному включению

{y∗ ∈ Imπ∗≺ | y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1))} ⊂ Kerπ∗≺,

где E∗(x0(t1) |Ω(t1)) := {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = 0 ∀x ∈ E(x0(t1) |Ω(t1))} — аннулятор векторного
подпространства E(x0(t1) |Ω(t1))}, а π∗ — оператор, сопряженный оператору π.

Так как Imπ∗≺∩Kerπ∗≺ = {0}, то последнее включение, а следовательно, и (17) равносиль-
ны равенству

{y∗ ∈ Imπ∗≺ | y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1))} = {0}. (18)

Из последнего равенства и характеристики нормальных функционалов Эйлера, данной в
теореме 1, нетрудно прийти к заключению, что необходимым и достаточным условием вы-
полнения равенства (17) является отсутствие нетривиальных решений ψ(t), t ∈ T ∪ {t1},
сопряженной системы (14), удовлетворяющих (17) (условию Эйлера) и терминальному усло-
вию

ψ(t1) ∈ {y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ X∗ | y∗ ∈ Imπ∗≺}. (19)

Теорема 2. Пусть допустимое управление u0(·) и соответствующая ему допустимая
траектория x0(·), удовлетворяют предположениям (A1) и (A2) и пусть, кроме того, u0(·)
является регулярным в задаче (P ) и u0(t) ∈ intU(t), ∈ T. Тогда, для того чтобы u0(·)
было оптимальным в задаче (P ), необходимо, чтобы существовал линейный функционал
y∗ ∈ P ∗≺ \ (−P ∗≺) такой, что выполнено условие Эйлера (16), где ψ(t), t ∈ T ∪{t1} — решение
сопряженной системы (14), удовлетворяющее терминальному условию

ψ(t1) = y∗ ◦ g′(x0(t1)). (20)
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Доказательство. Покажем, что для оптимальности регулярного допустимого управления
u0(·) в задаче (P ), необходимо, чтобы ни для какого вектора δ1x(t1) из векторного подпро-
странства E(x0(t1) |Ω(t1)) не выполнялись соотношения

σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1)) < 0, π≺(g′(x0(t1))δ1x(t1)) = 0. (21)

Будем рассуждать от противного. Пусть некоторый вектор δ1x(t1 | δū) ∈ E(x0(t1) |Ω(t1)), по-
рожденный вариацией управления δū(·), удовлетворяет соотношениям (21). Выберем такие
вариации управления δv(1)(·), . . . , δv(k)(·), что соответствующие им вариации траектории сис-
темы (1)

δ1x(t1 | δv(i)) =
t1−1∑
τ=t0

F (t1, τ)f0
u(τ)δv(i)(τ), i = 1, . . . , k

удовлетворяют следующему условию: векторы y(i) := π≺(g′(x0(t1)))δ1x(t1 | δv(i)), i = 1, . . . , k
образуют базис в векторном подпространстве Imπ≺. Существование таких вариаций управле-
ния следует из условия регулярности допустимого управления u0(·), точнее, из условия (17).
Рассмотрим семейство управлений

u(·; ε, α) := u0(·) + εδū(·) + α1δv
(1)(·) + . . .+ αkδv

(k)(·),

где ε ∈ R, α := (α1, α2, . . . , αk) ∈ Rk.

Поскольку u0(t) ∈ intU(t), t ∈ T, то при изменении (ε, α) в некоторой окрестности нуля
пространства R1+k семейство u(·; ε, α) состоит из допустимых управлений. Пусть x(·; ε, α) —
траектория состояний системы (1), соответствующая допустимому управлению u(·; ε, α). Рас-
смотрим отображение

w : (ε, α) → π≺(g(x(t1; ε, α)) − g(x0(t1))),

которое определено, по крайней мере, в некоторой окрестности нуля, причем w(0, 0) = 0. Кро-
ме того, из свойств отображений f(t, x, u), g(x), которые выполняются вследствие регулярно-
сти допустимого управления u0(·), следует, что отображение w является непрерывно диффе-
ренцируемым в некоторой окрестности нуля, при этом w′

αi
(0, 0) = y(i), i = 1, 2, . . . , k. В силу

линейной независимости векторов y(1), . . . , y(k) из последних равенств следует невырожден-
ность оператора w′

α(0, 0). Таким образом, для уравнения w(ε, α) = 0 в окрестности точки
(ε, α) = (0, 0) выполнены все условия классической теоремы о неявной функции [24, c. 568].
Следовательно, уравнение w(ε, α) = 0 однозначно определяет в некоторой окрестности нуля
|ε| < ε0 непрерывно дифференцируемую функцию (−ε0, ε0) � ε → α(ε) ∈ Rk такую, что
α(0) = 0 и w(ε, α(ε)) ≡ 0 при ε ∈ (−ε0, ε0). Непосредственно вычисляя, убеждаемся, что

d

dε
w(ε, α(ε))

∣∣∣∣
ε=0

= π≺(g(x0(t1)))δ1x̄(t1) +
k∑
i=1

α′
i(0)y

(i) = 0

откуда в силу выбора векторов y(1), y(2), . . . , y(k) и равенства (21) получаем α′(0) = 0.
Итак, для некоторого ε′0, 0 < ε′0 ≤ ε0 управления однопараметрического семейства

u(·, ε, α(ε)) = u0(·) + εδū(·) + α1(ε)δv(1)(·) + . . . + αk(ε)δv(k)(·), ε ∈ (−ε′0, ε′0),

являются допустимыми, а соответствующие им допустимые траектории состояния x(·, ε, α(ε))
системы (1) удовлетворяют тождеству

π≺(g(x(t1, ε, α(ε))) − g(x0(t1))) ≡ 0, ε ∈ (−ε′0, ε′0). (22)
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Так как функция σ≺ : Y → R положительно однородна и непрерывна, то, используя
свойства функций αi(ε), i = 1, . . . , k, нетрудно также убедиться в справедливости равенства

lim
ε→0, ε>0

σ≺(g(x(t1, ε, α(ε))) − g(x0(t1)))
ε

= σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δū)).

Поскольку δ1x(t1 | δū) удовлетворяет соотношениям (21), то из последнего равенства заклю-
чаем, что

σ≺(g(x(t1, ε, α(ε))) − g(x0(t1))) < 0, ε ∈ (0, ε̄0), (23)

где ε̄0 — достаточно малое положительное число.
В силу предложения 1 соотношения (22) и (23) противоречат оптимальности допустимо-

го управления u0(·) в задаче (P ). Таким образом, система соотношений (21) несовместна
(относительно δ1x(t1) ) на векторном подпространстве E(x0(t1) |Ω(t1)). Значит,

σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1)) ≥ 0 (24)

для всех δ1x(t1) ∈ E(x0(t1) |Ω(t1)) таких, что

π≺(g′(x0(t1))δ1x(t1)) = 0, (25)

что в свою очередь эквивалентно существованию ȳ∗ ∈ ∂σ≺ и z∗ ∈ Imπ∗ таких, что

(ȳ∗ + z∗) ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1)).

Так как 0 /∈ ∂σ≺, то из равенства (6) следует, что

y∗ := ȳ∗ + z∗ ∈ P ∗
≺ \ (−P ∗

≺).

Условие y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1)) равносильно в силу теоремы 1 существованию ре-
шения ψ(t), t ∈ T ∪{t1}, сопряженной системы (14), удовлетворяющего условию Эйлера (18)
и терминальному условию (20).
Теорема доказана.
Замечание 1. Если допустимое управление u0(·) не является регулярным в задаче (P ),

то, как следует из обсуждения, предшествующего теореме 2, существует ненулевой линейный
функционал y∗ ∈ Imπ∗≺ такой, что выполнено условие Эйлера (18), где ψ(t), t ∈ T ∪ {t1}, —
решение сопряженной системы (14), удовлетворяющее терминальному условию (20).
Это условие, однако, не имеет отношения к оптимальности допустимого управления u0(·).

Тем не менее, некоторые авторы часто объединяют его с утверждением теоремы 2, исключив
из нее предположение о регулярности u0(·) и заменив в формулировке условие y∗ ∈ P ∗≺\(−P ∗≺)
более слабым условием y∗ ∈ P ∗≺. На наш взгляд, такое объединение не является оправдан-
ным и, более того, вредным, поскольку создает ложное впечатление того, что необходимые
условия оптимальности получены для произвольных (как регулярных, так и не регулярных)
допустимых управлений.
5. Необходимое условие оптимальности второго порядка для регулярных до-

пустимых управлений. Для вывода необходимого условия оптимальности второго поряд-
ка нам понадобится понятие второй вариации траектории системы (1). Зафиксируем допу-
стимое управление u0(·) и соответствующую ему траекторию x0(·) системы (1) и рассмот-
рим возмущенное управление u(·, ε) := u0(·) + εδu(·). Если при каждом t ∈ T отображение
f(·, ·, t) : X × V → X дважды дифференцируемо по Фреше в некоторой открытой области
пространства X×V, содержащей дискретную кривую {(x0(t), u0(t)), t ∈ T}, то и допустимая
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траектория x(·, ε) системы (1), соответствующая возмущенному управлению u(·, ε), также
является дважды дифференцируемой по параметру ε и может быть представлена в виде

x(t, ε) = x0(t) + εδ1x(t | δu) +
1
2
ε2δ2x(t | δu, δu) + o2(ε, t), t ∈ T ∪ {t1},

где ε−2o2(ε, t) → 0 при ε→ 0.
Функция δ2x(· | δu, δu) ∈ XT1 , определяемая последними равенствами, называется второй

вариацией траектории x0(·), порожденной вариацией управления δu(·).
Дифференцируя тождества (по ε )

x(t+ 1, ε) = f(x(t, ε), u(t, ε), t), t ∈ T, x(t0, ε) = x0,

получим, что вторая вариация δ2x(· | δu, δu) может быть определена как решение дискретной
системы

δ2x(t+ 1) = f0
x(t)δ

2x(t) + (f0
xx(t)δ

1x(t | δu) + f0
xu(t)δu(t))δ

1x(t | δu)+

+ (f0
ux(t)δ

1x(t | δu) + f0
uu(t)δu(t))δu(t), t ∈ T, (26)

удовлетворяющее начальному условию

δ2x(t0) = 0, (27)

при этом первая вариация траектории δ1x(· | δu) определяется как решение дискретной сис-
темы (9).
Для краткости в (26) и ниже используются следующие обозначения:

f0
xx(t) := fxx(x0(t), u0(t), t), f0

ux(t) := fux(x0(t), u0(t), t),

f0
xu(t) := fxu(x0(t), u0(t), t), f0

uu(t) := fuu(x0(t), u0(t), t), t ∈ T.
Используя формулу Коши для представления решений линейных неоднородных дискрет-

ных систем, вторая вариация траектории δ2x(· | δu, δu) может быть представлена в виде

δ2x(t | δu, δu) =
t−1∑
τ=t0

F (t, τ)[(f0
xx(τ)δ

1x(τ | δu) + f0
xu(τ)δu(τ)

)
δ1x(τ | δu)+

+ (f0
ux(τ)δ

1x(τ | δu) + f0
uu(τ)δu(τ))δu(τ)], t ∈ T.

Так как первая вариация δ1x(· | δu) линейно зависит от вариации управления δu(·)
(см. (10)), то вторая вариация траектории является квадратичным отображением

δu(·) → δ2x(· | δu, δu)
векторного пространства V T в векторное пространство XT1 .
Перейдем к формулировке и доказательству необходимого условия оптимальности второго

порядка для регулярных допустимых управлений задачи (P ).
Как показано в ходе доказательства теоремы 2, для оптимальности регулярного допу-

стимого управления u0(·) в задаче (P ), необходимо, чтобы никакая вариация управления
δu(·) ∈ V T и соответствующая ей вариация траектории δ1x(t1 | δu) ∈ E(x0(t1) |Ω(t1)) не удо-
влетворяла соотношениям (21). Исходя из этого утверждения, введем следующее определение.
Вариацию δu(·) допустимого управления u0(·) назовем критической, если соответствую-

щая ему первая вариация траектории δ1x(· | δu) удовлетворяет соотношениям
σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu)) ≤ 0, π≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu)) = 0. (28)
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Совокупность всех критических вариаций допустимого управления u0(·) будем обозначать
символом K(u0(·)).
Если воспользоваться формулой (10), устанавливающей зависимость δ1x(· | δu) от δu(·),

то придем к заключению, что вариация δu(·) допустимого управления u0(·) является крити-
ческой в том и только том случае, когда

σ≺
( t1−1∑
t=t0

g′(x0(t1))F (t, τ)f0
u(t)δu(t)

)
≤ 0,

(29)

π≺
( t1−1∑
t=t0

g′(x0(t1))F (t, τ)f0
u(t)δu(t)

)
= 0.

Из (29) видно, что совокупность K(u0(·)) всех критических вариаций допустимого управления
u0(·) есть выпуклый замкнутый конус в конечномерном векторном пространстве V T .
Введем множество

Λ(u0(·)) := {y∗ ∈ P ∗
≺ | y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1))},

элементы которого естественно назвать множителями Лагранжа, соответствующими допу-
стимому управлению u0(·) в задаче (P ).
Теорема 3. Пусть допустимое управление u0(·) и соответствующая ему допустимая

траектория x0(·) таковы, что при каждом t ∈ T отображение f(·, ·, t) : X × V → X два-
жды непрерывно дифференцируемо по Фреше в некоторой открытой области пространства
X × V, содержащей дискретную кривую {(x0(t), u0(t)), t ∈ T}, а отображение g : X → R
дважды дифференцируемо по Фреше в окрестности точке x0(t1). Если, кроме того, u0(·)
является регулярным в задаче (P ) и u0(t) ∈ intU(t), t ∈ T, то для того чтобы u0(·) было
оптимальным в задаче (P ), необходимо, чтобы множество

Λσ(u0(·)) := {y∗ ∈ Λ(u0(·)) | y∗ = v∗ + z∗, v∗ ∈ ∂σ≺, z∗ ∈ Imπ∗≺}
было непусто и

max
y∗∈Λσ(u0(·))

〈g′(x0(t1))δ2x(t1 | δu, δu) + g′′(x0(t1))[δ1x(t1 | δu), δ1x(t1 | δu)], y∗〉 ≥ 0 (30)

для всех δu(·) ∈ K(u0(·)).
Доказательство. Прежде всего заметим, что условие Λσ(u0(·)) �= ∅ является, фактиче-

ски, необходимым условием оптимальности первого порядка, которое было доказано в теоре-
ме 2. Нетрудно видеть также, что множество Λσ(u0(·)) выпукло и замкнуто, а из регулярности
допустимого управления u0(·) (точнее, из условия (17)) следует его ограниченность (см. ниже
предложение 2). Значит, множество Λσ(u0(·)) является выпуклым компактом и, следователь-
но, операция максимума в левой части неравенства (30) корректна.
Рассмотрим произвольную критическую вариацию управления δu(·) ∈ K(u0(·)) и введем

для краткости следующее обозначение:

b(δu, δu) := g′(x0(t1))δ2x(t1 | δu, δu) + g′′(x0(t1))[δ1x(t1 | δu), δ1x(t1 | δu)].
Покажем, что для оптимальности регулярного допустимого управления u0(·) в задаче (P ),

необходимо, чтобы ни для какой вариации управления δu(·) ∈ V T не выполнялись соотно-
шения

σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu) + b(δu, δu)) < 0, π≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu) + b(δu, δu)) = 0. (31)
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Будем рассуждать от противного. Предположим, что существует вариация управления
δv(·) ∈ V T , удовлетворяющая соотношениям (31). Выберем такие вариации управления
δv(1)(·), . . . , δv(k)(·), что соответствующие им первые вариации траектории δ1x(t1 | δv(i)),
i = 1, . . . , k удовлетворяют следующему условию: векторы y(i) := π(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv(i))),
i = 1, . . . , k образуют базис в векторном подпространстве �π≺. Существование таких вари-
аций управления следует из условия регулярности допустимого управления u0(·), точнее из
условия (17).
Рассмотрим семейство управлений

ũ(·; ε, α) := u0(·) + εδu(·) +
1
2
ε2δv(·) + α1δv

(1)(·) + . . . + αkδv
(k)(·),

где ε ∈ R, α := (α1, α2, . . . , αk) ∈ Rk.
Поскольку u0(t) ∈ intU(t), t ∈ T, то при изменении (ε, α) в некоторой окрестности нуля

пространства R1+k семейство ũ(·; ε, α) состоит из допустимых управлений. Пусть x̃(·; ε, α) —
траектория состояний системы (1), соответствующая допустимому управлению ũ(·; ε, α). Рас-
смотрим отображение

W : (ε, α) → π≺(g(x̃(t1; ε, α)) − g(x0(t1))),

которое определено, по крайней мере, в некоторой окрестности нуля, причем W (0, 0) = 0.
Кроме того, из предположений, сделанных в условиях теоремы, относительно дифференци-
альных свойств отображений f(t, x, u), g(x) следует, что отображение W является дважды
непрерывно дифференцируемым в некоторой окрестности нуля при этом W ′

αi
(0, 0) = y(i),

i = 1, 2, . . . , k. В силу линейной независимости векторов y(1), . . . , y(k) из последних равенств
следует невырожденность оператора W ′

α(0, 0). Таким образом, для уравнения W (ε, α) = 0
в окрестности точки (ε, α) = (0, 0) выполнены все условия классической теоремы о неяв-
ной функции [24, c. 568]. Следовательно, уравнение W (ε, α) = 0 однозначно определяет
в некоторой окрестности нуля |ε| < ε0 дважды непрерывно дифференцируемую функцию
α : (−ε0, ε0) � ε→ α(ε) ∈ Rk такую, что α(0) = 0 и W (ε, α(ε)) ≡ 0 при ε ∈ (−ε0, ε0).
Итак, для некоторого ε′0, 0 < ε′0 ≤ ε0, управления однопараметрического семейства

ũ(·, ε, α(ε)) = u0(·) + εδu(·) +
1
2
ε2δv(·) + α1(ε)δv(1)(·) + . . . + αk(ε)δv(k)(·), ε ∈ (−ε′0, ε′0),

являются допустимыми, а соответствующие им допустимые траектории состояния x̃(·, ε, α(ε))
системы (1) удовлетворяют тождеству

π≺(g(x̃(t1, ε, α(ε))) − g(x0(t1))) ≡ 0, ε ∈ (−ε′0, ε′0), (32)

при этом x̃(t1, ε, α(ε)) может быть представлена в виде

x̃(·, ε, α(ε)) = x0(·) + ε

(
δ1x(t1 | δu) +

k∑
i=1

α′
i(0)δ

1x(t1 | δv(i))
)

+

+
1
2
ε2
(
δ1x(t1 | δv) +

k∑
i=1

α′′
i (0)δ

1x(t1 | δv(i)) + δ2x(t1 | δu, δu)
)

+ õ(ε2), (33)

где ε−2õ(ε2) → 0 при ε→ 0.
В силу дифференциальных свойств функции g : X → R из последнего равенства получим

g(x̃(t1, ε, α(ε))) = g(x0(t1)) + ε

(
g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu) +

k∑
i=1

α′
i(0)g

′(x0(t1))δ1x(t1 | δv(i))
)

+
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+
1
2
ε2
(
g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) +

k∑
i=1

α′′
i (0)g

′(x0(t1))δ1x(t1 | δv(i)) + b(δu, δu)
)

+ õ1(ε2), (34)

где ε−2õ1(ε2) → 0 при ε→ 0.
Из тождества (32) и равенства (34) следует, что

π≺
(
g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu) +

k∑
i=1

α′
i(0)y

(i)

)
= 0

и

π≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) + b(δu, δu)) +
k∑
i=1

α′′
i (0)y

(i) = 0.

Поскольку векторы y(1), . . . , y(k) образуют базис в векторном пространстве Imπ≺ и, кроме
того, вариации управления δu(·) и δv(·) удовлетворяют условиям (28) и (31), то из последних
равенств получаем, что α′(0) = 0 и α′′(0) = 0.
Таким образом, равенство (34) имеет следующий вид:

g(x̃(t1, ε, α(ε))) =

= g(x0(t1)) + εg′(x0(t1))δ1x(t1 | δu) +
1
2
ε2(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) + b(δu, δu)) + õ1(ε2), (35)

где ε−2õ1(ε2) → 0 при ε→ 0.
Так как σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) + b(δu, δu)) < 0, то в силу непрерывности функции σ≺

при достаточно малых ε имеем σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) + b(δu, δu) + 2ε−2õ1(ε2)) < 0. Из (35)
и сублинейности функции σ≺ получаем далее, что при всех ε ∈ (0, ε0), где ε0 — достаточно
малое положительное число, справедливо также неравенство

σ≺(g(x̃(t1, ε, α(ε))) − g(x0(t1))) ≤

≤ εσ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δu)) +
1
2
ε2σ≺(g′(x0(t1))δ1x(t1 | δv) + b(δu, δu) + 2ε−2õ1(ε2)) < 0, (36)

В силу предложения 1 соотношения (32) и (36) противоречат оптимальности допустимого
управления u0(·) в задаче (P ).
Таким образом, соотношения (31) не выполняются ни при какой вариации управления

δu(·) ∈ V T . Значит,
σ≺(g′(x(t1))δ1x(t1) + b(δu, δu)) ≥ 0 (37)

для всех δ1x(t1) ∈ E(x0(t1) |Ω(t1)) таких, что

π≺(g′(x(t1))δ1x(t1) + b(δu, δu)) = 0, (38)

что в свою очередь эквивалентно существованию v∗ ∈ ∂σ≺ и z∗ ∈ Imπ∗ таких, что
(v∗ + z∗) ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1)) и 〈b(δu, δu), v∗ + z∗〉 ≥ 0. Так как v∗ + z∗ ∈ Λσ(u0(·)),
то из последнего неравенства и произвольного выбора критической вариации δu(·) ∈ K(u0(·))
следует справедливость условия (30).
Теорема доказана.
Предложение 2. Множество Λσ(u0(·)) ограничено (и, следовательно, является выпук-

лым компактом) в том и только том случае, когда выполнено условие регулярности (17).
Доказательство. Необходимость. Рассмотрим векторное подпространство

L∗(u0(·)) := {y∗ ∈ Imπ∗≺ | y∗ ◦ g′(x0(t1)) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1))}.
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Из определения множества Λσ(u0(·)) и равенства (5) легко видеть, что λ+L∗(u0(·)) ⊂ Λσ(u0(·))
для всех λ ∈ Λσ(u0(·)). Так как множество Λσ(u0(·)) ограничено, то, следовательно,

L∗(u0(·)) = {0}.
Таким образом, имеет место равенство (18), которое, как это отмечалось выше, эквивалентно
условию регулярности (17).
Достаточность. Будем рассуждать от противного. Предположим, что условие регуляр-

ности (17) выполнено, а множество Λσ(u0(·)), тем не менее, неограничено. Тогда, в Λσ(u0(·))
существует последовательность {y∗n}∞n=1 такая, что lim

n→∞ ‖y∗n‖ = +∞. Вследствие компакт-
ности единичной сферы в пространстве Y ∗ без ограничения общности можно считать, что
последовательность {‖y∗n‖−1y∗n}∞n=1 сходится к некоторому линейному функционалу ŷ∗ ∈ Y ∗,
‖ŷ∗‖ = 1 (если это не так, то перейдем к подпоследовательности с таким свойством). Так как
Λ(u0(·)) — конус и Λσ(u0(·)) ⊂ Λ(u0(·)), то ‖y∗n‖−1y∗n ∈ Λ(u0(·)) для всех n, поэтому в силу
замкнутости Λ(u0(·)) предельный функционал ŷ∗ также принадлежит Λ(u0(·)) и, следова-
тельно, ŷ∗ ◦ g′(x0(·) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1)). С другой стороны, поскольку субдифференциал ∂σ≺
есть база конуса P̃ ∗≺, то существует вектор ŷ ∈ riP≺ такой, что ∂σ≺ = {y∗ ∈ Y ∗ | 〈ŷ, ŷ∗〉 = 1}.
Так как Λσ(u0(·)) ⊂ ∂σ≺ + Imπ∗≺ и 〈ŷ, y∗〉 = 0 для всех y∗ ∈ Imπ∗≺, то 〈ŷ, y∗〉 = 1 для
всех y∗ ∈ Λσ(u0(·)). Следовательно, из {y∗n}∞n=1 ∈ Λσ(u0(·)) имеем 〈ŷ, ‖y∗n‖−1y∗n〉 = ‖y∗n‖−1

для всех n. Переходя к пределу при n → ∞, получаем равенство 〈ŷ, ŷ∗〉 = 0, из которого и
условий ŷ ∈ riP≺, ŷ∗ ∈ Λ(u0(·)) ⊂ P ∗≺ = cone ∂σ≺ +Imπ∗≺, ŷ∗ �= 0, следует ŷ∗ ∈ Imπ∗≺. Таким
образом, неограниченность множества Λσ(u0(·)) влечет существование ненулевого линейного
функционала ŷ∗ ∈ Imπ∗≺, удовлетворяющего условию ŷ∗ ◦ g′(x0(·) ∈ E∗(x0(t1) |Ω(t1)), что
противоречит условию регулярности (17).
Предложение доказано.
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V. V. Gorokhovik, S. Ya. Gorokhovik, B. Marinković
Necessary optimality conditions for a smooth discrete optimal control problem

with vector-valued objective function

Summary
The paper deals with a nonlinear discrete optimal control problem with a vector-valued objective function

of terminal type. For admissible controls which satisfy the additional Lyusternik-type regularity condition,
first and second necessary optimality conditions extending such classical optimality conditions as the Euler
condition and the nonnegativity of second variation are proved.
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