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We proof the embedding theorem of Sobolev type

‖Nσ,qf‖θ,p ≤ c ‖Nη,qf‖p , η(t) ≤ σ(t)tγ( 1
p−

1
θ )

in terms of sharp-maximal functions

Nη,qf(x) = sup
1
η(t)

 1
µB(y, t)

∫
B(y,t)

|f − f(x)|q dµ


1
q

and Lorentz classes on the spaces of homogeneous type. In euclidean case this inequality was
proved by V.I.Kolyada.

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî çàäàåòñÿ
êâàçèìåòðèêîé d : X ×X 7→ R+ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì

d(x, y)≤ ad[d(x, z) + d(y, z)]

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ad ≥ 1, íå çàâèñÿùåé îò x, y, z ∈X), òî åñòü îòêðûòûå øàðû

B(x, t) = {y ∈X : d(x, y) < t}, x ∈X, t > 0,

îáðàçóþò áàçó îêðåñòíîñòåé òîïîëîãèè X. Ïóñòü åùå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà
X, ñâÿçàííàÿ ñ d óñëîâèåì óäâîåíèÿ

µB(x, 2t) ≤ cµB(x, t), x ∈X, t > 0, (1)

(c íå çàâèñèò îò x è t). Òðîéêà (X, d, µ) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíîãî òèïà
[1].

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c ≥ 1 è γ > 0, òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ x∈X, s ≥ 1 è t > 0

µB(x, st) ≤ csγµB(x, t). (2)

(ìîæíî âçÿòü γ = log2 c, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà (1)). Ïàðàìåòð γ âàæåí äëÿ
äàëüíåéøåãî � îí âûïîëíÿåò ðîëü ðàçìåðíîñòè.
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Âñþäó ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç cðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå, âîçìîæíî,
îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, íî ýòà çàâèñèìîñòü äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííà. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî µX = 1 è diamX = 1 (ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè).

Ïóñòü Ω � êëàññ âñåõ âîçðàñòàþùèõ íà (0,∞) ôóíêöèé η, òàêèõ, ÷òî η(t)/t óáûâàåò è
η(+0) = 0. Äëÿ η ∈ Ω è q ≥ 1 ââåäåì ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè

Nη,qf(x) = sup
1
η(t)

 1
µB(y, t)

∫
B(y,t)

|f − f(x)|q dµ


1
q

(3)

ãäå q ≥ 1 è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì B(y, t), ñîäåðæàùèì òî÷êó x ∈X.

Âïåðâûå ïîäîáíûå ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè íà Rn ïðè η(t) = tα, 0 < α ≤ 1, ïîÿâèëèñü
â ðàáîòå À.Êàëüäåðîíà [2] â ñâÿçè ñ îöåíêàìè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ. Îíè èñïîëüçîâàëèñü
çàòåì â [3] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì âëîæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé øêàëû ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé,
îïðåäåëÿåìûõ â òåðìèíàõ Nη,qf è ñîäåðæàùåé ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Íà ñàìîì äåëå â
ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ïðîèçâîëüíûå ñòåïåííûå ãëàäêîñòè η(t) = tα, α > 0, íî
èõ òðóäíî ïðèñïîñîáèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà è ìû íå
êàñàåìñÿ ýòèõ îáîáùåíèé (îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè òàêèõ ìàæîðàíò è
ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ èìååòñÿ â êíèãå [4]).

Â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êóáà â Rn äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè η∈Ω ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû
(3) ïðè q = 1 áûëè ââåäåíû Â.È.Êîëÿäîé [5]. Â ýòîé ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà âëîæåíèÿ
ñîáîëåâñêîãî òèïà, îáîáùàþùàÿ ðåçóëüòàò Êàëüäåðîíà-Ñêîòòà äëÿ ãëàäêîñòåé ïåðâîãî
ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî, â [5] ïîëó÷åíû îöåíêè Nη,1f â òåðìèíàõ Lp-ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè äëÿ
f , à òàêæå óñëîâèÿ äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè Nη,1f êëàññàì ϕ(L).

Îñíîâíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ âûïîëíÿþò ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè Nη,q, ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå
ëîêàëüíîé ãëàäêîñòè ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Ýòî ïîêàçûâàåò ïî÷òè î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| ≤ (Nη,qf(x) +Nη,qf(y)) η(d(x, y)), x, y ∈X.

Øèðîêèé íàáîð ïàðàìåòðîâ η ∈ Ω ïîçâîëÿåò äàòü áîëåå ãèáêóþ êëàññèôèêàöèþ ëîêàëüíûõ
ñâîéñòâ ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ñòåïåííûõ ôóíêöèé η(t) = tα, 0 < α≤ 1.

Äëÿ íàñ ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèèNη,q ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ èìåííî â ñâÿçè ñ âîçìîæíîñòüþ
äàòü êëàññèôèêàöèþ Lq-ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà, òàê êàê â ýòîé îáùåé
ñèòóàöèè òðóäíî îïðåäåëèòü äàæå Lq-ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåé ðàáîòû ñîñòîèò â îáîáùåíèè óïîìÿíóòîé òåîðåìû âëîæåíèÿ
Â.È.Êîëÿäû íà ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíîãî òèïà. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.

Ïóñòü f : X 7→ R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ

f∗(t) = inf{s > 0 : mf (s) < t}, 0 < t <∞

íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ïåðåñòàíîâêîé ôóíêöèè f . Çäåñü mf (λ) = µ{x ∈X : |f(x)| > λ}
� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ |f |.

Ïóñòü 0 < p, θ <∞. Ãîâîðÿò, ÷òî f ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Ëîðåíöà Lθ,p(X), åñëè

‖f‖θ,p =

 µX∫
0

(t
1
θ f∗(t))p

dt

t


1
p

<∞.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû.

Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü q ≥ 1 , 1 ≤ p < θ <∞, η, σ ∈ Ω óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

η(t) ≤ σ(t)tγ(
1
p
− 1

θ
)

t ∈ (0, 1]. (4)
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lq(X), òàêîé ÷òî Nη,qf ∈ Lp(X) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Nσ,qf‖θ,p ≤ c ‖Nη,qf‖p (5)

(c > 0 íå çàâèñèò îò f).
Â.È.Êîëÿäà [5] äîêàçàë òàêîå íåðàâåíñòâî, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé X = [0, 1]n, n≥1, d(x, y) =

|x− y|, µ � ìåðà Ëåáåãà íà Rn (òîãäà γ = n), q = 1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû ñëåäóåì
ñõåìå ðàññóæäåíèÿ ýòîé ðàáîòû ñ èçìåíåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ðàññìîòðåíèåì
áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Îáîçíà÷èì Φ(x) = Nσ,qf(x), F (x) = Nη,qf(x), x ∈ X è
ψ = γ(1

p −
1
θ ). Îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖Φ‖pθ,p =
∞∑
ν=0

2−νγ∫
2−(ν+1)γ

(
t

1
θ Φ∗(t)

)p dt
t
≤

∞∑
ν=0

(Φ∗(2−νγ))p 2−νγ
p
θ . (6)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk � êëàññ âñåõ øàðîâ B(y, t), ãäå 2−k−1 < t ≤ 2−k è

Φk(x) = sup
1
σ(t)

 1
µB(y, t)

∫
B(y,t)

|f − f(x)|q dµ


1
q

k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì, ñîäåðæàùèì òî÷êó x ∈X è âõîäÿùèõ â Tk.

Â ñèëó (4)

Φ(x) ≤ F (x) <∞ ïî÷òè âñþäó. (7)

Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè (6) ïîñòðîèì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ {Ek}∞k=0 è {Gν}∞ν=0.

Ïîëîæèì Ek = {x ∈X : k = min {j : Φ(x) ≤ 2Φj(x)}}, k = 0, 1, 2, . . . . Ïî ïîñòðîåíèþ, Ek �
èçìåðèìû, Ek ∩ Ej = ∅ (k 6= j), è â ñèëó (7)

µ

(
X \

( ∞⋃
k=0

Ek

))
= 0.

Äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Gν}∞ν=0 îïðåäåëÿåòñÿ òàê

Gν = {x ∈X : Φ∗(2−(ν+1)γ) > Φ(x) ≥ Φ∗(2−νγ)}, ν = 0, 1, 2, . . . ,

òîãäà µGν = 2−νγ(1− 2−γ), µ
( ∞⋃
ν=0

Gν

)
= 1 = µX.

Çàôèêñèðóåì ν è ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà:

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

µ

(
Gν
⋂( ∞⋃

k=ν

Ek

))
≥ 1

2
µGν .

Òîãäà äëÿ òàêèõ ν, èñïîëüçóÿ (4) è óñëîâèå óäâîåíèÿ (1) ïîëó÷èì:

(Φ∗(2−νγ))p ≤ c 2νγ
∞∑
k=ν

∫
Ek

Φp
k dµ ≤ c 2νγ

∞∑
k=ν

2−kψp
∫
Ek

F p dµ. (8)

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

µ

(
Gν
⋂(

ν−1⋃
k=0

Ek

))
≥ 1

2
µGν .
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Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà íåâîçðàñòàþùåé ïåðåñòàíîâêè (ñì., íàïðèìåð, [6]), óñëîâèå óäâîåíèÿ
(2) è ñâÿçü (4) ìåæäó ôóíêöèÿìè σ è η, ïîëó÷èì

Φ∗(2−νγ) ≤ c

 ν∑
i=0

2−iψF ∗(2−iγ) + 2
νγ
θ

 ∫
Gν

F p dµ

 1
p

 . (9)

Ðàçîáüåì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6) íà äâå, â ïåðâóþ èç êîòîðûõ âõîäÿò òå
ν, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1) (îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ν ÷åðåç ∆1 ), âî
âòîðóþ � òå, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 2) (îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ν ÷åðåç
∆2).

Òîãäà ïåðâóþ èç ýòèõ ñóìì â ñèëó (8) ìû ìîæåì îöåíèòü òàê:∑
ν∈∆1

(Φ∗(2−νγ))p 2−νγ
p
θ ≤ c

∞∑
k=0

k∑
ν=0

2νγ(1−
p
θ
) 2−kψp

∫
Ek

F p dµ =

= c
∞∑
k=0

k∑
ν=0

2(ν−k)γ(1− p
θ
)

∫
Ek

F p dµ≤ c
∞∑
k=0

∫
Ek

F p dµ = c ‖F‖pp . (10)

Äëÿ îöåíêè âòîðîé ñóììû âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

∞∑
ν=0

λpν 2−νγ
p
θ ≤ c

∞∑
ν=0

(λν+1 − λν)p 2−νγ
p
θ ,

ãäå λν =
ν∑
i=0

2−iψ F ∗(2−iγ) (ñì., íàïðèìåð, [7]) è ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèåì (9). Òîãäà

∑
ν∈∆2

(Φ∗(2−νγ))p 2−νγ
p
θ ≤ c

∑
ν∈∆2

( ν∑
i=0

2−iψF ∗(2−iγ)

)p
+ 2νγ

p
θ

∫
Gν

F p dµ

 2−νγ
p
θ ≤

≤ c

 ∞∑
ν=0

2−νγ(F ∗(2−(ν+1)γ))p +
∞∑
ν=0

∫
Gν

F p dµ

 ≤ c

 1∫
0

(F ∗(t))pdt+
∫
X

F p dµ

 = c ‖F‖pp . (11)

Óòâåðæäåíèå (5) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (6), (10) è (11).
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