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 Функциональным методом доказаны теоремы существования и 

единственности сильных решений задач Коши  

( ) ( ) ] [2 2 2 2
1/ ( ) / ( ) ,  0, ,md dt A t d dt A t u f t T+ + = ∈L                                                                                   

0/ ,  0 2 1,  1,  2,...,j j
t jd u dt H j m mϕ= = ∈ ≤ ≤ − =  

где ( )kA t  – самосопряженные положительно определенные операторы в 

гильбертовом пространстве H с зависящими от t   областями определения. Их 

обратные 1( )A tk
−   имеют сильные производные по t    ( )( )1( ) , 1, 2,

i
A t ik

− =  такие, что 

                      ( ) ( )1 (1) 1
1( ( )) , ( ) ,  ,k kH H

A t g g c A t g g g H− −− ≤ ∀ ∈  

                ( ) ( )1/ 21 (2) 1
2( ( )) , ( ) ,  , .k kHH H

A t g v c g A t v v g v H− −≤ ∀ ∈  

Получена  формула   
1 1

1 mu M M
− −

= ℑL    сильных  решений  этих  задач  Коши. 
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УДК 517.955 

Ф. Е. ЛОМОВЦЕВ 

ЗАДАЧИ  КОШИ  ДЛЯ  ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ  ФАКТОРИЗОВАННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ОПЕРАТОРНЫХ  УРАВНЕНИЙ  ЧЕТНЫХ  

ПОРЯДКОВ  С  ПЕРЕМЕННЫМИ  ОБЛАСТЯМИ  ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
 The existence and uniqueness theorems of strong  solutions of the Cauchy problems for hyperbolic 
factorized even-order differential equations with variable domains of smooth operator coefficients are proved. The 

formula of their strong solutions 
1 1

1 mu M M
− −

= ℑL  is obtained for the first time. 
  
 Докажем корректную сильную разрешимость задач Коши (ЗК) для 
гиперболических факторизованных дифференциальных уравнений четных порядков 
с переменными областями определения операторных коэффициентов. Случай 
постоянных областей определения исследован в работе [1]. В настоящей работе 
доказательства проводятся функциональным методом , родственным методу из [1]. В 
отличие от [1] вывод априорных оценок обобщен на случай переменных областей 
определения и дополнен новыми интерполяционными неравенствами (11), приведено 
новое доказательство разрешимости и впервые получена формула  сильных решений 
(14).  
 Постановка задач. В гильбертовом пространстве  H  со скалярным  
произведением  ( ),⋅ ⋅   и нормой  ⋅   рассматриваются задачи Коши: 

            L m ( ) ( ) ] [2 2 2 2
1( ) / ( ) / ( ) ,  0, ,mt u d dt A t d dt A t u f t T≡ + + = ∈L             (1) 

                      0/ ,  0 2 1,  1,  2,...,j j
j t ju d u dt H j m mϕ=≡ = ∈ ≤ ≤ − =l     (2) 

где ,u f – функции t со значениями в H, ( )kA t – самосопряженные положительные 
операторы в H с зависящими от t областями определения ( ( )).kD A t  
 1. Операторы [ ]( ),  0, ,kA t t T∈  являются сужениями на ( ( ))kD A t  линейных 

операторов ( )kA t%  в H с не зависящими от t областями определения ( ).kD A%  
 2. Их обратные ] [1( ) ( 0, ,kA t L T−

∞∈ ℒ ( ))H  при почти всех t  в H  имеют 

сильную производную  ] [1( ) / ( 0, ,kdA t dt L T−
∞∈ ℒ ( ))H , удовлетворяющую 

неравенствам 
       ( ) ( )1 (1) 1( ( ) / ) , ( ) ,  k k kdA t dt g g c A t g g g H− −− ≤ ∀ ∈ .                     (3) 

 3. Операторы  1( ) /kdA t dt−  при почти всех t  в H  имеют сильную производную  

] [2 1 2( ) / ( 0, ,kd A t dt L T−
∞∈ ℒ ( ))H , удовлетворяющую неравенствам 

            ( ) ( )1/ 22 1 2 (2) 1( ( ) / ) , ( ) ,  ,k k kd A t dt g v c g A t v v g v H− −≤ ∀ ∈ .   (4) 

 4. Области определения   ( ( ))m
kD A t    степеней   ( )m

kA t    плотны   в  H   для  
всех  1 ;k m≤ ≤   для  [ ]0,t T∀ ∈    эквивалентны   нормы:   

( ) ~ ( ) ~ ( ) ( )s k s kA t u A t u A t u A t u−  ( ( )),  1 ;ku D A t s k m∀ ∈ ≤ ≠ ≤ и при 2 4mα ≤ −  

( ) [ ]4
,( ) 3 ( )

( ) ( ) ( ) ( )  ( ),  0, ,s k k s s kt t
A t A t v A t A t v c v v W t t Tα

α α
+

+
− ≤ ∀ ∈ ∈  ,s k≠         (5) 

где гильбертовы пространства ( )W tβ  – области определения / 2
1( ( ))D A tβ  степеней 

/ 2
1 ( ),A tβ  наделенные эрмитовыми нормами  / 2

1( )
( ) ,

t
v A t vβ

β
=  2mβ ≤ . 

 5. Существуют не зависящие от  t  банаховы пространства 2 ,0 ,iV i m≤ ≤  
такие, что 0 2 2;  ( );  j

kV H V D A V= = % 2 ,iV⊂ [ ]2 2;  ( )  0, ,i ij i W t V t T> ⊂ ∀ ∈ 0 ;i m≤ ≤  
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 и существуют сильные производные ] [( ) / ( 0, ,i i
kd A t dt L T∞∈% ℒ [ ] [ ]2 / 2 2 2 / 2( , )),j jV V+  

0 2 2 ,  0 2 2,j m i i m≤ ≤ − − ≤ ≤ −   где  [ ]⋅   –  целая часть числа. 

 Постоянные  (1) (2)
,,  ,  0k k s kc c c ≥   не зависят от  ,  g v   и  t . 

  Однозначность и устойчивость. Обозначим через  ℋ α   гильбертовы  
пространства ] [( )2 0, , ( )L T W tα  с эрмитовыми нормами , 2 .m

α
α⋅ ≤  Пусть 

банаховы пространства mE – пополнения множеств ( ) { ( ) :m mD L u D L= ∈ %  

/s sd u dt ∈ℋ [ ]2 2 ( 1) / 2 ,  0 2 1},m s s m− + ≤ ≤ −    где   ( ) {mD L u= ∈% ℋ 0:   /s sd u dt ∈  

] [ [ ]( )
2 2

2 2 ( 1)/2
2 2 20, , ,  0 2 ; ,

m
m s

m

d uL T V s m
dt

−
− +

−≤ ≤
( )

1

1

1

2 2 2 ( )

2 2 2

( )( )
 

p

p

p

m p p
kk

m p p

d A td A t d u
dt dt dt

αα α

α α α

− − −

− − −
∈

%%
L ℋ 2 ,   

( )0 2 2 2 ,p m pα≤ ≤ − −   11 1,   1 ,..., ,   },p i jp m k k m k k≤ ≤ − ≤ ≤ ≠    1( ) ( ,..., )ppα α α=     

и    ( )pα = 1 ... ,pα α+ +        по нормам  
m

u =

1/ 222 1

0 0 (2 1 )( )

( )sup
im

i
t T i m i t

d u t
dt

−

< < = − −

  
 
  

∑ . Пусть 

mF =ℋ 0 2 1 1(0) (0)mW W H−× × × ×L  – гильбертовы пространства элементов  

{ }0 2 1, ,..., m
mf Fϕ ϕ −ℑ = ∈   с нормами 

                                                   
( )

1/ 2
2 1 22

0 2 1 (0)
0

m

jm m j
j

f ϕ
−

− −
=

 
ℑ = + 

 
∑ . 

 ЗК (1), (2) соответствуют линейные  неограниченные операторы   
{mL ≡ L ( ),m t 0 2 1,..., }:m−l l mE ⊃ ( ) .m

mD L F→  Стандартным образом доказывается, 
что если выполняются условия 1, 2, 4 и 5,  то они допускают замыкания     

: ( )m
m mL E D L⊃  mF→ . Решения операторных уравнений   ,  ,m

mL u F= ℑ ℑ∈  
1,  2,...,m =  называются    с и л ь н ы м и    р е  ш е н и я м и    ЗК  (1), (2). Выведем 

априорные оценки этих решений. 
 Теорема 1. Если выполняются условия 1, 2, 4  и  5, сильная производная  

] [1 ( ) / ( 0, ,mdA t dt L T−
∞∈ ℒ 2 1( , ( )))mH W t−    при 1m >   и ( )mD L плотны  в  ℋ 0 ,   то 

                      
22

0 0( )  ( ),  ( ) 0,  1,  2,....m mm m
u c m L u u D L c m m≤ ∀ ∈ > =           (6) 

 Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим  Mk(t) 2 2/ ( ),kd dt A t= + %   L ( ), ( )s n
k t =  

=Mn (t)L  Mk+1(t)Mk-1(t)L  Ms(t),   1 ,s k n m≤ ≤ ≤ ≤   и запишем   Lm(t) = 

=Mk(t)L ( )1, ( )m
k t + Pk,m(t),  где  в силу неравенств (5) 

            |Pk,m(t) u|
( )

2 3 22

2 1 ( )
0

/  ( ),  0.
m

i i
k kmm i t

i
c d u dt u D L c

−

− −
=

≤ ∀ ∈ ≥∑% %     (7) 

Операторы сглаживания  1 1
, ( ) ( ( )) ,  0,k kA t I A tε ε ε− −= + >   имеют свойства [2]: 

 1) при  ∀ [ ]0,t T∈   норма   1
, ( ) 0  ,kA t v v v Hε

− − → ∀ ∈   если  0;ε →   

 2) существует  сильная производная по t  в H ] [1
, ( ) / ( 0, ,kdA t dt L Tε

−
∞∈  ℒ ( )).H  

Интегрируя один раз по частям, получаем для ( )mu D L∀ ∈ %  равенств 

( ( )kA t L (1, ) 1
,( ) , ( )m

k kt u A tε
− L ( )1, ( )m

k t
0

) 2Re ( ( )t ku A t
τ

τ= = ∫ L ( )1, ( )m
k t 1

,, ( )k
du A t
dtε

− L ( )1, ( )m
k t )u dt +  

1
,

0

( ( ) ( ))
 ( k kd A t A t

dt

τ
ε

−

+ ∫ L (1, ) ( )m
k t u ,L ( )1, ( )m

k t )u dt +  ( ( )kA t L (1, ) ( )m
k t u , 1

, ( )kA tε
− L (1, ) ( )m

k t u 0) .t =  
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Здесь во втором интеграле воспользуемся формулами из работы [2] 
            ( ) ( )1 1 1 1

, , ,( ) ( ) / ( ) ( ) ( ) / ( ) ( )k k k k k k kd A t A t dt A t A t dA t dt A t A tε ε ε
− − − −= − , 

неравенствами  (3)  и  придем  к  неравенствам 

( ( )kA t L (1, ) 1
,( ) , ( )m

k kt u A tε
− L ( )1, ( )m

k t
0

) 2 Re ( ( )t ku A t
τ

τ= ≤ ∫ L ( )1, ( )m
k t 1

,, ( )k
du A t
dtε

− L ( )1, ( )m
k t )u dt +  

(1) 1
,

0

( ( )k kc A t
τ

ε
−∫ L (1, ) 1

,( ) , ( ) ( )m
k k kt u A t A tε

− L (1, ) ( ) )m
k t u dt + ( ( )kA t L (1, ) ( )m

k t u , 1
, ( )kA tε

− L (1, ) ( )m
k t u 0) .t =  

В этих неравенствах устремим  ε  к нулю и, согласно свойству 1), будем иметь 

          ( ( )kA t L (1, ) ( ) ,m
k t u L ( )1, ( )m

k t
0

) 2 Re ( ( )t ku A t
τ

τ= ≤ ∫ L ( )1, ( )m
k t , du

dt
L ( )1, ( )m

k t )u dt +  

           + (1)

0

(kc
τ

∫ L (1, ) ( ) , ( )m
k kt u A t L (1, ) ( ) )   m

k t u dt +  ( ( )kA t L (1, ) ( )m
k t u ,L (1, ) ( )m

k t u 0) .t =       (8) 

Интегрируя один раз по частям ,  имеем для  ( )mu D L∀ ∈ %   равенства 

      d
dt

L
2

(1, ) 2
2

0

( ) 2Re (m
k t

dt u
dt

τ

τ= = ∫ L (1, ) ( ) ,m
k

dt u
dt

L (1, ) ( ) )m
k

dt u dt
dt

+ L (1, ) 2
0( ) .m

k tt u =  

Сложив эти равенства с неравенствами (8), получаем  неравенства 

[ | d
dt

L (1, ) 2 1/ 2( ) ( )m
k kt u A t+ L (1, ) 2

0

( ) 2Re] (m
k tt u

τ

τ= ≤ ∫ L ( ) ,m t u d
dt

L (1, ) ( )  )m
k t u dt +  

           
0

( , )k u u dt
τ

+ Φ +∫ [ d
dt

L (1, ) 2( )m
k t u + 1/ 2 ( )kA t L (1, ) 2

0( ) ,  ( )]m
k t mt u u D L= ∀ ∈ % ,       (9)   

где         (1)( , ) (k ku u cΦ = L (1, ) ( ) , ( )m
k kt u A t L (1, ) ( ) ) 2Re(m

k t u − P , ( ) ,k m
dt u
dt

L (1, ) ( ) )m
k t u . 

 Из условий 1, 4 и  5  вытекают неравенства (см. [1]) 
  ( ) [ ]2

,( ) 2 ( )
( ) ( ) ( ), 0, , 2 2,1 ,s ks k t t

A t u A t u c u u W t t T m s k mα
α α

α+
+

− ≥ ∀ ∈ ∈ ≤ − ≤ < ≤%  

где , 0,s kc >%  и по аналогу леммы 1 из [1] для [ ]( ), 0,mu D L t T∀ ∈ ∀ ∈ – неравенства 

  
1
(

m

k

d
dt=

∑ L ( )1, ( )m
k t u 2 + |L (1, ) 2

1( )( ) )m
k tt u ≥

( )

2 22 1 2 3

1 2
0 02 1 ( ) (2 2 )( )

,
i im m

i i
i im i t m i t

d u d uc c
dt dt

− −

= =− − − −

−∑ ∑  (10) 

где  1 0c >   и  2 0c ≥ .   Можно доказать интерполяционные неравенства  

            
( ) ( )

2 21

3 31
02 2 ( ) 2 1 ( 1) ( )

(1 2
i i

ti i
m i t m i t

d u d uc dt c
dt dt

τ

τ

+

= +
− − − − +

≤ + +∫ M ( )2 2 / 2 )m i m− − ×  

            
( ) ( )

2 2

0
0 2 1 ( ) 2 2 ( )

 ( ),  0 2 2,
i i

t mi i
m i t m i t

d u d udt u D L i m
dt dt

τ

=

− − − −

× + ∀ ∈ ≤ ≤ −∫           (11) 

где  
1/ 21

3 1
0
sup ( )

t T
c A t−

< <
=   и  M

( )
1/ 2

1 1 2
0 0

1 sup ( )( ( ) / ) .
3 1

m m

t T
A t dA t dt d

γ

γ

σ
σ

σ

∞
− −

< <
=

+∫  

Просуммируем (9) по  ,  1k k m≤ ≤ , применим оценки (7), (10)  и  (11) и найдем 

        
( )

2 22 1 2 1

t= 4
0 00(2 1 )( ) 2 1 ( )

   
i im m

i i
i im i t m i t

d u d uc dt
dt dt

τ

τ

− −

= =− − − −

≤ +∑ ∑∫  

                  5
0

c
τ

∫ L
( )

2 1 22
6 2 1 (0)

0
( )     ( )

m

m j mm j
j

t u dt c u u D L
−

− −
=

+ ∀ ∈∑ l , 
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где постоянные  4 5 6,  ,  0c c c > .  Наконец, здесь воспользуемся леммой Гронуолла [1],  
возьмем верхнюю грань по  τ   и получим неравенства (6) для  ( ).mu D L∀ ∈ Затем 

неравенства (6) распространяются предельным переходом на  ( ).mu D L∀ ∈  
 Разрешимость. Из теоремы 1 вытекают однозначность и устойчивость  
сильных решений  ЗК  (1),(2). Их  разрешимость дает 
 Теорема 2. Если выполняются условия теоремы 1 и условие 3 , то для  

f∀ ∈ℋ 0   и 2 1 (0),0 2 1,m j
j W j mϕ − −∀ ∈ ≤ ≤ −  существует сильное решение  mu E∈   

ЗК (1), (2). 
 Д о к а з а т е л ь с т в о  осуществим индукцией по  m. При  1m = уравнение 

1 ,L u = ℑ   в силу неравенств (3) и (4), разрешимо при  1F∀ℑ∈  [2]. Cделаем 

индуктивное предположение о разрешимости уравнений  1mL u− = ℑ   при  1mF −∀ℑ∈ , 
2,...,m =   и любом составе и порядке различных множителей  M ( )k t   в  L 1( )m t−  и 

докажем разрешимость уравнений  mL u = ℑ   в  mE   при  ,  2,...mF m∀ℑ∈ =  . 
Возьмем линейные операторы  (1, ) {m

kL ≡ L (1, ) 1
0 2 3 1( ), ,..., } : ( )m m

k m mt E D L−
− −⊃l l  

1mF −→ в других пространствах (1, ) : ( )m m
k mL E D L⊃ → 1,mE = 1E × 2 2 (0)mW − ×L ×  

1(0)W×  –  банаховы пространства с нормами   
2 3 22 1/ 2

1, 1 (2 2 )(0)
0

( )
m

jm m j
j

u u u
−

− −
=

= + ∑ l .  

Их замыканиями являются сужения замыканий (1, )m
kL  на  .mE   Рассмотрим линейные  

операторы    kM ≡ {M 1/ 2 1/ 2
1 1 0 1( ), (0),..., (0), , } :k t A A− − l l 1,mE 2 2

1( ) (0)mD L W −⊃ × ×  
1(0)W×L  ,mF→ замыкания которых kM согласно [2] имеют ограниченные 

обратные
1

: m
kM F
−

→ 1, .mE  В силу (7) решения уравнений mL u = ℑ  при mFℑ∈  

одновременно   являются  решениями уравнений    (1, )m
k k kM L u = ℑ     при каких-то 

,  1 .m
k F k mℑ ∈ ≤ ≤  Применяя лемму 5 из [3] к операторам  (1, )

1
m

kS L=   и  1 kT M=   в 

пространствах   1,
1 1,m mE E F E= =   и  1

mG F= ,   получаем вложения    (1, )m
k kM L ⊂  

(1, ) .m
k kM L  Отсюда заключаем, что уравнения  (1, )m

k k kM L u = ℑ   для ( )mu D L∀ ∈   можно 

записать в виде   (1, ) .m
k k kM L = ℑ  Благодаря [2], вторые уравнения для  m

k F∀ℑ ∈  

имеют решения  
1(1, ) 1,m m

k k kL u M E
−

= ℑ ∈ , а по индуктивному предположению пос-

ледние уравнения  имеют решения  
1 1(1, ) 1m m

k k ku L M E
− − −= ℑ ∈ , где  

1
(1, )m
kL

−
– обратные 

операторов  (1, )m
kL . Докажем, что  mu E∈ . 

 В силу (7), решения  1mu E −∈   уравнений  (1, ) 1m m
k kL u F −= Φ ∈   являются 

решениями уравнений  ( )
2

k
m k kL M u− = Φ%   при каких-то  ( )

2
k

mL −   и  1,1 .m
k F k m−Φ ∈ ≤ ≤%  

Пусть гильбертово пространство  ℋ̂ 2,2 — множество 1( )D L  с эрмитовой нормой 

( )1/ 22 2 22 2
2,2 0 20

/ /u d u dt du dt u= + + .    Если 1mv E −∈ – решение уравнений  

( )
2

k
m k kL M v− = Φ%  при 2,m

k FΦ ∈ =% ℋ̂ 2,2 2 1 2(0) (0)mW W−× × ×L , то  ( )
2

k
k m k k kM L M v M− = Φ ∈%  

mF ,  где операторы {kM ≡ M 2,
0 1( ), ,..., , , }: m

k t I I Fl l mF→  ограничены. Применяя 
аналог леммы 6 из [3], к операторам ( )

1 2
k

m kT L M−=  и 1 kS M= в пространствах  1
mE E= ,  

2,
1

mF F=  и  1 ,mG F=  получаем вложения 

    ( )( ) ( )
2 2

k k
k m k k m kM L M M L M− −⊂  .   (12) 
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Применение леммы 5 из [3] к операторам 1 {kS M= ≡ M 0 1( ), , }: ( )m
k mt E D L⊃l l →  

1 2 2 2 3(0) (0)m m mE W W− − −× ×   и  ( )
1 2 {k

k mT M L −= ≡ L ( ) 1/ 2 1/ 2
1 1 1 0 2 3( ), (0), (0), ,..., }:k

m mt A A− −
− −l l  

1 2 2 2 3(0) (0)m m mE W W− − −× ×  ⊃ 2 2 2 3
1( ) (0) (0)m m m

mD L W W F− −
− × × →    приводит  к 

 вложениям 

       ( )( ) ( )
2 2

k k
k m k k m kM L M M L M− −⊂  .     (13) 

Из (12) и (13) имеем уравнения  ( )
2

k
k m k k kM L M v M− = Φ% , которые по предположению 

индукции имеют решения M̅ 1( ) ,1 .m
k t v E k m−∈ ≤ ≤  Для  ( )mv D L∀ ∈   выводятся 

неравенства 

   
2 3

1 0

m m
i

k i
d

−

= =
∑ ∑ M 2

(2 3 )( )( ) / i
k m i tt v dt − − ≥

2 22 1 2 3

7 8 7
0 0(2 1 )( ) (2 2 )( )

, 0,
i im m

i i
i im i t m i t

d v d vc c c
dt dt

− −

= =− − − −

− >∑ ∑  

из которых предельным переходом убеждаемся в том, что  mv E∈ , так как уже  
1mv E −∈ . Используя этот факт, неравенства (7), (10) и (11) и лемму Гронуолла,  

можно вывести неравенства 

           
22 (1, )

9 9
1,1

 ,  0,
m

m m
km mk

c u L u u E c
=

≤ ∀ ∈ >∑     

которые означают, что решение  mu E∈ . Попутно  индукцией по  m  находим, что 

            
1 1 1

1   ,   1,  2,....m m
m mu L M M E F m

− − −
= ℑ = ℑ∈ ∀ℑ∈ =L  (14)               

 Замечание. Тем же способом утверждение теоремы 1 (возможно, с большими 
0 ( )c m ) и методом продолжения по параметру утверждение теоремы 2  
распространяются на уравнения с младшими частями 

   Lm ] [
2 1

0
( ) ( )   ,  0, ,  1,  2,...,

km

k k
k

d ut u B t f t T m
dt

−

=

+ = ∈ =∑  

если   ] [( ) ( 0, ,kB t L T∞∈ ℒ ( )2 1 ( ), ),   0 2 1.m kW t H k m− − ≤ ≤ −   
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