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Многие важные задачи комбинаторной оптимизации остаются вычислительно трудными
после длительного поиска эффективных методов решения [1]. Распознавание особой точки
на комплексной гиперповерхности служит примером вычислительно трудной задачи, связан-
ной с комбинаторной оптимизацией [2]. Проективная гиперповерхность, заданная формой f
над полем характеристики нуль, особая, если совокупность частных производных первого
порядка ∂f

∂xk
для 0 6 k 6 n имеет нетривиальный нуль. Если форма f имеет рациональные

коэффициенты, то это условие можно проверить за экспоненциальное (от n) время. Более
того, совместность любой системы алгебраических уравнений с рациональными коэффици-
ентами может быть проверена за экспоненциальное время [3].

Назовем (−1, 1)-точкой всякую точку в проективном пространстве, чьи однородные коор-
динаты равны −1 или 1 с точностью до общего ненулевого множителя. Это вершины много-
мерного куба. Проверка принадлежности некоторой (−1, 1)-точки к данной гиперплоскости
является NP -полной задачей [4]. Подходы к ее решению, основанные на теореме Гильберта
Nullstellensatz, обсуждаются в [5]. Отметим, что соответствующая задача оптимизации мо-
жет быть решена псевдополиномиальным алгоритмом, основанным на методе динамического
программирования [4]. Подсчет числа (−1, 1)-точек на гиперплоскости значительно сложнее.

Покажем, что задача о распознавании гиперплоскости, на которой не лежит никакая
вершина многомерного куба, сводится к проверке гладкости комплексной проективной ги-
перповерхности третьей степени (кубики) или пятой степени (квинтики). Эти результаты
усиливают ранее полученные результаты из [2].

Далее рассматриваются проективные гиперповерхности, которые заданы формами с це-
лыми коэффициентами.

Теорема 1. Существует детерминированный алгоритм, который получает на вход ги-

перплоскость H, заданную линейной формой h =
n∑

k=0

αkxk с ненулевыми целыми коэффици-

ентами αk ̸= 0 для каждого индекса k, где n > 3, и за полиномиальное время выдает такую
кубику S, что H не содержит ни одной (−1, 1)-точки тогда и только тогда, когда S глад-
кая. Более того, особые точки на S взаимно однозначно соответствуют (−1, 1)-точкам,
принадлежащим H.

Доказательство. Сопоставим линейной форме h форму третьей степени f =
n∑

k=0

αkx
3
k.

Выходом алгоритма служит ограничение формы f на гиперплоскость H, которое определяет
гиперплоское сечение S — гиперповерхность в H.

Форма f определяет гладкую гиперповерхность, поскольку все коэффициенты αk отлич-
ны от нуля. Следовательно, особыми точками на S служат точки касания гиперплоскости
H с кубикой, заданной формой f . Если в некоторой (−1, 1)-точке x обе формы h и f обра-
щаются в нуль, то проективные гиперповерхности, заданные этими формами, касаются друг
друга в x. Следовательно, S имеет особую точку x.

Поскольку для каждого индекса k коэффициент αk отличен от нуля, градиенты форм
∇h и ∇f коллинеарны в точках с координатами, удовлетворяющими равенствам x2k = x2j
для всех индексов k и j. Такие точки — это (−1, 1)-точки. В этом случае особые точки на S
взаимно однозначно соответствуют (−1, 1)-точкам, лежащим на H. Теорема доказана.

Ограничение n > 3 в условии теоремы 1 связано с тем, что в случае n 6 2 пересечение S
содержит не более трех точек.



В некоторых случаях кубика проективно эквивалентна таковой специального вида, поз-
воляющего определять особые точки, если они существуют [6]. Возможно, изучение гипер-
поверхностей позволит уточнить результаты о сложности нахождения второго решения NP-
полной задачи [7]. Действительно, если известна одна особая точка и проективный автомор-
физм кубики, то образ особой точки тоже будет особой точкой. Так поиск второй особой
точки сводится к поиску автоморфизма, не оставляющего первую точку неподвижной. Сле-
дующий результат говорит о нетривиальности группы автоморфизмов гладкой кубики.

Теорема 2. Гладкая кубика обладает проективным автоморфизмом второго порядка.
Результат, аналогичный теореме 1, справедлив и для квинтики, но без взаимно однознач-

ного соответствия особых точек и вершин куба.
Теорема 3. Существует детерминированный алгоритм, который получает на вход

гиперплоскость H, заданную линейной формой h =
n∑

k=0

αkxk с ненулевыми целыми коэффи-

циентами αk ̸= 0 для каждого индекса k, где n > 3, и за полиномиальное время выдает
такую квинтику S, что H не содержит ни одной (−1, 1)-точки тогда и только тогда, ко-
гда S гладкая. Более того, если S особая, то множество особых точек конечное и включает
все (−1, 1)-точки, принадлежащие H.

Доказательство. Сопоставим линейной форме h форму пятой степени f =
n∑

k=0

αkx
5
k. Вы-

ходом алгоритма служит ограничение формы f на гиперплоскость H, которое определяет
гиперплоское сечение S — гиперповерхность в H.

Особыми точками на S служат точки касания гиперплоскости H с квинтикой, заданной
формой f . Если в некоторой (−1, 1)-точке x обе формы h и f обращаются в нуль, то проектив-
ные гиперповерхности, заданные этими формами, касаются друг друга в x. Следовательно,
S имеет особую точку x.

Поскольку для каждого индекса k коэффициент αk отличен от нуля, градиенты форм
∇h и ∇f коллинеарны в точках с координатами, удовлетворяющими равенствам x4k = x4j для
всех индексов k и j. Такие точки — это (−1, 1,−

√
−1,

√
−1)-точки. Поскольку коэффициенты

αk целые, если на H лежит некоторая (−1, 1,−
√
−1,

√
−1)-точка, то на ней лежит и (−1, 1)-

точка, получаемая заменой координат ±
√
−1 на ±1. Теорема доказана.

Полученные результаты иллюстрируют вычислительную трудность проверки гладкости
гиперповерхностей высших степеней, хотя для квадрики гладкость проверяется легко. С
другой стороны, они могут быть полезны для анализа различных комбинаторных задач,
поскольку взаимное расположение особых точек связано некоторыми ограничениями.
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