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e T t Lu du dt dt e Lu u− − ≤∫  где 10 6c c= +  

{ }2 4 5max ,2( ) .c c c+ +  В результате деления этих оценок на 
E

u  получаем 
энергетическое неравенство (10) для гладких решений ( )u D L∈  и затем 
предельным переходом распространяем его на все сильные решения  

( )u D L∈  задачи Коши (1) – (2). 

3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 

На основании теоремы существования сильных решений для главной 
части уравнения в силу неравенств (4), (5), (8), (9) из [3] и ограниченно-
сти младшей части в силу неравенств (7) стандартным методом продол-
жения по параметру легко доказывается следующая теорема. 

 
Теорема 2. Если выполняются условия А1 – А3 и В1 – В3,  то для лю-

бых f F∈  существует сильное решение u E∈  задачи Коши (1) – (2).  
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РАСЧЕТ СКОРОСТЕЙ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН 
РЭЛЕЯ-ЛЭМБА ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ СРЕЗОВ 

ТРИГОНАЛЬНО АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИНОК 

А. А. Царева 

Одной из фундаментальных проблем акустической физики и акусто-
электроники является исследование закономерностей распространения 
упругих волн в пьезоэлектрических пластинах. На их основе возможна 
разработка высокочувствительных биологических и химических датчи-
ков, устройств обработки сигналов, характеризующихся широкой поло-
сой пропускания. Настоящая работа посвящена исследованию волновых 
движений в пьезоэлектрических пластинах тригональной системы сим-
метрии различным образом ориентированных относительно осей основ-
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ной кристаллографической системы координат с применением функцио-
нальных возможностей систем компьютерной математики. 

Определяющие уравнения движения для различных плоскостей сим-
метрии без учета электромагнитных эффектов в квазистатическом при-
ближении представим в следующем виде [1]: 
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где ( )0
ijkl ip jq kr ls pqrsc c= α α α α ; ( )0

kij kp iq jr pqre e= α α α ; ( )0
jk jp kq pqε = α α ε ; ( )0

pqrsc , 
( )0
pqre  и ( )0

pqε  - основные модули упругости , пьезоэлектрические модули и 
диэлектрические проницаемости тригонально анизотропной среды соот-
ветственно; ipα  - компоненты матрицы преобразования координат; iu  - 
компоненты вектора перемещений; Φ  - электрический потенциал, ρ  - 
плотность материала.  

Рассмотрим, плоскую гармоническую волну, распространяющуюся в 
пластинке толщины 2h , срединной плоскостью которой является коор-
динатная плоскость 1 20x x  [2]. Соответствующие решения системы (1) 
представим в виде: 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

3 1 1 2 2

4 3 1 1 2 2

exp , 1, 3,

exp ,
i iu w x I k x k x t i

w x I k x k x t

ω

ω

= + − =

Φ = + −  (2) 

где ( )3kw x  - неизвестные функции, 1, 4k = , 1 2,k k  - компоненты вол-
нового вектора, ω  - круговая частота, I  - мнимая единица. После под-
становки выражений (2) в систему (1) получим следующую систему свя-
занных дифференциальных уравнений: 

 ( )
4

3
1

0, 1, 4ij j
j

a w x i
=

= =∑ . (3) 

Здесь коэффициенты ija  определяются следующим образом: 

( )2 2 2 2
11 11 1 16 1 2 66 2 1 15 2 56 3 55 32 2a c k c k k c k I k c k c c= ρω − − − + + ∂ + ∂ , 

( )2 2 2 2
22 66 1 1 2 26 22 2 2 24 1 46 3 44 32 2a c k k k c c k I k c k c c= ρω − − − + + ∂ + ∂ , 



 93

( )2 2 2 2
33 55 1 1 2 45 2 44 1 35 2 34 3 33 32 2 2a c k k k c k c I k c k c c= ρω − − − + + ∂ + ∂ , 

( )2 2 2
44 11 1 2 33 3a k k= ε + − ε ∂ , 
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 Неизвестную функцию ( )1 3w x  найдем из дифференциального урав-
нения: 

 ( ) ( )8
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где 0, jb b  - коэффициенты, зависящие от констант упругости, пьезо-
электрических модулей, диэлектрических проницаемостей и компонент 
волнового вектора. Решение уравнения получим в следующем виде: 

 ( ) 3

8

1 3
1

k x
k

k
w x C eλ

=
= ∑ . (6) 

 Здесь kλ  - корни характеристического уравнения однородного диф-
ференциального уравнения (5), kC  - неизвестные константы интегриро-
вания. 
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С помощью соотношения (3) найдем выражения для оставшихся неиз-
вестных функций ( ) ( )2 3 3 3,w x w x  и ( )4 3w x  из следующих дифференци-
альных уравнений: 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 3 13 14 23 12 34 13 24 12 14 33 11 24 33 23 34 1 3 ,Pw x a a a a a a a a a a a a a a a w x= + − − + −

( ) ( ) ( )( ) ( )2
3 3 12 14 23 13 12 24 14 22 12 34 11 22 34 23 24 1 3 ,Pw x a a a a a a a a a a a a a a a w x= + − − + −

 

 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
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2
14 22 33 23 13 23 24 22 34 12 23 34 24 33

2 ,Pw x a a a a a a a a a a a w x

P a a a a a a a a a a a a a a

= − + + −

= − + − + −
 (7) 

Неизвестные константы интегрирования найдем из условий равенства 
нулю механических напряжений 33T , 13T  и 23T  на плоскостях 3x h= ± , а 
также из условия непрерывности электрического потенциала Φ  и нор-
мальной компоненты электрической индукции 3D . 

Условие равенства нулю механических напряжений на свободной по-
верхности 3 0x =  кристалла записывается в виде [1]: 

 
3 3

3 3 3
, 1 1

0, 1, 3,i i kl k l ki k
k l k

T c u e i
= =

= ∂ + ∂ Φ = =∑ ∑  (8) 

Из электрических граничных условий следует непрерывность элек-
трического потенциала Φ  и нормальной компоненты электрической ин-
дукции 

 ( )
3

3 3 3
, 1

.kl k l kl k
k l

D e u
=

= ∂ − ε ∂ Φ∑  (9) 

Отсюда с учетом решений ((2),(6)) получим дисперсионное уравнение 
для нахождения скоростей распространения волн Лэмба. Численное ре-
шение дисперсионного уравнения проведено для ниобата лития, получе-
ны зависимости скоростей распространения волн Лэмба от угла наклона 
нормали к волновому фронту для различных ориентаций пластин, вы-
полнена генерация дифференциальных уравнений динамического равно-
весия, компонент тензора напряжений и электрической индукции для 
различных срезов тригонально анизотропных пластинок. 

Для упрощения вычислений и преобразований были введены безраз-
мерные: 

перемещения (вдоль осей 1 2 3, ,Ox Ox Ox ) и пьезоэлектрические модули: 
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потенциал, модули упругости, плотность: 
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диэлектрические проницаемости: 

 3322
22 33

11 11
,s s εε

ε ε
= = . (12) 

где h  – это толщина пластинки, а 2c – это величина, имеющая размер-
ность скорости. 
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МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО  
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА 

 ЦИФРОВОЙ ФИЛЬТРАЦИИ  

А.С.Циунчик 

Нелинейные уравнения Шредингера широко используются для описа-
ния нелинейных волновых процессов различной физической природы 
[1,2]. В большинстве практически значимых случаев аналитическое ре-
шение подобных задач найти не удается, и их исчерпывающий анализ 
требует применения приближенных численных методов.  

Для исследования эффективности численных алгоритмов традицион-
но используется модельная задача для уравнения Шредингера с кубиче-
ской нелинейностью (НУШ):    


