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Рациональные приближения абсолютно 
непрерывных функций с производной 

из пространства Орлича 
Пекарский А. А. 

Через С[0, 1] (АС[0, 1]) обозначим множество непрерывных (абсо­
лютно непрерывных) функций на отрезке [0, 1]; N — множество нату­
ральных чисел; Z+ = N{J{0}\ Rn(f) (/GC[0, 1] и n£Z+) —наилучшее рав­
номерное приближение / рациональными дробями степени не выше п. 

оо 

В 1962 г. Е. П. Долженко [1] показал, что если S* /?„(/) < о о , то 

/6ЛС[0, 1]. С другой стороны, им же [2] в 1966 г. установлено, что 
Rn(f) для /£ЛС[0, 1] могут стремиться к нулю при тг-^оо как угодно 
медленно. Таким образом, возникает задача о введении дополнительных 
характеристик для /6ЛС[0, 1], достаточно хорошо отражающих скорость 
рациональной аппроксимации. Такими характеристиками могут быть 
гладкость / в произвольных метриках Орлича [5}, гладкость ]' в интег­
ральных метриках [3] и др. В [4] показано, что если l/ ' lln+lf | 
(ln+ln+l/^)2 суммируема на [0, 1], то 

/?.(/) =о(1/п) . (1)' 
Здесь же, например, доказано, что для выполнения (1) достаточно 

потребовать суммируемости | / ' |1п + | / ' | . Изучается также эффект ап­
проксимации у концов отрезка [0, 1], суть которого состоит в том, что 
в окрестностях точек 0 <и 1 функция может 'быть как угодно плохой в 
смысле гладкости и, несмотря на это, обладать достаточно высокой ско­
ростью стремления к нулю наилучших рациональных (Приближений. 
Как известно, первые примеры таких функций найдены А. А. Гонча­
ром [6]. 

Результаты настоящей работы анонсированы в [7]. 

§ 1. Разложение единицы на сумму w -дробей 

Л е м м а 1.1 (см. [8]). Для любого nGN и любого бё[ехр(—я/2), 1]; 
существуют рациональные функции фп~(#, б) и cpn

+(x, б), degcpn~ = 
= deg(pn

+^2/2, обладающие свойствами: 
а) Ф; (Х, б) > 0, ф+ (х, б) > 0, х£ (— оо, оо); 
б) Ф;(*, б) + ф+(х, б) = 1, х<с ( - оо, оо); 

в) Ф ; [х, б) ^ 18 ехр ( - 4/i/ln | ) , х б [б, 1], 

Ф+(х, 6 ) ^ 1 8 е х р [ - 4 п / 1 п - ) , х б [ - 1, - б ] . 

Если точки Zi и z2 принадлежат прямой (или окружности) Г, та* 
через [zu z2] обозначим ту из дуг на Г с началом в точке z± и с концом 
в z2, которая соответствует заданному на Г направлению. 
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Л е м м а 1.2. Пусть различные точки zh . . . , гА, лежат на прямой 
(или окружности) Г и их нумерация соответствует выбранному на Г 
направлению. Тогда для любого n£N существуют рациональные функ­
ции фп-(г) =(pn-(z; zl9 z2, z3, z4) и <pn

+(z) =<pn
+(z; zi9 z2, z3, z4), deg<pn"= 

= с^ф п
+ ^ :2п , удовлетворяющие условиям: 

а) q£ (*)><>> <£(*)><>, 26Г; 
б) <£(*) + q £ ( * ) = l , *бГ; 
P) ф-(2)^4ехр(-п/1п0) , z6[z3, z4],, 

Ф+(*)<4ехр(-л/1пе), г б & , z2], 

где 6 = 12[zb z2, z3; z4] и {Zi, z2, z3, z4] = (i2V—*4) (г4—za): 
(z3—z2) (z4—zt) — ангармоническое отношение точек Zj. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для некоторого б£ (0, 1) существует дробно-
линейное отображение y—v\(z) окружности Г на действительную ось, 
удовлетворяющее условиям: r](z1)=—1, rj(z2)=—б, T ) ( Z S ) = 6 , 11(24) = 
= 1. Ввиду инвариантности ангармонического отношения относительно 
дробно-линейных преобразований плоскости (см. [9]) 

[Zi, Ч> Чг z j = [ - 1, - б, б, 1] = ° + 6)2 , 
4о 

откуда следует, что б удовлетворяет неравенству 

~ < 4 [ z 1 , z2, 23, z j . (1.1) 

Если 6 = 6(zb z2, z3, z4) ^ехр(— /г/2), то полагаем фл*~^) =фп~(г1^), б), 
Фп+(г) =фп+(т)(г)> б), где фп"(-, б) и фп

+(-, б)—функции из леммы 1.1. 
Так как в рассматриваемом случае имеет место неравенство 

18 ехр(— 4/г/1п—|<4ехр( —п/1п—), то из (1.1) следует утверждение лем­
мы 1.2. Если же б<ехр(— л/2), то мы полагаем фп~(г) = f n

+ ( z ) = 1/2. 
Лемма 1.2 доказана полностью. 

Через W[a, b] обозначим множество выпуклых вниз, строго возрас­
тающих функций w на отрезке [а, Ь] таких, что w(a)=a9 w(b)=b. 
Пусть г — произвольная рациональная дробь. Тогда функцию r(w) = 
= r(w(x))9 wdW[a, b], будем называть w - д р о б ь ю . Для до-дробей 
естественным образом определяется степень, числитель « знаменатель. 

Л е м м а 1.3. Пусть —oo<<a^z 1 <z 2 <z 3 <z 4 ^: f t< ;oo . Положим Д~ = 
=i[zu 23], A + =[z 2 , z4]. Тогда для любого n6N существуют w-дроби 
(wdW[a, b]) <р„-(л:; А-, А+) и ф„+(х; А", А+) степени не выше 2п, удов-
летворяющие условиям: 

а) Ф ; (Х- А", А+; > О, Ф+ (х; А", Д+) > 0, хб [а9 Ь]; 
б) Ф ; (Х; А~, Д+) + Ф+ [х\ А", А+) = 1, хб [а, Ь]\ 
в) Ф; (х; А", Д+) ^ 4 ехр (— /i/ln 6), А: б Д+\А~, 

Ф+ (JC; А", А+) < 4 ехр ( - п/1п 0), х б Д~\Д+ , 

где е = 6(Д-, А+) = 12|Д-| / |Д-ПД+ | и |А| —длина отрезка Д. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим _ ; 

Ф* (х\ А1, Д+) = ф* (w (х); w (хг), до(х2), до (x3), w (*J), 

где фп±(-; •, •, •, •)—функции из леммы 1.2. Очевидно, введенные 
функции суть до-дроби степени не выше 2п, и они удовлетворяют услови-

8* 115 



ям а) и б) леммы 1.3. Докажем, что в) также выполняется. Если напри­
мер, x£[Zi z2) = A ~ \ A + , то из леммы 1.2 получаем 

<£(*; Д", Д+) ̂ 4 ехр Г - п/\п 12 ( ш ( г з ) ~ w™ ft»fa)- * fa)) I . 

(1.2) 

Итак, нам достаточно доказать неравенство 
w (г3) — w (zt) w (z4) — w (г2) ^ z3 — гх 

w(z3) — w(z2) w(Zb) — w(zx) z3~z2 | A ~ n A + l 

Действительно, из выпуклости «вниз функции w находим 

w(z2) 

w(z3) = !*z 

•*2 

•_£з_ 

tt>(*l)+ — 

ш(*з) + — 

- Z l 

l i L 

w(*3), 

ш(г8). 
Z 3 —Zx ZZ— ZX 

Вычитая из первого соотношения второе, получаем 
w (z3) — w (zi) z3 — z± 
w (z3) — w (z2) ^z3 — z2 

откуда и следует соотношение (1.2). Лемма 1.3 доказана. 
Л е м м а 1.4. (см. [8]). Пусть хи i=l-r-n, и yh j=l-±-m,— произволь­

ные числа, ри i=\-±-n, и qh j=l-±-m,— неотрицательные числа, удовлет-
п m 

воряющие условию 2 Р; ^ 1> 2 4i — *• Тогда имеет место иера­
рх /;=1 

венство 
п m 

S *iPt - 2 УМ ^ max I xi — у1|. 

§ 2. Аппроксимация непрерывных функций «до-дробями 

Пусть Пж: 0 = т ] о < т и < ••• < 1 V = 1 — некоторое разбиение отрезка 
[О, 1]. Положим 6i=rij+1—%, j = 0-r-m— 1, и 6 = max6j. Через А(Пт, /) 
обозначим максимум колебаний /6С[0, 1] на отрезках [%, r\j+i]. 

Т е о р е м а 2.1. Пусть /6С[0, 1] и П т — некоторое разбиение отрезка 
[0, 1]. Тогда для любой w£W[0, 1] существует ш-дробь Q, удовлетво­
ряющая условиям i. 

где 6j, б определяются разбиением П т ^ / i=/ i(nm , f). 
З а м е ч а н и е . Теорема 2.1 при w(x)=x является уточнением одно­

го частного случая основной леммы из работы А. П. Буланова [17]. 
Уточнение состоит в том, что для /6С[0, 1] найдена дробь Q, удовлет­
воряющая условию II/—Qllc[o,i]^c/i, существенно более низкой степени, 
чем в [17]. Это позволит нам дать точное решение задач, рассматривае­
мых ниже в §§ 3 и 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть разбиение П т определяется точками t]h 
j=0-r-m. Для любого /6N считаем ?]_.,•= т]о и Tjm+i=Tim. Через р обозна­
чим наименьшее натуральное число, удовлетворяющее условию 2 Р ^ 

1 Здесь и ниже через с, С\, съ ...обозначаем абсолютные положительные константы 
в разных местах, вообще говоря, разные. 

116 



^ 2 / п . Определим систему отрезков ifj, i=0-r-2p+1"ft—1, k = 0-±-p+l, по 
индукции. Полагаем 

4t = №-sr t]i+2*-s], 0 ̂  s ̂  m — 1. 

Допустим, что определены отрезки /£*, O^k^p. Тогда полагаем 

/*+i _ j k . к | /£ . ; — п _л_ 9 ^ — 1 
*s,i — is,2t U is,2i+it l — и . * i. 

Очевидно, 

/ ^ = [0,1], (2Л) 
lit = [n2^ s , 42ft(!+1)+1.s], (2-2) 

Л.21 П h,2i+l= [42k(2i+1).s, \b{2i+1)+1^s]- (2.3) 

Назовем £-м ( O ^ & ^ p + l ) усреднением 23'+1-* функций Ч̂ .-г вида 

где ау-дроби Ys,;,/ неотрицательны на отрезке [0,1] и удовлетворяют 
условию 

2 <*./(*) = !. ^6 [0,1]-

Положим 
4]Vks,i 

р* = max | / - Ч & | * . 

Нулевым усреднением назовем функции 

Так как колебание функции / на каждом из отрезков [r\j, r]i+1] не пре­
восходит h, то мы получаем 

Pj<2ft. (2.4) 

Допустим, что построено &-е (O^k^p) усреднение. Тогда (&+1)-е 
усреднение определим так: 

где ф^ / Л , q>ts ik — функции из леммы 1.3, если только никакое из мно­
жеств Is,2i\Is%2i+1, ll&n\ll2t непусто. Если же, например, /* i f \ /*2^ i=0f 
то полагаем w7 . , (x) = 0 и ф£ .. (х) = 1. В обоих из рассмотренных ел у-
чаев считаем 

/*.*.* = 1 + [2 (й + 1) In в (/*„, /*2;+1)]. (2.5) 

Здесь величина 0(/£2г, /s^+i) Для первого случая определена в лемме 1.3, 
Во втором же случае полагаем Q(Is,2t+i> itu+i) = 1-

Найдем рекуррентное неравенство для чисел рД O^.k^.p+1. По­
ложим 

A(x) = \f(x)-4?i?(x)\, xfj*?, О ^ й ^ / 7 . 
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Если хотя бы одно из множеств /£Я*\/?,2Й-Ь Ist2t+i\Is<*i пусто, то оче­
видно, 

Л(*)<Р*. (2.6) 

Пусть теперь каждое из рассматриваемых множеств непусто. Рас­
смотрим два случая. 

1) *G/*s*Q ŝ,2i+i- Тогда из свойств а), б) функций %StUk (см. лем­
му 1.3) и рекуррентного соотношения для k-то и (&+1)-го усреднений 
получим 

Л (*)< | f (х) - ¥?.„ (х) | ф7яЛ/к (х; /*„, /*, 21-+1) + 
+ I f (х) - < Л 1 (х) \ Ф ^ а (х; /** /***) < Р*. (2.7) 

2) х £ /s,2i\^,2i+i (случай хб /?i2*+i\/s,2f рассматривается аналогично). 
Из свойств а), б) функций ф£., fe и рекуррентного соотношения для &-го 
и _(й +1) -го усреднений получим 

A(x)^\f(x)-Wk
St2i(x)\ + 

+ | < 2 1 - + 1 (х) - ¥ j i r f + 1 (х) J Ф̂ .§fe (*, /sfe,2,, /*„+ 1). 

Из леммы 1.4, определения k-то усреднения и (2.2) находим 

| ч£*«(х) -¥*„(х) | < тах^ | /(Ч|4) - f (ть) [ ^2*+1Л. 

Согласно свойству в) функции yisik и соотношению (2.5) имеем 

4>lStUk {X\ Is.ih h,2i+l) ^ 4 в 

Итак, в случае 2) получим 

AW^rf + Ah^*1. (2.8) 

Из соотношений (2.6) —(2.8) следует нужное рекуррентное неравен­
ство 

/ 9 \k+l 

Учитывая (2.4), находим р ^ ^ Б Я . 
Через Q обозначим одну из -̂дробей Ч ^ \ 0 <g: s ̂  m — 1, которая 

имеет наименьшую степень. С учетом (2.1) немедленно получим 
IIZ-QIICEO, i]<5ft. (2.9) 

Очевидно, 

d e g Q ^ i S d e § « < i S S 2 2'..«- ( 2 Л 0> 
ŝ =o s=o fc^i t=o 

Определим 6ц для любых целых \х, считая 6ц—6V, если jx=v (modm). 
В таком случае из (2.3) и (2.5) получим 

/,.*.» < l + 2 ( f e + l)ln **"* . (2.11) 
2^(2i+l)-S 
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Следовательно, из (2.10), (2Л1) найдем 
т-хр+1 г ^ 1 ^ 

d e g Q ^ ^ S S (1+2(* + 1)(*+4)1п2) + 
fs=o k=i i=o 

(3.1) 

р+i гС""!)-*-! m - i „ 

fc=l 1=0 2^(2l+lbs /=0 / 

Итак, из (2.9) следует утверждение теоремы 2.1. 

§ 3. Аппроксимация абсолютно непрерывных функций 
с производной из класса Ьф9, Ф0(Х) = х In+ x 

Пусть функция ф(х) определена на [0. оо), выпукла вниз, не убывает,, 
<D (0) = 0 и lltxi Ф (х)/х = оо. Тогда функция 4х (у) = max (ху — Ф (х)))9 

i /^О, называется дополнительной к Ф(х) в смысле У. Юнга. Как извест­
но [10, с. 24], Ч?(у) обладает: теми же свойствами, что и Ф(х). Пусть 
Е — спрямляемая кривая в комплексной плоскости. Классом ЬФ(Е) 
назовем множество функций /, определенных на Е, для которых 
(* Ф(|/(,г) |) \dz\ < o o . Пространство Орлича ЬФ*(Е) по определению 

в 
есть множество /, измеримых на £, таких, что для любой из них суще­
ствует константа &=&((/) > 0 , удовлетворяющая условию f/k£L<z(E). 
Простр анство Хф* (Е) будет банаховым, если норму в нем ввести сле­
дующим образом (см. [10, с. ПО]): 

\fyw=tot\b + b\<u(\f(z)\/k)\dz\ 
Ф k>0 ^ 

L Е 
Если, например, %х — характеристическая функция множества т^Е, 

то (см. [10, с. 89]) 
1 ^ № ) = М ^ ( | ^ ) > (3-2) 

где Ч*"-1 — функция, обратная к W и | т | — мера т. 
Если f£L<b{E)t a g^Lyjr(E), то имеет место неравенство Гёльде-

ра [10, с. 91] 

\\f(z)g(mdz\^\fl^\gl-m. (3.3) 
Е Ф ЧГ 

В дальнейшем важную роль играет пространство Ьф0 (Е), порожденное 
функцией Ф0(д:)=л:1п+л:, где 1п+х=0 для *6[0, 1] и 1п+л:=1пл; для х> 
> 1 . Нетрудно найти, что Wd(y)—функция, дополнительная к Ф0(х), 
равна у для .#•&.[0, Г] и еу~1 для у>\. Иногда нам будет более удобно 
применять обозначение ЬФ* вместо ЬФ*(0, 1), а также ||-|1Ф вместо 

Л е м м а 3.1. Пусть I и g— неотрицательные невозрастающие функ­
ции, определенные на отрезке [0, 1]. Если g6L©'(0, 1) и для любого 
<*€ [0, 1 ] имеет место неравенство 

]l{t)dt^\g{t)dtf 
о о 

1 1 
то I б Ьф (0, 1) и ГФ(/ (Х)) dx<^ [d>(g (*)) dx. 

о о 
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Л е м м а 3.2. Пусть fGLo(0, 1) и 0 = T ) 0 < T ) I < •. • ' < П т - 1 < ' Л « = 1 — 
некоторое разбиение отрезка [О, 1]. Положим %i=[y\i_u r j j , i=l-±-m„ 
Тогда 

Лемма 3.1 является континуальным аналогом неравенства Караматы 
[11, с. 48]. Лемма 3.2 есть простое следствие неравенства Иенсена [13, 
с. 45]. 

Т е о р е м а ЗЛ. Если f£AC[0, l], wdW[0, \],J=f(w) и f €1ф0, tno* 

RAfxjff'U, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что для любого n€N существует 

до-дробь Q, deg Q^n, удовлетворяющая условию 

1 / ( * ) - 0 ( * ) | < - 1 / ' | | Ф о , х6[0,1]. (3.4) 

Нам достаточно ограничиться случаем ||/'||ф = 1 . Тогда из соотношений 
(3.2) и (3.3) получим 

Jlf ,W|dx^||f«o0«Xio,1ilWe<2. (3.5) 
о 

Для любого m£N, m ^ 2 , строим разбиение отрезка [0, 1]: §0 = 0, 

Для некоторого fxm6N мы получим, что %VLm+1 = \. Ясно, что \im > m. 
Из способа построения точек g< следует, что для любого /=l-f-jim спра* 
ведливо хотя бы одно из равенств 

b-k.1 = - L , (3.6) 

f l ? ' W I ^ = — • " (3-7> 
J w 

fe-i 
Таким образом, из соотношений (3.5) —(3.7) получим, что jxm^2m. На 
основании разбиения £г- строим разбиение т]г, где т]0=1о, iii = li»'--#Tlii/n-i— 
= £1^-» % т = Ь Т. е. точку 1^т

 м ы Убираем. Ясно, что 

% — % - i < — > * = l-r-iim* (3.8) 
m 

li Vi 
Г | /'(*) I d* < \\f (X)\dx < - i - > i » 1 Ч- Ит. (3.9> 

Положим Тг=[лг-1, Лг], 1=1ч-|Хт. Тогда из неравенства (см. [10, с. 95]> 

|Ф(|/(*)1/11ПФ)^<1> / б ^ к 

2 Везде в формулировках теорем п пробегает множество всех натуральных чисел;. 
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и леммы 3.2 получим 

SITn®o'(^J i |? /WJ^)<Jo0(l? /W|)^<i. (зло) 
Т/ О 

Через Л т обозначим множество i, \^i^\im, для которых имеет место 
соотношение (3.7). Предполагая, что Атф0, из (3.9) и (3.10) выводим 

2 1 п + — Ц < т . (3.11) 

Так как 6 = max | т / | ^ 2 / т , , |T t - |>l /m для i$Am и ц,т s^2m, то» 

учитывая (3.11), получим 

frn+2 l n ^ - ^ С з / п . (3.12) 

Очевидно, (3.12) имеет место и в случае, когда Л т = ! 0 . 
Из теоремы 2.1 и соотношения (3.12) следует существование такой 

яу-дроби Q, degQ^/г , для которой верно (3.4). Заменяя в (3.4) х на 
w^x), получаем утверждение теоремы 3.1. 

Таким образом, теорема 3.1 показывает, что функция / может быть 
как угодно плохой вблизи точки х=0 и вместе с тем обладать достаточ­
но высокой скоростью аппроксимации рациональными дробями. Это же 
явление имеет место одновременно для точек х=0 и х=\. Для доказа­
тельства этого следует взять функцию w, удовлетворяющую условиям: 
1) w непрерывна на [0, 1], строго возрастает, w(0)=0 и w(\) = l9 
2) существует точка §61(0, 1) такая, что w на [0, | ] выпукла вниз, а на 
отрезке [|, 1]—вверх. 

Следующая теорема показывает, что пространство Ьф0 нельзя заме­
нить никаким более широким пространством ЬФ* так, чтобы заключение 
теоремы 3.1 осталось в силе. 

Т е о р е м е 3.2. Если для любой f£A С[0, 1 ] такой, что / ' £ ^Ф* имеем 

то 
НтФ (х)/х In х > 0. 
лс-»оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого п6N положим гп = — ехр(•— пя2/2). 

Определим функцию fnG АС [0,1], равную 0 на 0,, гпL 1 на \-

+ znf 1 и линейную на (— — еп, \- гп\ . Из соотношения (3.2) находим 

и-^|Х[К.}ч.,и-^(^)-
Таким образом, согласно условию теоремы и результату А. А. Гонча­
ра [12] 

л \2гп) 2е 

С учетом неравенства Л¥-1(х)ф-1(х)^2ху #6(0, оо) (см. [10, с. 25]), из 
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(3.13) получим 
_ 2се ф-xf _ Ц ^ S 

-Ч1/2е„) е„« 
Следовательно, 

ф ( i££_ gw2 /2\ ^ grmVa. 

Теорема 3.2 доказана. 

§ 4. Аппроксимация абсолютно непрерывных функций 
с производной из класса £.ф 

Т е о р е м а 4.1. Если f£AC[0, 1],да6Щ0, l],f=f(w) и / ' £ Ь*Ф, то 

П 

где W — функция, дополнительная к Ф в смысле У. Юнга, и 

b„(Y)=|ln-U 
II * II * -п 

Lyp (e ,1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть |/ ' |*— перестановка в невозрастающем 
порядке функции | / ' | . Тогда (см. [10, с. 57]) для любого nGN сущест­
вует множество тпс=[0, 1] такое, что |т„| =е~ п и 

j | / ' ( x ) | d x = e j \}'{x)\*dx. (4Л) 
хп о 

Положим Fn (х) = / ' (х) [1 — Xt/l (х)] и 

gnix) = f(0) +§Fn(t)dtf *€[0, 1]. 
о 

Тогда из соотношений (3.2) и (3.3) 'получим 

II? - 84с10л1 < j IГ (*) - & WI = J i f (х) I d* < 

Итак, 

I I / - ^ ( ^ И с с о д ^ ^ Ф ^ И Ц / ' Ц ф - (4-2) 
Очевидно, g«G £<£>„"> поэтому из теоремы 3.1 находим 

Rnteniw^y^-fux,- (4-3) 
Сейчас нужно оценить llg/llsv Для этого обозначим через |£П ' (*)Г 

перестановку в невозрастающем порядке функции | g / ( * ) | и положим 

l(x) = l\f(t)\*dtr ln(x) = l\g'n(f)\*dt. 
о о 

Из определения функции gn следует, что ln'(x) = \f'(x+e-n)\*9 если #6 
€[0, 1— е~п] и 1п'(х)=0, если *€(1— е~п, 1]. Следовательно, 

И^Иф^Ш/'П^-.^И^И^е-д,-
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и з определения нормы в пространстве Орлича (3.1) получим 

lrW-.„ = w Г l'(x)\n+^—^-dx (4.4) 

Функция 1(х) выпукла вверх, не убывает и / ( 0 ) = 0 . Поэтому почти для 
всех *б(0, 1) имеет место неравенство l'(x)^.l(x)/x. Полагая в (4.4) 

^ = /(1) = |1П0М^|1 / ' | Ф Ф- 1 (1 ) , 
о 

шз неравенства Гёльдера (3.3) лолучаем 

^/(i) + injin-4l ^{©^(O + ^WJi/X-
I ' x hipie**,!) 

С учетом соотношений (4.2) и (4.3) имеем 

^ ^ { ^ O T + ̂  + ^ f r L -
Для завершения доказательства теоремы 4.1 достаточно заметить, что 
первые два слагаемых в последнем соотношении «поглощаются» 
третьим. 

Через En(g)0, gdLo*, обозначим наилучшее приближение g по норме 
Л • ||Ф полиномами степени не выше п. 

Т е о р е м а 4.2. Если /6ЛС[0, 1] и /'GL<D, то 

R^ifj^c-^-EnifX, 
п w 

где АЛ^О определено в теореме 4.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть рп — полином наилучшего приближе­

ния степени не выше п функции f в пространстве ЬФ*. Положим gn(x) = 
X 

=f(x)— Г pn(t)dt. Из теоремы 4.1 получим 
о 

Я.fe.) <c^P-\\g'X = с ^ Еп(Пф. 

Откуда и следует утверждение теоремы 4.2. 
С л е д с т в и е (см. [15], [21]). Если /6С[0, 1] выпукла, то Rn(f) = 

= о(1/п). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция и(х) выпукла вверх, строго 

возрастает и и(0)=0, и(1) = 1. Тогда w(x)=u~i(x) принадлежит клас­
су W[0, 1] и согласно теореме 3.1 Rn (и) ^ — || и' ||ф ^ — , u=u(w). Отсю-

п ° п 
да следует, что для любой выпуклой вверх, неубывающей функции gG 
>£С[0, 1] и такой, что g(0) = 0 , имеет место неравенство 

RnigX^gQ). (4.5) 
п 
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Пусть eG(0, 1), положим <pB(*) =min{g(x), g(e)} и ype(x)=g{x) — 
—cp8(*), x€[0, 1]. Из соотношения (4.5) и теоремы 4.2 получим 

Язп+1 (£) < /?я (Фв) + Rvi+i Ш ^^[g (г) + Еп Ц\)ФоЪ 

откуда и следует нужное соотношение. 
Т е о р е м а 4.3. Пусть /6ЛС[0, 1], шбЩО, 1], f=f(w) u?£U\ Если, 

кроме того, Ф(2х) = 0(Ф(х)) либо *ln*=0(<D(jt)) при *->оо, то 
Rn(f)=o(Xn(4)/n), 

где Xni^) определено в теореме 4.1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ф(2х)=0(Ф(х)) при лг-^с». В этом 

случае пространство ЬФ* является сепарабельным и (см. [10, с. 103]) 
существует последовательность полиномов {p&}£Li, degp f t^&, удов­
летворяющих условию 

\\!'~Р'ЛФ^ЧГ ч \ + о . 

Согласно следствию из теоремы 4.2 получаем последовательность нату­
ральных чисел {kn}4Z=u kn \ ос,, таких, что 

Rn(pk (w-i))^^9 б, 1 + 0 . 
п 

Таким образом, из теоремы 4.1 получим 
R- (f) < / ? , ( / - />*„ (да"1)) + Я„ (р*п (да-1)) < 

/г п \ п ) 

Бели же х1пх=0(Ф(л;)) , *-^°°, то из определения взаимной функ­
ции получим W (у)=0(есу) при у-+оо. Следовательно, Я п (Ч Г )=0(1) , и 
нужно доказать, что Rn(f)=o(\/n). Так как /' 6^Ф0> ТО достаточно об­
ратиться к первому случаю. Теорема 4.3 доказана. 

С л е д с т в и е . Пусть f£AC[0, 1], шбЩО, 1], f=f(a>) и 
| / ' | (1п+1У | )р , р > 0, суммируема. Тогда 

Rn(f) = o(\/n)r если р > 1 , 
Rn(f) = o(l/rfi), если р < 1 . 

§ 5. Аппроксимация непрерывных функций с заданными 
модулем непрерывности и модулем изменения 

Задача, указанная в заглавии этого параграфа, решена одновремен­
но и независимо <в [8] и [23]. Здесь же, используя теорему 3.1, мы по­
лучим несколько более общий результат. 

Для /€С[0, 1] через со (б, /) и x(n, f) обозначим модуль непрерыв­
ности и модуль изменения [16] соответственно. Т. е. 

<*(fi,f)=suv{\f(x)—f(y)\:x9ye[Ot 1], | * - 0 | < в } , в > О ; 

и (/*,/) = sup j ^ \f(x2k)-f(x2kr.x)\: 0<^x1^x2<^... < * * < l l . 

Считаем, что х(0, / ) = 0 и для любого у€[п—1, п], nGN, %(*/, f) = 
= (п—у)к(п—1, f) + (y+ 1—п)к(п, / ) . Таким образом, функции со (б, f) 
и %{yyf) определены на полуоси [0, оо). Через со (б, /) обозначим наи-
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меньшую выпуклую мажоранту функции ш(б, f). Тогда для любого у~^ 
^ 1 имеет место неравенство (см. [16]) 

*(y,fXw(±,fy (5.1) 
Функция к (у, /) также выпукла вверх и не убывает (см. [16]). 

Т е о р е м а 5.1. Если /€С[0, 1], w£W[0, 1] uf=f(w),ro 

^ ( / X ^ i n f f - ^ ^ + c o f - l e x p f - n / l l . 
у>о I у [п \ У1 1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть со (б, }) = со (б), со (б,.}) = со (б), xiy, /) = 
= ^ (у) и Q (/, [ос, |3]) — колебание функции / на отрезке [а, |3] cz [0, 1]. 
Для некоторого / п ^ 2 построим разбиение отрезка [0, 1], полагая 

Ti f+1=maxlri6[0, 1]: ц, < ч < Ч, + - ± - , Q(/, [r l,, rj] ^ ^ ^ - 1 . 
^ m /я J 

Пусть \imб N такое, что ^ ^ = 1. Через gGC[0 , l ] обозначим полиго­
нальную функцию, удовлетворяющую условиям g(%) = / {y\i)r i — 0-±-iimf 

M{l) = g (Tlnm+i) = /(TinJ» и н а каждом из участков [q*, т^+1] g линейна. 
Тогда 

Из способа построения точек т]* получим, что для любого f=0-f-|im—1 
выполняется хотя бы одно из равенств 

(5.3) 

(5.4) 
т 

Ясно, что различных значений i, при которых верно (5.3), не более т. 
С другой стороны, различных значений i, при которых верно (5.4), так­
же не более т. Действительно, если таких значений не меньше т+1, то 
к (т + 1) > m х (m). Так как %(0) = 0 , то к (у) выпукла вверх и не т 
убывает, поэтому и (т + 1) ̂ —^-—к (т). Отсюда получаем, что к (у) 

т 
линейна на отрезке [0, т+1]. Значит, Q(f, A ) ^ x ( m ) / m для любого от­
резка Д^[0 , 1] и г\{=1/т9 i=0-f-m. Таким образом, мы получили не бо­
лее т различных значений i, при которых верно (5.4), что противоречит 
предположению. Итак, т—1^.\хт^.2т. 

Введем со_1(/) =inf{z/>0: со (у) =t} —функцию, обратную к со(у). 
Из соотношения (5.4) получим 

mm (ц[+1 - %)>co —L-J-\ = е « ^ — • 
t=o-n^i \ ™> J m 

Через А (я) обозначим функцию, равную x(m)/mem, если л;£[0, [xmsm], и 
равную 0, если x€(jim8m, 1]. Пусть 1^(л:) |* — перестановка в невозраста-
ющем порядке функции |g ' (*) | - Очевидно, для любого xG[0, 1] имеет 
место неравенство 

Jfc(*)<fu'WI*tf. 
о о 
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Следовательно, из леммы 3.1 получим 

! Л Ф 0 = « 1 Л 1 Ф 0 < И Ф 0 = * И — l n - £ - ^ 2 x ( m ) l n . 
т тгт 

Из соотношения (5.2) и теоремы 3.1 находим 

Rn{f) <ЛЛИ. + ЛОЙ.1П-1_\ 

Рассмотрим функцию 

/728„ 

(5.5) 

/и L^ \ У 

не убывает на Функция к (у)/у не возрастает на (0, п], а со J — ехр ( ——] 

(О, л]. Следовательно, /„(у) не возрастает на (0, п]. Кроме того, из соот­

ношения (5.1) получим 1п ( + 0) = х (1), ln (n) = 2М- — со Ц - W 0. Обозна­

чим через тп наибольшее знач-ение mGN, при котором 1п(т)^0. Тогда 

1^ /п п ^ /1й имеют место неравенства 
к(тп) 

>со 

J_ * Ю х(/я„+1) 
2 ' mn "^ т л + 1 

е п — ехр 
/я» V /я« 

со 
1 ^ + 1 ехр 

' Юл+1/J 

(5.6) 

(5.7) 

Из (5.6) получим, что 
*(тл) ^ хКг) 1п-

тпгп 

Таким образом, из соотношения (5.5) имеем 

Rn(f) ,с{ [-со 
1 тд 

Следовательно, из (5.6) и (5.7) получим 

Rn(f) fhin 
1</<Л/2 { + со fexp -f)]}- (5.8) 

е 2е Так как для / G П, л/2] имеет место неравенство — ехр (— n/t)^. — ехр(— я/2/L, 
t п 

а также (см. [18]) со(6) ^2со(6), 6 ^ 0 , то из (5.8) следует утверждение 
теоремы 5.1. 

С л е д с т в и е . Если /€С[0, 1], w£W[0y 1], f=f(w) и f имеет конеч­
ное изменение, равное v, то 

Rn (/) < с i nf / i + со f 1 ехр f - i ) f / ]} . 

Аналогично, как и теорема 4.3, доказывается следующая 
Т е о р е м а 5.2. Если /6ЛС[0, 1], шб1^[0, 1] и f=f(w), то существует 

последовательность {e^^Li, еп = еп(Г, о>) |+ '0 , такая, что 

Rn(f)^cmf№ + со 
</>о I У 

J-expf-^),/ 
Отметим, что если w(x)=x, то еп можно положить (см. [14]) рав­

ным co(l/tt, f ' ) L , где со (б, П ь — интегральный модуль непрерывности /'. 
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Кроме того, для непрерывных функций с конечным изменением теоре­
ма 5.2 не имеет места. Соответствующий 'пример построен в [22] (разу-
меется, случай со (б, / ) = 0 ( б ) исключается). 

§ 6. Обобщение теоремы 3.1 

Пусть Er(f, [а, Ь]) —наилучшее равномерное приближение /6С[а, Ь] 
полиномами степени не выше г. Если r£Z+, а > 0 и неотрицательная на 
[О, 1] функция g6L(0, 1), то через Шг

а(ё) обозначим множество функций 
fGC[0, 1] таких, что для любого отрезка [а, & ] Е [ 0 , 1] имеет место не­
равенство 

Er{fAa,b])*d$g{t)dt\ . 

Т е о р е м а 6.1. Если f£®l?(g) и g£L*oif Ф±(х) =х(\п+х)3, то3 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можем считать,, 
1 

что 1!#1!Ф1=1. Положим gi(t) = max{g(t), 1} и х = ^g^fydt. Из неравенства 
о 

1 

Гёльдера (3.3) получим [ g(t)dt^.3y и, следовательно, 1 ̂ х ^ 4 . 
и 

Для pGN определим разбиение 0=T)0<Tii< ••• <Л2р+1=1 отрезка 
[О, 1] так, чтобы 

^ • + 1 

[ 8l{t)dt 
2^+1 

t = 0 -^ 2Р. 

Определим множество отрезков /Д i=0-r-2p"*—1, О^&^Ср, по индук­
ции: 

/? = [%,%«], i = 0 - - 2 p - l , 
/f+1 - l\i U /*u, i = 0 - T-k - 1, 0 <ft < p - 1. 

Положим 
6i=Ti<+1—rii, 1=0-4-2*, 6 = max{6t-: 0 < * ^ 2 P } , 

6*,* = min {6y: [г]/, т|/+1] с /*} . 

Пусть pr(xy j) —некоторый полином степени не выше г, удовлетворяю­

щий условию II/—pr(-, J)\lr.,o^([g(t)dt)\ . Если I°h и / / , С/?,- то, л<Д*(')лЛ • Если / 0л и 4ct 
как легко убедиться, имеет место соотношение 

I/? •fti Ч ' / \ а 

II Л, (•, /i, - М •, /.) Ц> < с (г) I - l i l \П g (t)dt \ . (6.1) 
'•* ' - ".* 

3 Через с (а, р, ...,)> Сг(а, |3, ...), / = 1 , 2, ..., обозначаем некоторые положительные 
величины, зависящие лишь от указанных параметров а, р, ..., 
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Так как 6==£х/(2*+1)<4/2* и |//"| ^2*+18г, то из (6.1) и определения 
разбиения ц{ получим 

1Ы-, л) - м - , /*)Ц)<~- ("ТТ")™ (6-2) 

Нулевым усреднением называем полиномы pr(x, i), j=0-f-2p—1. Анало­
гично, как и при доказательстве теоремы 2.1, с использованием рацио­
нальных функций Ф/~.£ и ф+^ (в лемме 1.3 необходимо положить 
Ш(Л:)=Л:) на основании &-го усреднения строим (&+1)-е усреднение. 
При этом, как следует из (6.2), достаточно определить 

kk = 1 + 2 (k + 1) In - ^ - + (a+r) In2 2^+46 
6*\* a u 

После р-го усреднения получим рациональную функцию Q такую, что 

С другой стороны, 

« ^ I c i o a l ^ ^ - - (6-3) 

Обозначим через 6Д i=0-=-2p, перестановку в неубывающем поря^ 
ке чисел 6*. Тогда 

degQ<c2(r , а; 2Р + с3 (г, а) 2 2 1п * < 

<с 2 (г , а) 2 р + с4(г, а) ^ ' ( j l n 3 - ^ + 1 ^ 4 ^ 

^ с5 (г, а) 2р + с6 (г, а) ^ Ь 3 -£-. (6.4) 

Аналогично, как и при доказательстве теоремы 3.1, получим 

2 ln*j-^c72p. (6.5) 
1 = 0 ' 

Итак, из соотношений (6.3) — (6.5) следует утверждение теоремы 6.1. 
З а м е ч а н и я , а) При г—0 теорема 6.1 останется в силе, если про­

странство Ь*ф1 заменить на Ьф0. Это объясняется тем, что сомножи­
тель (| Iih| /6*, ft)г в правой части (6.1) отсутствует и поэтому можно дей­
ствовать так же, как и при доказательстве теоремы 3.1. В общем случае 
вопрос о замене L$>x на Ьф0 остается открытым. 

б) Если при доказательстве теэремы 6.1 использовать ^-дроби ф? ,. то 
МЫ ПОЛУЧИМ фуНКЦИЮ Q, у д о в л е т в о р я ю щ у ю УСЛОВИЮ ||f — Q ||с[о,1[ ^ 

^c(a,r)nr*\ggi9 вида 
п 

Q(x) = '2iVt(x)pt(x), 
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где Pi — полиномы степени не выше г, a 4я *— неотрицательные ау-дроби 
п 

такие, что ^ ^ (*) = 1 и любая линейная комбинация Ч^ есть ш-дробь 

степени не выше п. 
в) Теорема 6.1 обобщает теорему 3.1 в том смысле, что если /б 

елс[о, I], то fms(\r\). 
Через Vr, f ^ l , обозначим множество функций /, определенных на 

отрезке [0, 1], имеющих (г—1)-ю абсолютно непрерывную производную 
f(r-i) таКуЮ} ч т о f(r) е с т ь функция ограниченной вариации. 

С л е д с т в и е (см. [20]). Если /6УГ, то 

Rn(f)^c(r)vn-r-\ п^г, 

где v — полное изменение /(г). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что достаточно считать функцию /(г) аб-

солютно непрерывной. Тогда ее вариация v = П /(г+1) (t) \ dt. Положим 
о 

У 

в(*)= sup -J—[\f^(t)\dt. 

По теореме Харди — Литтльвуда [13, с. 58] для любого е6:(0, 1) имеем 
66L1-8 и ||e||Ll^E ^c{&)v. С другой стороны, для любого отрезка [a, b]^z 
^ [ 0 , 1] справедливо соотношение 

Ь / Ъ \ г+1 

Ег (/, [а, Ь]) < (6 - a)r J | /(r+1) it) \ dt<^ с (г) К Т @ № dt . 

Применение теоремы 6.1 завершает доказательство. 
§ 7. Аппроксимация периодических функций 

Пусть дуга ч^Г={г: | г | = 1 } , тогда через En(f, у) обозначим наи­
лучшее равномерное приближение /бС(у) линейными комбинациями 
функций 2rn, z_(n_1), . . . , 1, z, . . . , zn. Аналогично, как и в непериодиче­
ском случае, определяются классы функций Л С (Г), 2ftr

a(g, Г), а также 
Rn(f, Г) —наилучшее равномерное приближение /6 С (Г) рациональными 
дробями степени не выше п. 

Лемма 1.2 позволяет также получить аппроксимационные теоремы 
для классов ЛС(Г) и V£flr

a(g, Г). Следует заметить, что в этом случае 
доказательство аналога теоремы 2.1 выглядит несколько проще. Это 
объяснятся тем, что нет необходимости во введении фиктивных точек де­
ления (см. доказательство теоремы 2.1). 

Т е о р е м а 7.1. Если /6ЛС(Г) и / ' 6 L i (Г), то 

ял(/,г)<с^1-чл. , 
п ьф{Т) 

где КпС^) определено в теореме 4.1. 

Т е о р е м а 7.2. Если fd^(gfT) и gdLol(T)t Ф±(х) = х(1п+ х)3
9 то 

9 Математический сборник, т. 117(159), № 1 129 



Следующая теорема доказана в [4], а также легко может быть по­
лучена из результатов Е. А. Севастьянова [19]. Она показывает, что при 
ф = ф0 теорема 7.1 допускает частичное обращение. 

ОО 

Т е о р е м а 7.3. Если /6С(Г) и У} Rn(f, Г ) < оо, то /6ЛС(Г) 

(Е. П. Долженко). Пусть дополнительно f действительна на Г и 
й1(еи)1(И, 0 ^ / ^ 2 я , ограничена снизу (или сверху). Тогда /'£/,Фо(Г). 

Т е о р е м а 7.2 также допускает частичное обращение. А (именно, 
имеет место 

Т е о р е м а 7.4. Пусть f€C(T) и для некоторого r£Z+ сходится ряд 
оо 

2 j/~Rn(f, Г). Тогда существует неотрицательная функция g£L(T) 

такая, что /63Й/+1 (g", Г). 
Очевидно, при г = 0 теорема 7.4 следует из результата Е. П. Дол­

женко [1]. В общем случае эта теорема будет доказана в другой нашей 
работе. 
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