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Аннотация

В критическом случае αp = n функции из пространств Харди–
Соболева Hp

α(Bn) почти всюду на границе имеют предел вдоль
некоторых областей экспоненциального контакта с границей. В
работе доказано, что максимальный оператор, соответствующий
этим областям, ограничен как оператор из Hp

α(Bn) в Lp(∂Bn).
Библиография: 10 названий.

1 Введение.
Целью настоящей работы является доказательство неравенства

‖Eaf‖p ≤ c‖f‖Hp
α(Bn),

n

α
= p > 1, (1)

для функций из классов Харди–Соболева. Здесь

Eaf(ζ) = sup
{
|f(rη)| : |1− 〈ζ, η〉| < a

(
ln

e

1− r

)−(p−1)/n}
. (2)

Приведем сначала необходимые определения и изложим историю
вопроса.

Пусть Bn – единичный шар в Cn, n ≥ 1. Класс Харди Hp(Bn),
p > 0, состоит из голоморфных в Bn функций f , для которых
конечна величина

‖f‖Hp(Bn) = sup
0≤r<1

‖fr‖p.
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Здесь fr(z) = f(rz),

‖g‖p =
(∫

S
|g(ζ)|p dσ(ζ)

)1/p

,

σ – поверхностная мера на границе шара S = ∂Bn, нормированная
условием σ(S) = 1.

В терминах однородных разложений голоморфных функций
[1], с. 27

f(z) =
∞∑

m=0

fm(z), fm(λz) = λmfm(z),

определим операторы дробного интегрирования

Rαf(z) =
∞∑

m=0

(m + 1)−αfm(z) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(
ln

1
s

)α−1

f(sz) ds

(см., например, [2], [3]) и классы Харди–Соболева

Hp
α(Bn) = Rα

(
Hp(Bn)

)
с естественной нормировкой: если f ∈ Hp

α(Bn) и f = Rαg, то

‖f‖Hp
α(Bn) = ‖g‖Hp(Bn).

На сфере S имеется естественная квазиметрика [1], с. 72

d(ζ, η) = |1− 〈ζ, η〉|, (3)

где

〈z, w〉 =
n∑

j=1

zjwj

для z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn. С помощью квазимет-
рики d вводим области подхода к границе (допустимые области
Кораньи)

Da(ζ) = {rη : d(ζ, η) < a(1− r), 0 ≤ r < 1, η ∈ S},

где a > 0, ζ ∈ S. С этими областями естественным образом свя-
зывается понятие Da-предела (см., например, [1], с. 79). Каждая
функция f ∈ Hp(Bn), p > 0, почти всюду на S имеет Da-предел
при каждом a > 0 (см., например, [1], с. 94). Кроме этого,

‖Naf‖p ≤ c‖f‖Hp(Bn),

2



где
Naf(ζ) = sup{|f(z)| : z ∈ Da(ζ)}

и c > 0 не зависит от f . Здесь и всюду дальше через c мы обозна-
чаем различные положительные постоянные (различные в разных
случаях), зависящие, возможно, от некоторых параметров.

Рассмотрим граничное поведение функций из классов Харди–
Соболева Hp

α(Bn). Пусть 0 < ε ≤ 1, a > 0 и

D∗ε(ζ) = {rη : d(ζ, η) < a(1− r)ε}, ζ ∈ S,

N∗
ε f(ζ) = sup{|f(z)| : z ∈ D∗ε(ζ)}

(зависимость от a здесь не имеет большого значения, и мы не от-
ражаем ее в обозначениях).

Теорема 1 Пусть 0 < p < n/α. Тогда каждая функция f ∈
Hp

α(Bn) почти всюду на S имеет D∗ε-предел, где ε = 1− (αp)/n, и

‖N∗
ε f‖p ≤ c‖f‖Hp

α(Bn), (4)

где c не зависит от f .

В случае n = 1 и p > 1 это утверждение доказали А. Нагель,
У. Рудин и Дж. Шапиро [4]. В работе автора [5] было получено
неравенство слабого типа

σ{N∗
ε f > λ} ≤ c

(
1
λ
‖f‖Hp

α(Bn)

)p

, λ > 0,

(c не зависит от f и λ), из которого следует часть теоремы 1, отно-
сящаяся к сходимости почти всюду. Неравенство 4 было доказано
в другой работе автора [3], а также в [6].

Если p > n/α, то, как нетрудно убедиться, функции из Hp
α(Bn)

непрерывно продолжаются на S.
Переходим к рассмотрению критического случая αp = n. Если

n/α = p ≤ 1, то
Hp

α(Bn) ↪→ A(Bn)

(A(Bn) – алгебра голоморфных в Bn функций, непрерывно про-
должимых на S). Это вложение при p = 1 получено в [7], а при
0 < p ≤ 1 – в [5], [8].
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Если n/α = p > 1, то каждая функция f ∈ Hp
α(Bn) почти всюду

на S имеет предел вдоль областей

Ωa(ζ) =
{

rη : d(ζ, η) < a

(
ln

e

1− r

)−(p−1)/n}
, ζ ∈ S.

В одномерном случае это доказано в [4], а для любого n – в работе
автора [5]. Кроме того, для n = 1 в [4] было доказано неравенство 1,
а в [5] – неравенство слабого типа

σ{Eaf > λ} ≤ c

(
1
λ
‖f‖Hp

α(Bn)

)p

, λ > 0, (5)

при любом n ≥ 1 (c не зависит от f и λ). Оставался открытым
вопрос: имеет ли место неравенство 1 при всех n ≥ 1? Положи-
тельный ответ на этот вопрос был дан в работе [8]. Именно, спра-
ведлива

Теорема 2 Пусть n/α = p > 1. Тогда каждая функция f ∈
Hp

α(Bn) почти всюду на S имеет Ωa-предел. Более того, справед-
ливо неравенство 1, где c не зависит от f .

Неравенство 1, а также его обобщение на некоторые более ши-
рокие классы функций, будет доказано в п. 3. В п. 3 будет показано
также, что области Ωa(ζ) в теореме 2 выбраны оптимальным обра-
зом – их нельзя существенно расширить. Доказательство неравен-
ства 1 будет опираться на серию вспомогательных утверждений,
которые изложены в п. 2. Наши рассуждения следуют схеме рабо-
ты [4] и основаны на неравенстве 5 (точнее, на некотором поточеч-
ном неравенстве для максимального оператора Eaf , из которого
следует 5), а также на новой экстремальной конструкции продол-
жения функций с границы шара S на его внутренность.

2 Вспомогательные утверждения.
Всюду в этом пункте δr = 1− r, где r ∈ [0, 1).

Неизотропная квазиметрика 3 на сфере S порождает семейство
шаров

B(ζ, t) = {η ∈ S : d(ζ, η) < t}, ζ ∈ S, t > 0.
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С помощью этих шаров вводится максимальная функция Харди–
Литтлвуда (см., например, [1], с. 76)

Mh(ζ) = sup
1

σ(B)

∫
B
|h| dσ, (6)

где точная верхняя грань берется по всем шарам B = B(η, t), со-
держащим точку ζ. Эта максимальная функция обладает обычны-
ми свойствами

σ{Mh > λ} ≤ c

λ
‖h‖1, λ > 0, (7)

‖Mh‖p ≤ c‖h‖p, p > 1, (8)

с постоянными c, на зависящими от h и λ (см. [1], с. 76).
Введем, далее, продолжение функций со сферы S в шар Bn,

играющее важную роль в дальнейшем. Для функции h Bn → C и
a > 0 положим

Πah(rζ) = inf{|h(η)| : d(ζ, η) < a(1− r)}. (9)

Необходимые нам свойства продолжения Πa перечислены в сле-
дующем утверждении.

Лемма 1 Пусть h S → C, a > 0. Тогда
1) Πah(rζ) не убывает вместе с r ∈ [0, 1) при любом ζ ∈ S;
2) при всех ζ ∈ S и b ∈ [0, a]

NbΠah(ζ) = min
{
|h(ζ)|, lim

η→ζ
|h(η)|

}
,

где N0g(ζ) = sup0≤r<1 |g(rζ)|;
3) если λ > 0, то

{z ∈ Bn : Πah(z) ≥ λ} = Ta({|h| ≥ λ}),

где
Ta(G) = Bn \

⋃
η/∈G

Da(η).

Доказательство. Свойство 1) непосредственно следует из опре-
деления 9. Отсюда

N0Πah(ζ) = sup
0≤r<1

Πah(rζ)
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lim
t→+0

min
{
|h(ζ)|, inf{|h(η)| : 0 < d(ζ, η) < t}

}
= min

{
|h(ζ)|, lim

η→ζ
|h(η)|

}
. (10)

Далее, пусть ζ ∈ S, а r ∈ [0, 1) и η ∈ S таковы, что rη ∈ Da(ζ).
Тогда при достаточно малом ε > 0 шар B(ζ, ε) целиком содержится
в шаре B(η, aδr). Следовательно,

Πah(rη) ≤ inf{|h(ξ)| : ξ ∈ B(ζ, ε)}

= min
{
|h(ζ)|, inf{|h(ξ)| : 0 < d(ξ, ζ) < ε}

}
≤ min

{
|h(ζ)|, lim

ξ→ζ
|h(ξ)|

}
. (11)

Переходя в 11 к точной верхней грани по всем rη ∈ Da(ζ), получим

NaΠah(ζ) ≤ min
{
|h(ζ)|, lim

η→ζ
|h(η)|

}
.

Отсюда, из 10 и из очевидного неравенства N0Πah(ζ) ≤ NaΠah(ζ)
получаем утверждение 2) леммы.

Для доказательства 3) положим G = {|h| ≥ λ} и возьмем точку
rζ ∈ Ta(G), где r ∈ [0, 1), ζ ∈ S. Тогда если η ∈ B(ζ, aδr), то
rζ ∈ Da(η). По определению Ta(G) из rζ ∈ Da(η) и rζ ∈ Ta(G)
следует η ∈ G. Таким образом, B(ζ, aδr) ⊂ G и |h(η)| ≥ λ при
всех η ∈ B(ζ, aδr). Следовательно, Πah(rζ) ≥ λ. Обратно, если
z /∈ Ta(G), то z ∈

⋃
η/∈G Da(η) и для некоторого η /∈ G выполнено

z ∈ Da(η). Поэтому Πah(z) ≤ h(η) < λ. Утверждение 3) доказано.
Замечание. Из утверждения 3) леммы 1, в частности, следует,

что продолжение Πah измеримо в Bn.
Далее, из утверждения 2) леммы 1 вытекает, что если h – неот-

рицательная полунепрерывная снизу функция на S, то

NaΠah(ζ) ≡ h(ζ), ζ ∈ S.

Поэтому функция h S → R представима в виде h = Nag тогда и
только тогда, когда h неотрицательна и полунепрерывна снизу.

Полезность рассмотрения продолжения Πa можно продемон-
стрировать следующим образом. Если gBn → C, то для всех ζ ∈ S
и z ∈ Bn

NaΠaNag(ζ) ≡ Nag(ζ), |g(z)| ≤ ΠaNag(z). (12)
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Равенство в 12 следует из замечания (очевидно, что Nag полуне-
прерывна снизу). Для доказательства неравенства запишем

|g(rζ)| ≤ Nag(η) при η ∈ B(ζ, aδr)

и перейдем здесь к точной нижней грани по всем таким η.
Полученные соотношения 12 означают, что ΠaNag является наи-

большей в каждой точке z ∈ Bn среди всех функций g с заданной
мажорантой Nag.

Следуя [2], введем неизотропные потенциалы

Kαh(ζ) =
∫

S

h(η)
|1− 〈ζ, η〉|n−α

dσ(η), 0 < α < n,

Kα – емкость множества G ⊂ S,

Cp
α,n(G) = sup ‖h‖p

p,

где точная верхняя грань берется по всем неотрицательным изме-
римым функциям h на S, для которых Kαh(ζ) ≥ 1 при всех ζ ∈ G.

Лемма 2 ([2], с. 432) Если p > 1, то∫ ∞

0
λp−1Cp

α,n{Kαh > λ} dλ ≤ c‖h‖p
p,

где c не зависит от h.

Кроме того, нам понадобятся неравенства, связывающие Kα и
оператор

Iαg(z) =
∫ 1

0
(1− s)α−1g(sz) ds.

“Граничную функцию” для Iαg будем обозначать

I0
αg(ζ) =

∫ 1

0
(1− s)α−1g(sζ) ds (13)

(если, например, интеграл сходится для почти всех ζ ∈ S).

Лемма 3 Выполнены неравенства

Kαh(ζ) ≤ cI0
αΠaMh(ζ), (14)

NaIαg(ζ) ≤ cKαN4ag(ζ), (15)

где постоянные c не зависят от h и g.
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Доказательство. Неравенство 14 получается из следующих
двух цепочек неравенств, в которых используются определения 6
и 9, а также утверждение 1) леммы 1.

С одной стороны,

Kαh(ζ) ≤
∞∑

j=0

∫
a2−j<d(ζ,η)≤a21−j

|h(η)|
(
d(ζ, η)

)α−n
dσ(η)

≤ c

∞∑
j=0

2−j(α−n)

∫
B(ζ,a21−j)

|h| dσ

≤ c
∞∑

j=0

2−αj inf{Mh(η) : d(ζ, η) < a21−j}

≤ c

(
ΠaMh(0) +

∞∑
j=1

2−αjΠaMh
(
(1− 2−j)ζ

))

≤ c

∞∑
j=1

2−αjΠaMh
(
(1− 2−j)ζ

)
,

если a < 1, то надо еще учесть оценку∫
2a<d(ζ,η)≤2

|h(η)|
(
d(ζ, η)

)α−n
dσ(η) ≤ cΠaMh(0).

С другой стороны,∫ 1

0
(1− s)α−1ΠaMh(sζ) ds =

∞∑
j=0

∫ 1−2−j−1

1−2−j

≥ c
∞∑

j=0

2j(1−α)2jΠaMh
(
(1− 2−j)ζ

)
.

Докажем теперь неравенство 15. Пусть ζ ∈ S и rη ∈ Da(ζ), где
r ∈ [0, 1), η ∈ S. Пусть еще 0 < s < 1. Тогда если ξ ∈ B(ζ, aδs), то

d(ξ, η) ≤ 2
(
d(ξ, ζ) + d(ζ, η)

)
≤ 4a(1− sr).

Следовательно, B(ζ, aδs) ⊂ B(η, 4aδrs). Отсюда и из утвержде-
ния 2) леммы 1 следует

|g(srη)| ≤ inf{N4ag(ξ) : ξ ∈ B(η, 4aδsr)}
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≤ inf{N4ag(ξ) : ξ ∈ B(ζ, aδs)} = ΠaN4ag(sζ).

Таким образом, мы показали, что при rη ∈ Da(ζ)

Iαg(rη) ≤
∫ 1

0
(1− s)α−1|g(srη)| ds ≤

∫ 1

0
(1− s)α−1ΠaN4ag(sζ) ds.

Переходя здесь к точной верхней грани по rη ∈ Da(ζ), получаем

NaIαg(ζ) ≤
∫ 1

0
(1− s)α−1ΠaN4ag(sζ) ds. (16)

Для оценки правой части неравенства 16 возьмем a1 ∈ (0, a)
настолько малым, чтобы

σ
(
B(ζ, a12−j−1)

)
− σ

(
B(ζ, a12−j−2)

)
≥ c2−jn

(см. [1], с. 74). Тогда, если обозначить g1(z) = ΠaN4ag(z), то∫ 1

0
(1− s)α−1g1(sζ) ds =

∞∑
j=0

∫ 1−2−j−1

1−2−j

(1− s)α−1g1(sζ) ds

≤ c
∞∑

j=0

2−αj inf{Na1g1(η) : η ∈ B(ζ, a12−j−1)}

≤ c
∞∑

j=0

2j(n−α)

∫
a12−j−2<d(ζ,η)≤a12−j−1

Na1g1 dσ

≤ c

∫
S

Na1g1 dσ(η)
|1− 〈ζ, η〉|n−α

. (17)

Кроме того, в силу утверждения 2) леммы 1

Na1g1(η) = N4ag(η),

поэтому из неравенств 17 и 16 получаем 15.
Следующая лемма является ключевой – именно в ней учиты-

вается специфика областей{
rη ∈ Bn : α(ζ, η) < a

(
ln

e

1− r

)−(p−1)/n}
,

участвующих в определении максимального оператора Ea из 2.
Пусть r0 ≤ r < 1 и

ρ = 1−
(

ln
e

1− r

)−(p−1)/n

, (18)
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где r0 выбрано так, чтобы ρ < r при r0 ≤ r < 1. Обозначение (18)
используется в следующих двух леммах.

Лемма 4 Пусть p > 1, α = n/p и g – неотрицательная функ-
ция на Bn, измеримая на любом радиусе в Bn, причем Nag ∈
Lp(S). Тогда для любых ζ ∈ S, r0 ≤ r < 1 и η ∈ B(ζ, 1− ρ)∫ r

ρ
(1− s)α−1g(sη) ds ≤ cM1/p(Np

ag)(ζ), (19)

где c не зависит от r, η, ζ и g.

Это утверждение доказано в [5] (в [5] g была модулем голо-
морфной функции, но доказательство без изменений проходит и
при сделанных предположениях). С помощью неравенства 19 в [5]
доказывалось 5.

Пусть функция h ∈ L1(S), тогда ее продолжение Πah измеримо
на Bn в силу утверждения 3) леммы 1. Поэтому в силу теоремы
Фубини для почти всех η ∈ S интеграл I0

αΠah(η) (см. 13) сходится.
Это замечание делает корректным следующее определение:

Jαh = ΠaI
0
αΠah. (20)

Лемма 5 Пусть 1 < p = n/α, a ≥ 4 и h ∈ Lp(S). Тогда

σ{E1Jαh > λ} ≤ c

(
1
λ
‖h‖p

)p

, λ > 0, (21)

где c не зависит от λ и h.

Доказательство. Прежде всего отметим, что неравенство (21)
достаточно доказать для λ > c1‖h‖p, где c1 – некоторая постоян-
ная, которая будет выбрана ниже (независимо от λ и h). Далее,
точную верхнюю границу в определении Ea (см. 2) достаточно
брать по r ∈ [r0, 1) и d(ζ, η) < (1−ρ)a. В самом деле, если 0 ≤ r ≤ r0

и ζ ∈ S, то (см. утверждение 2) в лемме 1)

Jαh(rζ) ≤
(

1
σ(B(ζ, aδr))

∫
B(ζ,aδr)

(NaJαh)p dσ

)1/p

≤ c‖I0
αΠah‖p ≤ c‖NaΠah‖p ≤ c‖h‖p.
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Оценим теперь Jαh. Пусть r ∈ [0, 1), ζ ∈ S. Покажем, что

Πah(ρη) ≤ Πa/4h(ρζ), η ∈ B(ζ, aδr). (22)

В самом деле, если ξ ∈ B(ζ, aδρ), то (так как ρ < r)

d(ξ, η) ≤ 2
(
d(ξ, ζ) + d(ζ, η)

)
≤ 4a(1− ρ)

и ξ ∈ B(η, 4aδρ). Отсюда следует 22. Аналогично доказывается,
что

Πah(sη) ≤ Πa/4h(sζ), η ∈ B(ζ, aδr), ρ < s < r. (23)

С помощью неравенств 22 и 23 получаем

Jαh(rζ) ≤ inf
η∈B(ζ,aδr)

{(∫ ρ

0
+

∫ r

ρ
+

∫ 1

r

)
(1− s)α−1Πah(sη) ds

}

≤ inf
η∈B(ζ,aδr)

{
Πa/4h(ρζ)+

∫ r

ρ
(1−s)α−1Πa/4h(sζ) ds+(1−r)αΠah(η)

}
≤ Πa/4h(ρζ) +

∫ r

ρ
(1− s)α−1Πa/4h(sζ) ds + (1− r)αΠah(rζ).

Далее, так как Πah(rζ) ≤ h(η) при η ∈ B(ζ, aδr) (см. утвержде-
ние 2) в лемме 1), то

Πah(rζ) ≤
(

1
σ(B(ζ, aδr))

∫
B(ζ,aδr)

|h|p dσ

)1/p

≤ c(1− r)−n/p‖h‖p.

Таким образом, мы приходим к оценке

ΠaJαh(rζ) ≤ c

(
‖h‖p + Πa/4h(ρζ) +

∫ r

ρ
(1− s)α−1Πa/4h(sζ) ds

)
.

Если теперь зафиксировать ζ ∈ S и взять точку rη ∈ Bn так,
что r0 ≤ r < 1 и d(ζ, η) < (1 − ρ)a, то ρη ∈ D1(ζ) ⊂ Da/4(ζ) (так
как a ≥ 4 согласно утверждению 2) леммы 1). Отсюда, а также из
леммы 4, выводим

sup
η∈B(ζ,δρ), r0≤r<1

ΠaJαh(rη) ≤ c
(
‖h‖p + M1/p(hp)(ζ)

)
. (24)

Теперь неравенство слабого типа 7 и сказанное в начале доказа-
тельства леммы (с постоянной c1 = 2c, где c взята из 24) дают нам
утверждение леммы.
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3 Оценки для максимального опера-
тора Ea.
В этом пункте мы покажем, что основное неравенство 1 справедли-
во для более широкого класса функций, чем Hp

α(Bn), p = n/α > 1.
Пусть Hp(Bn) – класс комплекснозначных функций f ∈ C(Bn),

для которых конечна величина

‖f‖Hp(Bn) = ‖Naf‖p.

Отметим, что выбор числа a в этом определении не играет суще-
ственной роли. Именно, если 0 < a < b, то

‖Nbf‖p ≤ c

(
b

a

)n/p

‖Naf‖p, (25)

где постоянная c не зависит от a, b и f .
Для доказательства этого обозначим Ea(λ) = {Naf > λ}. Если

ζ ∈ Eb(λ), то найдется точка rη ∈ Db(ζ), для которой |f(rη)| > λ.
Поэтому Nbf(ξ) > λ при всех ξ ∈ B(η, aδr) ≡ Bζ . Из покрытия
{Bζ : ζ ∈ Eb(λ)} можно выделить не более чем счетное семейство
шаров {Bζj

} со свойствами

Bζk
∩Bζj

= ∅, σ
(
Eb(λ)

)
≤ c

∑
j

σ(Bζj
)

(см. [1], с. 75). Если B∗j = B
(
ηj , a(1− rj)

)
, то B∗j ⊂ Ea(λ) и

σ
(
Eb(λ)

)
≤ c

∑
j

σ(Bζj
)

σ(B∗j )
σ(B∗j ) ≤ c

(
b

a

)n

σ
(
Ea(λ)

)
.

Отсюда и из равенства

‖h‖p
p = p

∫ ∞

0
λp−1σ{|h| > λ} dλ

вытекает 25.
Положим

Hp
α(Bn) = Rα

(
Hp(Bn)

)
с естественной нормировкой. Тогда, очевидно (см. п. 1),

Hp(Bn) ↪→ Hp(Bn), Hp
α(Bn) ↪→ Hp

α(Bn).

12



В работе [3] доказано, что при 0 < p < n/α

‖N∗
ε f‖p ≤ c‖f‖Hp

α(Bn), ε = 1− αp

n

(c не зависит от f). Это является обобщением неравенства 4 из
теоремы 1. Подобное обобщение допускает и 1.

Теорема 3 Если p = n/α > 1, то

‖Eaf‖p ≤ c‖f‖Hp
α(Bn), f ∈ Hp

α(Bn), (26)

где постоянная c не зависит от f .

Доказательство. Прежде всего отметим, что рассуждение,
проведенное при доказательстве неравенства 25, показывает спра-
ведливость оценки

‖Ebf‖p ≤ c‖Eaf‖p, 0 < a < b

(c не зависит от f). Поэтому можно считать, что в определении 2
a = 1.

Пусть W ⊂ Bn. Введем обозначение

V (W ) = {ζ ∈ S : Ω1(ζ) ∩W 6= ∅}

и докажем неравенство

σ
(
V

(
T1(G)

))
≤ cCp

α,n(G), G ⊂ S. (27)

Пусть функция h на S измерима, неотрицательна и Kαh(ζ) ≥
1 на G. Тогда по лемме 1 Π1Kαh(z) ≥ 1 при всех z ∈ T1(G).
Отсюда следует, что если ζ ∈ V

(
T1(G)

)
, то Ω1(ζ) пересекает T1(G)

и E1Π1Kαh(ζ) ≥ 1. Следовательно,

V
(
T1(G)

)
⊂ {E1Π1Kαh ≥ 1}.

По лемме 3 (см. 14 и 20)

Π1Kαh(z) ≤ Π1I
0
αΠ1Mh(z) = JαMh(z).

Поэтому, используя лемму 5 и неравенство 8 для максимальной
функции M , получаем

σ
(
V

(
T1(G)

))
≤ σ{E1Π1Kαh ≥ 1}

13



≤ σ

{
E1JαMh ≥ 1

c

}
≤ c‖Mh‖p

p ≤ c‖h‖p
p.

Переходя к точной верхней грани по всем функциям h с указан-
ными выше свойствами, получим 27.

Теперь докажем неравенство 26. Пусть функция f ∈ Hp
α(Bn) и

f = Rαg, где g ∈ Hp(Bn). Тогда |g(z)| ≤ Π1N1g(z) в силу неравен-
ства в 12 и

|f(z)| =
∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ 1

0

(
ln

1
s

)α−1

g(sz) ds

∣∣∣∣
≤ c

(
Π1N1g

(
z

2

)
+

∫ 1

1/2
(1− s)α−1Π1N1g(sz) ds

)
≤ cIαΠ1N1g(z).

(28)
Далее, если λ > 0, то

{E1f > λ} ⊂ V
(
T1({N1f > λ})

)
. (29)

В самом деле, если E1f(ζ) > λ, то найдется точка z ∈ Ω1(ζ), в
которой |f(z)| > λ. Но последнее неравенство выполняется толь-
ко в точках из T1({N1f > λ}), поэтому Ω1(ζ) и T1({N1f > λ})
пересекаются. Таким образом, вложение 29 доказано.

Переходя в 29 к мерам и используя неравенство 27, получим

σ{E1f > λ} ≤ σ
(
V

(
T1({N1f > λ})

))
≤ cCp

α,n({N1f > λ}).

Отсюда выводим

‖E1f‖p
p ≤ c

∫ ∞

0
λp−1Cp

α,n({N1f > λ}) dλ

≤ c

∫ ∞

0
λp−1Cp

α,n

({
N1IαΠ1N1g >

λ

c

})
dλ

≤ c

∫ ∞

0
λp−1Cp

α,n

({
KαN4Π1N1g >

λ

c

})
dλ

≤ c‖N4Π1N1g‖p
p ≤ c‖N1g‖p

p = c‖g‖p
Hp(Bn).

Здесь последовательно использовались 28, 15 из леммы 3, лемма 2,
25, утверждение 2) леммы 1. Теорема доказана.

П. М. Волняков [9] доказал, что каждая функция f ∈ Hp
n/p(B

n)
почти всюду на S имеет предел вдоль областей Ωa. Этот результат
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не является следствием неравенства 1 (см. теорему 2) или соответ-
ствующего неравенства слабого типа, так как в классе Hp(Bn) нет
плотного подмножества функций, непрерывно продолжимых на S.
Метод [9] основан на уточнении рассуждений из работы [10], где
подобный результат доказан для случая αp < n.

В заключение покажем, что все области подхода к границе,
участвующие в формулировке теорем 1 и 2, выбраны оптималь-
ным образом и не могут быть существенно расширены.

Теорема 4 Пусть Φ – положительная функция на (0, 1],

lim
t→+0

Φ(t) = +∞

и
N∗

ε,Φf(ζ) = sup{|f(rη)| : d(ζ, η) < Φ(1− r)(1− r)ε}.

Тогда если 0 < p < n/α, ε = 1 − (αp)/n, то максимальный опера-
тор N∗

ε,Φ не действует из Hp
α(Bn) в пространство

Lp
weak =

{
g : sup

λ>0
λpσ{|g| > λ} < ∞

}
.

Доказательство. Зафиксируем β > n/p, ζ0 ∈ S, ρ ∈ (0, 1) и
рассмотрим функцию

g(z) = (1− 〈ρz, ζ0〉)−β .

Легко видеть, что Rαg(ρζ0) ≥ c(1 − ρ)α−β . Кроме того, ‖g‖Hp �
(1−ρ)n/p−β [1], с. 26. Из оценки снизу для Rαg(ρζ0) и определения
N∗

ε,Φ вытекает, что

N∗
ε,Φ(Rαg)(ζ) ≥ c(1− ρ)α−β, ζ ∈ B

(
ζ0,Φ(1− ρ)(1− ρ)ε

)
.

Следовательно,

σ{N∗
ε,Φ(Rαg) > c(1− ρ)α−β} ≥ cΦn(1− ρ)(1− ρ)εn

≥ cΦn(1− ρ)
(
‖g‖Hp(1− ρ)β−α

)p
,

и так как Φ(1 − ρ) за счет выбора ρ может быть сделано сколь
угодно большим, наше утверждение доказано.
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Теорема 5 Пусть функция Φ такая же, как в теореме 3, и

EΦf(ζ) = sup
{
|f(rη)| : d(ζ, η) < Φ(1− r)

(
ln

e

1− r

)−(p−1)/n}
.

Тогда максимальный оператор EΦ не действует из Hp
α(Bn) в Lp

weak,
p = n/α > 1.

Доказательство проводится точно так же, как и предыдущее,
только надо взять β = n/p.
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