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ПРАДМОВА

Дадзены вучэбна-метадычны дапаможнік напісаны на аснове досведу правядзення 
п рак) ычных заняткаў па метадах матэматвічнай ф ізікі на факультэце радвіёф ізікі і 
кампутарных тэхналогій Беларускага дзярж аўнага ўніверсітэта і адпавядае вучэбнай 
праграме д в і с ц в і п л і н в і  “М етадві матэматвічнай ф ізікі”.

Першая частка вучэбна-метадычнага дапаможніка размеш чаная на сайце “Электронная 
бібліятэка БДУ” у 2013 г. [1].

У другой частцві разглядаюцца наступныя тэмві: “Раўнанні парабалічнага тыпу”, 
“Ужыванне цвіліндрвічнвіх функцый для развязання змяш анвіх задач” і “Раўнанні 
эліптвічнага тыпу”. У кожнай з іх дадзенвія кароткія тэарэтвічнвія звесткі, првікладві 
развязання твіпаввіх задач, а таксама задачві дл я  самастойнага развязання. У час 
падрвіхтоўкі дапаможніка аўтарві абапіраліся на літаратуру, прыведзеную ў  бібліяграфічнвім 
спісе.

Вучэбна-метадычны дапаможнік првізначанві для студэнтаў установаў ввішэйшай 
адукацыі, як ія  навучаюцца па спецвіялвнасцях 1-31 04 02 “Радвіёф ізіка”, 1-31 04 03 
“Ф ізічная электроніка”, 1-31 04 04 “Аэракасмічнвія радвіёэлектроннвія і інфармацвійнвія 
с і с т э м б і  і тэхналогіі”, 1-31 03 07 “Д астасавалвная інфарматвіка (па кірунках)”, кірунак 
спецБіялвнасці 1-31 03 07-02 “Д астасавалвная інф арматвіка (інфармацвійнвія тэхналогіі 
тэлекамунікацыйных сістэм)”, 1-98 01 01 “К ампутарная бяспека (па кірунках)”, кірунак 
спецвіялвнасці 1-98 01 01-02 “К ампутарная бяспека (радвіёфізічнвія метадві і праграмна- 
тэхнічнвія сродкі)”. М ожа бвіцв таксама карвіснвім для студэнтаў матэматвічнвіх і 
фізічнвіх факулвтэтаў.



1. РАУНАННІ ПАРАБАЛІЧНАГА ТЫПУ
1 .1 . М Е ТАД  П А Д З Е Л У  ЗМЕИНЫ Х Д Л Я  А Д Н АРО Д Н АГА  

РАЎН АН Н Я Ц ЕП ЛАП РАВОДН АСЦ І

Сфармулюем задачу аб адшуканні нестацыянарнага тэмпературнага поля u(x,  t) 
у  плоскім пласце канцоўнай таўшчыні l, я к і мае у пачатковы момант часу тэмпературу 
<p(x), калі на паверхнях x = 0 i x = l гэтага пласта адбвіваецца цеплаабмен з 
наваколвнвім асяроддзем, якое мае нулявую тэмпературу. Патрабуецца знайсці развязак 
лінейнага аднароднага парабалічнага раўнання

d u  2 d2u  , , ,
= a  , 0 < x < l, t  > 0, (1)

d t  d x 2
t = 0

u(x,  0) = p (x ) ,  0 ф x ф l, (2)

i аднароднвія межаввія ўмовві трэцяга роду

d u
( -о й  d x  + ^ iu )

(« 2  d x  + в2d

= 0, t  ^  0,
x=0

d u  „ \ W
= 0, t  ^  0.

x=l

Згодна 3 метадам Ф ур ’е падзелу зменнвіх, нетрвівіялвнвія развязкі раўнання (1), 
я к ія  задавалвняюцв меж аввія ўмовві (3), будзем шукацв у  ввіглядзе

u ( x , t )  = X  (x ) T  (t ). (4)

Падстаўляючві меркаваную форму развязку (4) ў  раўнанне (1) і падзяляю чві
зменнвія, атрвімаем

1_ T ( t )  = X X x ) = _  д 2 
a 2 T( t )  X  (x)  ’

дзе (—X2) = const — параметр падзелу. Адсюлв ввщякае, што функцвіі T( t )  i X (x)  
павіннві бвіцв ВБізначанвія як  развязк і зввічайнвіх двіферэнцвіялвнвіх раўнанняў:

T' ( t )  + X2a 2T  (t) = 0, (5)

X  "(x)  + X2X  (x) = 0. (6)

Суадносінві (3) 3 улікам  ввіяўлення (4) првіводзяцв д а  ўмоваў для каардвінатнай
X(x)

—a iX  '(0 ) + /3iX (0) = 0,

a 2 X ' ( l ) +  f o X  (l) = 0.
(7 )
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Дыферэнцыяльнае раўнанне (6) і м еж авы я ўмовы (7) утвараю цв задачу Ш турма 
— Л іўвіля, якая  мае нетрвівіялвнвія развязк і толвкі для ввізначанвіх (уласных) значэнняў 
Ап = , п  = 1, 2 , . . . .  Іх можна выразіць праз неадмоўнвія карані р п трансцэндэнтнага
раўнання

, = а і « 2 ^ 2 -  в ів2 І2
g ̂  ( a i f o l  + а2@іІ)у

Аласнвія функцвіі Xn(x)   ̂ я к ія  ім адпавядаюцв^ маюцв ввтгляд

Xn(x)  = sin(AnX + On), On = arctg .
Pi

Д ля А = \п  запішам агульны развязак раўнання (5):

Tn (t) = Cn e -X”a2t, Cn = топ st.

Памнажаючы функцыі Xn (x)  i Tn (t),  атрвімаем частковвія развязкі раўнання 
(1), я к ія  задавалвняю цв межаввія умовві (3):

Un(x, t )  = Tn( t )Xn(x)  = C n e -X"a2t sin(AnX + On).

Складзем фармальна шэраг, элементам! якога з ’яўляюцца знойдзеныя функцыі
Un (x i t) ■

- \ l a 2tCn
n=1

Функцыя u(x,  t) задавалвняе межаввія умовы (3), бо гэтвія умовы задавалвняе кожнві
Cn

ўмова. Падстаўляючві шэраг (8) у  (2), атрвімаем

(x, t) = У  Cn e  x2a2t sin (Anx + On). (8)

<Ж
У  Cn  sin(Anx + On) = <p(x).
n=1

Паводле тэарэмві Сцяклова, гэтая суадносіна ўяўляе сабой расклад функцыі р ( x ) 
у  шэраг Ф ур ’е па сістэме артаганальных на адрэзку [0, I] функцый Xn (x) = sin(Anx + 
On ), п  = 1, 2, а лікі Cn з ’яўляюцца адпаведнвімі каэфіцвіентамі Ф ур ’е і ввізначаюцца
формулай

I

Cn = \\x  [12 j * ( x ) X n ( x )  dx.
0

I. Д ля значэнняў параметраў a i = а 2 = 0, в і = Р2 = 1 межаввія ўмовві 
набвіваюцв ввтгляд

u(0, t) = 0, u ( l , t )  = 0. (9)

Змяш аная задача (1), (2), (9), або п е р ш а я  к ра я в а я  з а д а ч а , апісвае працэс аствівання
І І  

з ідэалвна цеплаізаляванай бакавой паверхняй) з тэмпературным профілем p ( x )  у
x = 0 x = І

падтрвімліваецца сталая нулявая тэмпература. У гэтвім ввіпадку ўласнвія значэнні
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n n
задачы Штурма — Л іўв іля \n = —  ̂ ^ расны я функцыі Xn (x) =

n n x  .. ^  ll0 l
sin - , n  = 1 , 2 , . . . ,  \\Xn\\ = 2  ■

Р азвязак  першай краявой задачві запісваецца ў  ввіглядзе

I
, .s ST  ̂^  -('ПЕ) a2t , n n x  ^  2 6 , .  . n n x  ,

u ( x , t )  = 2_^ Cn e  v w  sin —i—, Cn = i  J  ip(x)  s in —— dx.
n=1 0

II. К алі a i  = (X2 = 1, a в і  = в 2 = 0, то меж аввія ўмовві (3) набвіваюцв ввігляд 
аднароднвіх умоваў другога роду

d u
dx

0 d u
x=o ’ dx

= 0. (10)
x=l

Змяш аная задача (1), (2), (10), або д р у г а я  к ра я в а я  з а д а ч а , апісвае працэс ввіраўноўвання 
тэмпературы у  плоскім пласце (тонкім стрвіжні), у як ім  у пачатковві момант часу 
зададзенві тэмпературны профілв p (x ) ,  а межавыя плоскасці x = 0 i x = l (тарцві 
стрвіжня) цеплаізаляванБія. Д л я гэтага ввіпадку

n n  ^  , . n n x
\n = , Xn(x)  = cos —у—, n  = 0 ,1 , \\Xn\\2 = I l

l, n  = 0 ,

l l

Р азвязак  другой краявой задачві мае ввігляд

_ ( n n ' 2
i ( x , t) = Cn e  '  l

a2t n n x
u ( x , t )  = > Cn e   ̂ i > cos ■

n=0

дзе
i i

Co = 1 J p ( x )  dx,  Cn = j  J p ( x )  c o s  
0 0

dx.

Адзначвім, ШТО, калі t  ^  <x>, тэмпература ўсіх пластоў ввіраўноўваецца і імкнецца 
да  стацвіянарнага размеркавання u s (x) = Co = топ s t 

i l l .  Няхай a i  = 0, в і  = а 2 = 1, в 2 = h  > 0. У гэтвім выпадку атрвімаем 
межаввія ўмовві

/ d u  \
u|x=0 = 0  (dTx + 4 x = l  = 0. (11)

Змяш аная задача (1), (2), (11) апісвае эвалюцвію тэмпературнага поля ў  плоскім 
пласце 0 ^  x ^  l матэрыялу, пачатковае размеркаванне тэмпературы ў  як ім  зададзена 
функцыяй ^ (x ), кал і на паверхні x = 0 пласта падтрвімліваецца сталая нулявая

x = l
наваколвнвім асяроддзем, якое мае нулявую тэмпературу.

Знаходзім уласныя функцыі задачві Ш турма — Л іўвіля:

X n (x )= sin ||X n||2 = 2. ( 1 + ^  + h2l2 )
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Тут лікі —n з ’яўляюцца караням і трансцэндэнтнага раўнання tg  — = — h - .  Гэтае
раўнанне мае незлічонае мноства рэчаісных дадатны х каранёў, у чым няцяж ка пераканацца,
пабудаваўшы граф ікі функцый у  = tg — i у  = — дзе p  = hi .

p
Р азвязак  змяшанай задачві (1), (2), (11) можна запісацв у ввіглядзе

u ( x , t )  = j r  Cn e - ( T - )2 sin
in=1

дзе
i

= 2(—n + p2)yn 2 (—n  + p2) f  f 4 ■ —nX
i— + p (p + 1 ) ] /  m ™ — * -

  •“ \r̂ nCn  —

Занятак 1 

Прыклады развязання ты павы х задач

Задача 1. Маецца аднародны тонкі стрыжань даўжыні i, ізаляванві ад наваколвнай
hx( i  — x)

прасторы, з пачатковай тэмпературай u(x,  0) = ------2-------. Ввізначвіцв тэмпературуi2
u(x,  t) пунктаў стрыжня  для t  > 0, кал і на канцах стрвіжня падтрвімліваецца нулявая 
тэмпература.

Развязанне. Неабходна развязацв змяшаную задачу:

(  u't = a 2u xx, 0 < x < i, t  > 0,

u \x=0 = u \x=l = 0  t ^  0
hx( i  — x)

u \t=0 =  j 2------> 0 < x < i .

Будзем развязвацв гэтую задачу метадам падзелу зменнвіх, лічачві u(x,  t )  =
X(x ) T ( t ) .  Паколвкі u't = X(x )T ' ( t ) ,  u xx = X" (x )T( t ) ,  to , падстаўляючві ввіразві 
ввітворнБіх і падзяляю чві зменнвія, атрвімаем

T  = X " = _  Д2
a 2T  X

X(0)  = X( i )  = 0,
X(x)

f  X"  + Л2Х  = 0,
X(0)  = X( i )  = 0.

Развязкам і гэтай задачві будуць уласныя значэнні Л̂  = —  і ўласнвія функцыі
^  knx
X k(x) = sm — k = 1, 2,  

7



К алі Л = Xk раўнанне дл я часавай функцыі Т'к +  ̂ Tk = 0 мае агульны
развязак

( кжа\2,
Tk (t) = Ak e~t  i ) t .

У адпаведнасці з метадам Ф ур ’е развязак змяшанай задачві запішам у  ввіглядзе 
шэрагу

Мш ф t . —nx
u (x ,i)  = £  Ake- ^ sm ■

k=1 l

Ak

. —n x  hx( l  — x)
Ak sin i = v 7

k=i l2

Адсюлв вынікае, што

i
2h f  ,, , . —nx  ,

Ak = i 3  x( l  — x)  sin —i— dx =
0 ,

8h
— = 2n,

— = 2n + 1.
о v, n 3(2n + 1)3:

Падстаўляючві значэнні каэфіцвіентаў у  шэраг, првіходзім да  адказу

8h
u ( x , t)  = - з і ^п 3 ' (2n + 1)3n=0

1  г (2п+1)пат2 (2n + 1 )n x
L I J s in  1-------- .e

З а д а ч а  2. Апісацв працэс зменві канцэнтрацвіі рэчвіва ў  растворы, размешчанвім 
пам іж  пласкасцямі x = 0 і x = l, калі на леввім канцві падтрвімліваецца нулявая

x = l
. / • nxрэчвіва ввізначаецца функцыяй u(x,  0) = x + sin —- .

2l

Р а з в я з а н н е . М атэматвічная мадэлв задачві мае наступны ввігляд:

u ,  = a 2u"x, 0 < x < l, t  > 0,

u|x=0 u x\x=l 0 , t ^  0 ,
I • n x  n ^

u\t=0 = x + sin — , 0 ф x ф l.
2l

u (x, t ) =
X(x ) T ( t ) .  Пасля падстаноўкі ў  раўнанне і падзелу зменнвіх, атрвімаем задачу Ш турма 
— Л іўвіля адносна функцыі X  (x) :

J  X '' + X2X  = 0,
I X (0) = X '( l)  = 0.

Развязваю чві яе, знаходзім уласныя значэнні і ўласнвія функцыі

(2— + 1)п , (2— + 1)nx
Xk = -— , Xk (x )= s in ^ ------ - г 1— , — = 0 ,1 , . . . .

2 l 2 l
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Д ля функцыі T (t) атрымаем раўнанне

Tk ( t )+  [ ] 2 T  (t) = o,

3 якога знаходзім агульны развязак

Г (2k+1)na1 2̂
Tk (t) = Ak e - 2i W

Р азвязак  звіходнай змяшанай задачві трэба шукацв у  ввіглядзе шэрагу

~ _г (2k+1)na ] 21 (2k + 1)nx
u ( x , t )  = ^ 2  Ake  L 21 \ s in  21------ •

k=0

Падстаўляючві шэраг у  пачатковую ўмову, атрвімаем

. (2k + 1)nx nx
Ak s in ------- 21-----  = x + sin ~2[.

Д ругі складнік у  правай частцві гэтай роўнасці ўяўляе сабой паліном па артаганалвнай
nx

сістэме ўласнвіх функцый задачві Ш турма — Л іўвіля, а менавіта, sin —  = Xo(x) .
2l

Таму неабходна знайсці расклад толвкі для першага складн іку і ввікарвістацв той 
факт, што каэфіцвіентві Ф ур ’е сумы функцый ёсцв сума каэфіцвіентаў Ф ур ’е кожнага 
складніка. Маем

(2k + 1)nxСЮ

x = Y  B k sin -

дзе

2lk=0

i
2 f  . (2k + 1)nx , 8 l ( - 1 ) k

B k = у  x s in  — dx =l J 2l (2k + 1)2n 2 '
0

1 , k = o,
Такім чынам, Ak = Bk + 5ok, $ok = s ’ ’

I 0, k = 0.
Такім  чвінам, развязак задачві набвівае ввігляд

. . ^ [ 8 l(—1)k . ] _Г(2k+1)na] 2t (2k + 1)nx
u (x ,-t) = Y l (2k + 1)2n 2 + ^ok П  21 -̂--s in ------- 2l------ ,2l

або

. ~(na)  2t n x  8l ^  ( —1)k
u ( x ' t) = e 1 2l> s i n 21 + П2 1C  (2 k T I )2  X

г (2k+l )na 1 2 (2k + 1)nx
X e L 2 i J t s in ---------A—  •

2l

З а д а ч а  3. Дадзенві аднароднві шар радвіюса b, цэнтр якога размешчанві ў  пачатку 
каардвінат. На знешняй паверхні шара падтрвімліваецца нулявая тэмпературы, а 
пачатковая тэмпература u|t=o = b2 — r 2 • Вызначыць тэмпературу u ( r , t )  усярэдзіне 
шара, кал і t  > 0.

9



Развязанне. Неабходна развязаць наступную змяшаную задачу:

(  d u  2 1 д  (  2 д и  \
= а  ^2а~  ( r 2 ^ “ , 0 ^  r <b ,  t >  0,d t  r 2 d r  \ d r  J

|u|r=0| < to, u\r=b = 0, t  ^  0,

, u\t=0 = b2 — r 2, 0 ^  r  ^  b.

Згодна ca схемай метаду Ф ур ’е, мяркуем , што u( r ,  t) = R ( r ) T (t) , i пасля падстаноўкі 
ў  раўнанне атрымаем

2
T i R" + -  R!

—  = -------- ^  = _ a 2.
a 2T  R

3 межавых умоваў атрвімаем |R (0 )T ( t ) 1 < to, R( b )T( t )  = 0, адкуль ввщякаюцв 
межаввія ўмовві дл я  радвіялвнай функцыі: |R (0 )1 < to, R(b)  = 0. Такім  чынам, 
маем задачу Ш турма — Л іўвіля

2
R"  + -  R 1 + A2R = 0,

r
|R(0)| < to, R(b)  = 0.

v ( r )
Увядзем функцыю v ( r )  з дапамогай фор мулы R( r )  = ------ . Тадві

r

Rl ( r )  = —V  + Ў  RII = 23  — ^  + l !
r2 r  r 3 r2 r

Падстаўляючві гэтвія ввіразві ў  двіферэнцвіялвнае раўнанне і ўлічваючві межаввія
v (r )

\ v 11 + A2v  = 0,
v (0) = 0 , v (b) = 0.

Гэтая задача мае развязкі

. kn r
> kn  . . k n r  „  . . sin b ,
Ak = ~ r , vk (r) = s in — - ^  Rk (r ) -= --------^ ,  k = 1, 2 , . . . .

b b r

R k(r )  r 2
[0, b] сістэму функцый, првічвім

b . 2  k n r  b
2 = I  -2 Sln b d r  = ! ( y i c o e 2^  W  =iir  м и 2 = у  r r 2 2 2 b 2

0 0

/ kn \ 2
Рвзвязвшочві рвунвннб Tk (t) + a 2  ̂ b / Tk(t) = 0, зняходзім

/kna\2,
Tk (t) = Ak e - b ) t .
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Запішам шэраг з нявызначанымі каэфіцыентамі

. —n r
~ ( к п а . S1̂ - ^

u ( r , t )  = Y^  Акe  b '  --------- — ■
к=1 Г

3 пачатковай умовы будзем мецв

. —n r  ь~ sin —— 2 г k
Ak ------- —  = b2 — r 2 ^  Ak = -  (r b2 — r 3) sin d r  =

k=l r  b 0  b
b

2 (  b \2 Г —n r  (  b \3 12b3(—1)k+1
= -  -— 6r  sin —-— d r  = —12 -— cos —n  =

b \ —n  / J  b \—n J
о

Канчаткова првіходзім д а  адказу

b \ —n J  J  b \—n J  (kn ) 3
о

—n r
. 12b3 ^  ( —1)k+1 ( кла\2t Sln b

u ( r , t ) = — t E  ^ T -  e4  b ) t ^ L 
к=1

Задачы для самастойнага развязання
З а д а ч а  4.  Растворанае рэчвіва са сталай пачатковай канцэнтрацвіяй ио  дыф ундуе 

з раствору, размешчанага пам іж  пласкасцямі x = 0 i x = h,  у  растваралвнік, 
абмежаванві пласкасцямі x = h i  x = l ■ Ввізначвіцв працэс ввіраўноўвання канцэнтрацвіі, 
мяркуючы, што межві x = 0 і x = l непранікалвнвія для рэчвіва.

Развязаць наступныя змяшаныя заданы:

u't = a 2u xx, 0 < x < l, t  > 0,

U\x=0 = u \x=l = 0  t ^  05.

U\t=o = sin
7nx

0 ф x ф l ■

Ut a 2u xx, 0 < x < l, t  > 0,

6 . u \x=0 = u \x=l = 0  t ^  0

(x ,  0 ф x ф l/2,
u \t=o =

u t 2

7.

l — x, l/2 ф x ф l ■

0 < x < 1, t  > 0,

ux\x=0 = 0  u \x=1 = 0  t ^  0
u\t=0 = x2 — 1, 0 ф x ф 1■

a  u.

(  ut a 2u xx, 0 < x < l, t  > 0,

8 . u \x=0 = 0, u 'x\x=l = 0, t ^  0
. 3nx 7nx

u \t=0 = s in ^ T  + s m Y P  0 ф x ф

11



10.

I 2 IIu t = au'Xx

9.

0 < x < l, t  > 0,

ux\x=0 = 0  u \x=l = 0  t ^  0
ПХ

u \t=0 = c o s XT + cos
5nx

2 1 '  2l ’

0 < x < l, t  > 0,u't + u  = uXx

u \x=0 = u \x=l = 0  t ^  0
u\t=0 = 1, 0 ф x ф l.

1.2. Н ЕАДН АРО ДН АЕ РАУНАННЕ Ц ЕП ЛАП РАВОДН АСЦ І

Разгледзім  змяшаную задачу для раўнання цеплаправоднасці 

d u  д
= a 2 ̂ 42 + f  (x , t ), 0 < x < l, t >  0, (12)

d t  d x 2
3 пачатковай ум овай

u(x,  0) = p (x ) ,  0 ф x ф l, (13)

i межаввім і ўмовамі трэцяга роду

d u
(_Q;1 d x  + в іУ)  

( « 2  d x  + в2u )

= 0, t  ^  0,
x=0 (14)

= 0, t  ^  0.
x=l

d u  
dx

Р азвязак  гэтай задачві будзем шукацв у  ввіглядзе ш эрагу Ф ур’е па сістэме ўласнвіх 
функцвій Xn (x) = sin(Anx + 0n ) задачві на ўласнвія значэнні (6), (7)

u(x,  t) = ^  Vn(t )Xn(x)  = ^ 2  Vn(t) sin(Anx + 0n) (15)
n=1 n=1

t
ўмовві (14). Таму функцвіі Vn (t) трэба ввізначвіцв так, каб шэраг задавалвняў раўнанне 
(12) і пачатковую ўмову (13).

Улічваючві паўніню сістэмві ўласнвіх функцвій Xn (x) , ввіявім  функцвіі f  ( x , t )  і 
p ( x )  у  ввіглядзе шэрагаў Ф ур’е:

^n(t) Sin(Anx + On)f  (x, t) = ^ 2  f n ( t )Xn (x )  = ^ 2  f n ( t )  sin(Anx + On),
n=1 n=1<x> <x>

P(x)  = ^ 2  PnXn(x)  = ^ 2  Pn  sin(Anx + On),
(16)

n n  
n=1 n=1

дзе f n (t)  i p n  — каэфіцвіентві Ф ур ’е, ввізначанвія формуламі:
i

f n ( t )  = \\X ||2 j  f  (x, t) sin(Anx + On) dx,
0

i

Pn = \\X \\2 j P ( x )  sin(Anx + On) dx.  
n 0

(17)

12



Падстаўляючы меркаваную форму развязку (15) і расклад (16) функцвіі f  (x , t ) 
у  раўнанне (12) і замяняючві прві гэтвім X"(x)  н а  —AnXn (x),  атрвімаем

Ж
^ [ К (t) + X2n a 2Vn( t ) -  f n ( t ) ] Xn (x) = 0. 
n=1

Гэтвія суадносінві, а значвіцв, і раўнанне (12), будзе ввіканана, кал і ўсе каэфіцвіентві 
раскладу роўнвія нулю, г. зн.

К  (t) + X2n a2vn ( t ) = f n ( t ) .

3 пачатковай умовві (13) з улікам  (15), (16) атрвімаем

Ж Ж
u(x,  0) = £  Vn(0)Xn(x) = ^  ^nXn(x) ,  0 < x  < l .

n=1 n=1

Адсюлв ввіцякае, што Vn (0) = p n .
Такім чвшам, для знаходжання шуканай функцвіі Vn (t) првіходзім да  задачві 

Кашві для зввічайнага лінейнага неаднароднага двіферэнцвіялвнага раўнання першага 
парадку. Р азвязак  гэтай задачві можа бвіцв знойдзенві метадам Л агранж а варвіяцвіі 
адволвнай сталай. Ен мае ввтгляд

t

Vn(t) = ^ n e -xla2t  + j  f n ( r  ) e -xna2(t-T 4 r .
0

Падстаўляючві функцыі Vn (t),  n  = 1, 2, . . . ,  у  расклад (15), знаходзім развязак 
звіходнай задачві (12)—(14) у  ввіглядзе

Ж
u(x,  t) = ^ 2  Vne--X2a2t sin(Anx + dn)  +

n=1
Ж

+ E
n=1

дзе ^n  i f n ( r ) ввізначаюцца формуламі (17).
Адзначвім, што першві складнік у  ввіразе (18) з ’яўляецца развязкам  змяшанай 

задачві для аднароднага раўнання, кал і f  ( x , t )  = 0.

Занятак 2 

Прыклады развязання ты павы х задач

Задача 1 1 .  Знайсці нестацвіянарнае размеркаванне тэмпературы ў  плоскім пласце 
таўшчвші l, усярэдзіне якога, калі t  ^  0 , дзейнічае крвініца цеплвіні са сталай 
шчвілвнасцю q, а на паверхні падтрвімліваецца нулявая тэмпература. П ачатковая 
тэмпература ва ўнутранвіх пунктах пласта роўная нулю.

f  f n ( r  ) e -xna2(t-T W sin(Anx + Qn), (18)

t
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Р а з в я з а н н е . Будзем развязваць змяшаную задачу

ut  = a 2u'Xrx + q , 0 < x < l, t  > 0,t xx Cp>

u \x=0 = u \x=l = 0  t ^  0  ( 19)

u\t=0 = 0, 0 ф x ф l,

дзе c  — удзельная цеплаёмістасць, p  — шчвілвнасцв масві пласта.
Паколвкі меж аввія ўмовві першага роду, то адпаведная задача Ш турма — Л іўвіля 

для ядняроднягя рэўішння мяв няступны ВЫГЛЯДІ

f  X"  + X2X  = 0, 
X(0)  = X( l )  = 0,

• knxa яе ўласнвія функцыі Xk (x) = sin —j—, к  = 1, 2, . . . .  Таму развязак змяшанай 
задачві будзем шукацв у  ввіглядзе

knx
u (x, t ) = Е Vk (t) sin-

k=1 l

qУ сваю чаргу, раскладзем правую частку раўнання — у  шэраг Ф ур ’е па сістэме
p c

ўласнвіх функцый
СЮ 7

q п knx
p c  = £ fk s i n — •

дзе
i

fk = Д /  sin Д *  = p H n  [1 — (—1 ) 4  <*»
0

Падстаўляючві цяпер меркаванві развязак ў  раўнанне і ўлічваючві ввіяўленне (20), 
атрвімаем

knx  ^  f к п а \ 2 . knxЕ , , . knx х—̂ / \ (  к п а\  2
v k( t ) s i n —  +2_^ Vk ( t ) { —  )  sln l

k=1 k=1
сю

2q [ , xki knx11 ' 1' kl sin-
= E  p i n  I1 — <—1>‘ ^  l

Првіраўноўваючві адпаведнвія каэфіцвіентві ў  левай і правай частках гэтай роўнасці, 
првіходзім да  дБіферэнцБіялвнага раўнання

к п а \ 2 2q
V' W +Vk м ( ф )  = p H  [ 1 — (—1) 4

Vk(0) = 0.
Паколвкі правая частка раўнання ўяўляе сабой канстанту, то частковві развязак 

трэба таксам а шукацв у  ввіглядзе канстанты, г. зн.

v k a c T K . =  a k, a k =  т о п  s t .
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Падстаўляючы ў  раўнанне, атрымаем суадносіну

„частк. ( k n a \2 _  2q pi / і
Vk~  1 ~ ^ )  = Р к П [1 -  ( - 1 ) ‘V l )  p ckn  

з якой вынікае, што

2q г k, /  l \ 2 2ql2 1 -  ( - 1 ) k
vk&cTK■ pi -  ( - i ) k] ( ^  — гд- p ckn  \ k n a J  p c a 2n 3 k3

Агульны развязак мае ввігляд

. .  2ql2 1 -  ( - 1 ) k _ ( k m ) 2t
Vk(t) = p ca?n3  k3 + cke  '  l )  ■

Каэфіцвіент Ck ввізначвім з  пачатковай умовы Vk(0) = 0 :

_  2ql2 ( - 1 ) k -  1
Ck p c a 2n 3 k3 ■

Такім чвінам, будзем мецв

( )  2ql2 1 -  ( -  1)k 2ql2 ( -  1)k -  1 - ( k m )2t
Vk ( p c a 2n 3 k3 + p c a 2n 3 k3 e  ■

Р азвязак  змяшанай задачві набвівае ввігляд

, . 2ql2 v  1 -  ( -  1)k knx
u ( x , t )  =  у   гг. sin  ---- +

p c a 2п 3 ^  k3 l' k=l

I 2ql2 V ( - 1 ) k  - 1 e - ( ) 2t sin kn x
+ p c a 2n 3 k=i k3 e  l ■

Задача 12 . Развязацв змяшаную задачу (19) метадам вылучэння стацвіянарнай 
часткі.

t,
u (x, t ) =

v ( x , t )  + w(x ) ,  дзе v ( x , t )  — новая невядомая ф ункция, а функцию w(x )  падбяром 
так, каб двіферэнцвіялвнае раўнанне адносна v ( x , t )  стала аднароднвім. 

Падстаўляючві ў  звіходнае раўнанне, атрвімаем

, 2„ J! „2„„/Д™\ q
v t - <- ~

Адсюлв ввшікае, што

v't -  a 2v xx -  a 2w" (x )  = — ■

a 2w"(x)  = -  — , 
c p

a 3 межаввіх умоваў атрвімаем w(0) = w ( l )  = 0. Развязваю чві гэтую краявую  задачу 
для зввічайнага двіферэнцвіялвнага раўнання другога парадку адносна w ( x ) , знаходзім

. . q 2 ql
w (x )  = - —2 x2 + 7-47 x ■

2a2c p  2a2c p
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Пасля выканання заменві u ( x , t )  = v ( x , t )  + w(x )  атрвімаем для функцвіі v ( x , t )  
змяшаную задачу

(  v ,  = a 2v xx, 0 < x < l, t  > 0,

v \x=0 = 0  v \x=l = 0  t ^  0

u\t=0 = —q— x2 -------^ — x, 0 ф x ф l.
H=0 2a2c p  2a2c p  ’

У адпаведнасці з метадам Ф ур ’е для аднароднага раўнання яе развязак трэба 
шукацв у  ввіглядзе ш эрагу

( kna\2 —nx
; (x ,t )  = ^  Ck e - i '  sin-

lk=1

Каэфіцвіентві Ck ввізначвім, падстаўляючві шэраг у  пачатковую ўмову

£  Ck sin Ф x  = 2 ^ x ( x  — l).
k=1

Адсюлв знаходзім

Ck =

l
j x ( x  — l) sin —nx  dx 2ql2 (—1)k — 1

a 2c p l  J  l a 2c p n 3 —3
0

Улічваючві ввіразві для каэфіцвіентаў Ck і ввігляд функцвіі w(x ) ,  атрвімаем 
канчатковві адказ

q 2 ql 
u ( x , t )  = ——^— x + — x +

2a2c p  2a2c p

2ql2 v-^ (—1) k — 1 - ( k̂ a\
+ a 2cpn3 z_^ —3 e  l

'кжа\2 —nx
t sin-

a 2c p n 3 k=  —3 l

З а ў в а г а  1 .. А д р о з н е н н е  ў  з а п і с ах  р а з в я з к а ў  р а з г л е д ж а н а й  з а д а ч и  з в я з а н а  з  тым,  
ш т о  ў  п е р ш ы м  в ып а д к у  с т а ц ы я н а р н а я  ч а с тк а  р а с кл а д з е н а я  ў  ш э р а г  па а р та г а н а л ь н а й  
с і с т э м е  ў ла с ных фу н к ци й .

Заданы для самастойнага развязання

Развязаць наступныя змяшаныя заданы:

ut  = u!'xx + sin x sin(2x), 0 < x < n / 2 ,  t >  0,

13 . { u 'x\x=0 = 0, u \x=n/2 = 0, t ^  0  
u\t=0 = 0, 0 ф x ф п/2.

u't — u  = u xx + 2 cos t, 0 < x < п,  t  > 0,

14 . { u 'x\x=0 = 0, u ’x\x=n = 0, t ^  0, 
u\t=0 = cos(2x), 0 ф x ф п.

q
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u t — 4u = u xx + 1 + cos(2x), 0 < x < n,  t  > 0,
15.

16.

u x\x=0 = 0, u X\x=n = 0, t ^  0,
u\t=0 = 0, 0 ^  x ^  n.

u't — 9u = u'xx + 4 sln 2 1cos(3x), 0 < x < n ,  t >  0,

ux\x=0 0, u x\x=n 0 , t ^  0 ,
u\t=0 = 2, 0 ^  x ^  П.

13 3x
ut  — 7u  = uxx + — sin — , 0 < x < n,  t  > 0,

17.
4 2

u \x=0 0, u x\x=n 0 , t ^  0 ,
x

u\t=0 = sin 2 , 0 ^  x ^  П.

d u  2 1 d  (  2 d u  \
—  = a 2— —  ( r 2 —  )+  q, 0 ^  r  <b ,  t >  0,

18.
d t  ~ r 2 d r V  d r  J 

lu\r=0l < to, u\r=b = 0, t  ^  0, 

u\t=0 = 0, 0 ^  r  ^  b, q = const > 0

1.3. ЗМ Я Ш АН Ы Я  ЗАД АЧ Ы  
3  HE А  ДН А Р  О ДН A C  Ц ЯМ І Ў  РАЎНАННІ 

I М Е Ж А В Ы Х  У М О В А Х

Разгледзім  пастаноўкі задач, у  як іх  не толькі раўнанне, але і м еж авы я ўмовві 
могуцв утрвімоўвацв неаднароднасці. Алгарвітм развязання ў  гэтвім ввіпадку аналагічнві 
разгледжанаму ў  першай частцві дапаможніка для раўнанняў гіпербалічнага твіпу. 
Неабходна ввіканацв замену u(x,  t )  = v (x,  t )  + w(x ,  t ) ,  пераходзячві да  новай невядомай 
функцвіі v (x , t) i падбіраючві функцвію w ( x , t )  такім  чвінам, каб яна задавалвняла 
зададзенвія межаввія ўмовві. Пасля заменві мві првіходзім да  змяшанай задачві для 

v (x, t )
правая частка раўнання змяняюцца.

Занятак 3
Прыклады развязання ты павы х задач

Задача 19. П ачатковая тэмпература стрвіжня 0 ^  x ^  l з цеплаізаляванай 
бакавой паверхняй роўная U0 = const, а на канцах яго падтрвімліваецца сталая 
тэмпература u (0 ,t)  = Ui = const, u ( l , t )  = U2 = const. Знайсці тэмпературу u ( x , t )  

t  > 0 .

Развязанне. М атэматвічная пастаноўка задачві мае ввігляд

! u[ = a 2u"x, 0 < x < l, t  > 0,

u \x=0 = U1, u \x=l = ^  t > 0,

u\t=0 = U0, 0 ^  x ^  l.
x

Зробім замену u ( x , t )  = v ( x , t )  + U1 + у  (U2 — Ш). Тады для функцвіі v ( x , t )
17



прыходзш да  змяшанай задачы

v't = a 2vXX' 0 < x < l, t  > 0,

v|x=o = 0  v l x=l = 0  t ^  0 '

v|t=o = Uo — U1    (U2 — U1) ' 0 ^  x ^  l •
x 
1

Я к i раней, яе развязак будзем шукацв у  ввіглядзе шэрагу

кт\ 2t . knx
v (* , i )  = £  Ck e - (  4f )

k=1
Падстаўляючві шэраг у  пачатковую ўмову, атрвімаем

СЮ 7
Y  Ck sin = Uo — Ui — x  (U2 — Ui).
k=1 l l

Ck

C k = j
x

Uo — Ui — j  (U2 — U i)

x k HI 2
— у  (U2 — Ui) co s—— = —  [Uo — Ui + (U2 — Uo)(—1)

. knx  , 2
sin —— dx = — -— 

l kn

l
knx

l

Uo — Ui — 

i 2 k
o kn

Такім чвінам, развязак задачві набвівае ввігляд 
x

u ( x , t )  = Ui + — (U2 — Ui) +
сю

+ -  Y  1  [Uo — Ui + (U2 — Uo)(—1)k] e - ( t ■ knxo — Ui  + (U2 — Uo)( —1) e  ̂ i '  sinП k L l
k=i

Адзначвім, што, калі t  ^  <x>, тэмпература імкнецца да  стацыянарнага размеркавання 
us (x)  = Ui + X- (U2 — U i).

Задача 20. Знайсці тэмпературу стрвіжня 0 ^  x ^  l з цеплаізаляванай бакавой
x = 0 x = l

Uo =
const. П ачатковая тэмпература стрвіжня роўная нулю.

Развязанне. Неабходна развязацв змяшаную задачу 

u't = a 2WxX, 0 < x < l, t  > 0,

uXX=o = 0 ' ( uX + h u ) l x=i = Щ ъ  t ^  °
u|t=o = 0, 0 ^  x ^  l.

Н яцяж ка заўваж віцв, што сталая функцвія w  = Uo задавалвняе межаввія ўмовві. 
Зробім замену u ( x , t )  = v ( x , t )  + Uo. У ввш іку атрвімаем змяшаную задачу адносна 
v ( x , t )  з аднароднвімі межаввім і ўмовамі:

v't = a 2v xx, 0 < x < l, t  > 0,

< |x=o = 0 ' (<  + h v ) l x=i = 0' t ^  0 ' 
v|t=o = —Uo , 0 ^  x ^  l.
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Р азвязак  раўнання, я к і задавалвняе межаввія ўмовві, будзем шукаць у  ввіглядзе 
здабы тку u ( x , t )  = X ( x ) T (^^ Падстаўляючві ў  раўнанне і падзяляю чві зменнвія, 
првіходзім да  суадносіны

T  = X .  = _  Х2
a 2T  X

3 межаввіх умоваў знаходзім

X  '(0 )T  (t) = 0, [X  '( l)  + h X  (l)] T  (t) = 0,

адкуль, паколвкі u ( x , t )  ф  0, вынікаюць роўнасці X '(0 ) = 0, X '( l)  + h X (l) = 0̂  Такім  
чвінам, для зададзенай змяшанай задачві атрвімаем адпаведную задачу Ш турма — 
Л іўвіля:

J  X''  + A2X  = 0, 0 < x < l ,
| X ' ( 0 ) = 0 ,  X '( l )+  h X  (l) = 0-

Агульны развязак двіферэнцвіялвнага раўнання мае ввігляд

X  (x) = C 1 cos Xx + C 2 sin Xx■

3 межавай умовві на леввім канцві адрэзка ввінікае, што C 2 = 0, X (x) = C 1 cos Xx, 
X' (x)  = —C]^X sin Xx̂  Возьмем C 1 = 1 i падставім ввіразві для X (x) i X' (x)  у  правую 
межавую  ўмову

—X sin Xl + h  cos Xl = 0- 
hl

Лічачві a  = Xl, атрымаем tg a  = — ■ Праз u,k, — = 1, 2, ■ ■ ■, абазначвім дадатнвія
a

карані гэтага раўнання. Тадві ўласнвія значэнні задачві Ш турма — Л іўв іля будуць
\ ^к „ і ■ V I \ a kx 1 0роуныя Xk = - у , а уласныя функцыі Xk (x) = cos —— , — = 1, 2, ■ ■ ■ ■

К алі X = Xk , агульны развязак дыферэнцыялвнага раўнання

Tk(t) + ( ^ у )  Tk(t) = 0

Мсіб вы гляд
( khа \2,

Tk (t) = Cke— I ) t ■

Р азвязак  змяшанай заданы будзем шукаць у  выглядзе шэрагу

v ( x , t )  = j r  Ck e - ( “  У2’ cos к ф .
k=1

Падстаўляючы шэраг у  пачатковую ўмову, атрымаем расклад

ST' п  a kx _  тт 
/ у Ck cos l = —U0̂
k=1

3 агульнай тэорыі вынікае, што ўласныя функцыі Xk (x) = cos у — артаганальныя 
з вагой p(x)  = 1 на адрэзку [0, l] ■ Такім  чынам,

U0 f  a kx
iiX w

Ck = —Т4А 2  cos ^ - d x ^
0
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Знойдзем квадрат нормві ўласнай функцыі Xk (x).  Маем

l l

\\Xk||2 = J Xk(x)dx = J  cos2 p _x dx =

f  ( 1 1 2 p kx \ , l l
= / U  + 2 COs— J dx = 2 + S m ^ k = 

0
= l_ + l tg pk

2 2pk 1 + t g2 pk
l ( p 2k + h 2l 2 + hl )  

2 ( p2k + h 2l 2) '

В вілічвім ін тэгр ал

l \k-1Pkx , l . l ( - 1 )cos —-— dx = —  sin p k = —
l p k p k . /1 + ct g2

h l2(—1)k - 1

^ 1  + ctg2 pk Pk\j  p 2k + h 2l2

Падстаўляючві атрвіманвія ввіразві ў  каэфіцвіентві Ф ур ’е Ck, канчаткова првіходзім 
д а  развязку змяшанай задачві

u(x,  t )  = U0 + 2U0hl  У
(—1 ) V  p 2k + h 2l2

=1 pk ( p i  + h 2l2 + hl )
t pk x

cos —-—,
k=1

hl
дзе pk — дадатнвія карані раўнання tg  p  = — .

p

Заданы для самастойнага развязання

З а д а ч а  21 . Дадзенві аднароднві тонкі стрвіжанв 0 ф x ф l з цеплаізаляванай
Ax

бакавой паверхняй, пачатковая тэмпература якога роўная u(x,  0) = ——, A = const.
x = 0

x = l змяняецца згодна з законам u ( l , t )  = Ae - t . Знайсці нестацвіянарнае размеркаванне 
тэмпературы ў  стрвіжні.

Развязаць наступныя змяшаныя заданы:

u't — 4u = v!'xx + x2 — 2t — 4x2t  + 2 c o s 2 x, 0 < x < п,

ux\x=0 0, u x\x=n 2 n t , t  Ф 0 ,
u\t=0 = 0, 0 ф x ф П.

22.

u't — u  = v!xx + 2 s in 2 x c o sx — x, 0 < x < n / 2 ,  t >  0,
23 .

24 .

u x=0 0 , ux \x=n/2 = 1, t  ^  0,
u\t=0 = x, 0 ф x ф п/2.

u't — 9u = u xx + 4 sin2 1 cos(3x) — 18x2 — 4, 0 < x < п,
u x\ x=0 = 0, u X\x=n = 4п,  t ^  Г
u\t=0 = 2x2 + 2, 0 ф x ф п.

e

20



u't + 2u'x = u xx + u  + e x sin x — t, 0 < x < n
25 .  ̂ u\x=0 = 1 + 1, u\x=n = 1 + 1, t  ф 0, 

u\t=0 = 1 + e x sin x, 0 ф x ф n.

u't = a 2u xx, 0 < x < i, t  > 0,

26 . <J [u 'x — h ( u  — ^o) ]|x=0 = 0, u 'x\x=l = 0, t ^
u\t=0 = 0, 0 ф x ф i, h , U0 = const > 0.

t  > 0,

0 ,
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2. УЖЫВАННЕ ЦЫЛІНДРЫЧНЫХ ФУНКЦЫЙ ДЛЯ  
РАЗВЯЗАННЯ ЗМЯШАНЫХ ЗАДАЧ

2 .1 . Ц Ы Л І Н Д Р Ы Ч Н Ы Я  Ф У Н К Ц Ы І

Дыферэнцыяльнае раўнанне 2-го парадку

У  + -  у '  + (1 -  4 ) У = 0x V x2)
(21)

называецца р а ў н а н н е м  Б э с э л я  п ара дк у  v.  Т ут v  —адволвнві рэчаіснві або камплекснві 
лік , R ev  ^  0. Р азвязак  раўнання (21) можна знайсці ў  ввіглядзе шэрагу

1-га р о д у  пара дк у  v.
К алі a  = —v,  знаходзім іншві развязак Бэсэля — ц ыл і н д р ычн у ю  ф у н к ц и ю  Б э с э л я

2- га р о д у  пара дк у  v

Пералічвім некаторвія ўласцівасці цвіліндрвічнвіх функцый.
I. К алі v  = n,  n  = 0,1 , . . . ,  то функцыі J v (x) і J - v (x)  лінейна незалежнвія, 

паколвкі J v (0) = 0 , a J - v (0) = to.
II. К алі v  = n,  n  = 0 ,1 , . . . ,  to  функцыі J n (x) i J - n (x) лінейна залежнвія, 

првічвім J - n (x)  = (—1)nJ n (x). У гэтбім вы падку для ввіяўлення агульнага развязку 
раўнання Бэсэля ввікарвістоўваецца цыл і н д рычна я  ф у н к ц и я  В э б е р а  — Ноймана

К алі v  = n , правая частка роўнасці (24) набвівае няввізначанві ввігляд . 

Раскрвіем гэтую няввізначанасцв ввікарвістоўваючві правіла Лёпіталя і ввізначвім

y(x ) = x ^  a k xk = ^  a k xk+a, a0 = 0,
k=0 k=0

дзе паказнік a  i каэфіцыенты ak трэба ввізначвіцв.
Адзін з развязкаў раўнання Бэсэля атрвімаем, калі a  = v

(22)

Гэтбі развязак абазначаецца праз J v (x) і назвіваецца цыл і н дрычнай  ф у н к ци я м  Б э с э л я

(23)

(24)
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функцыю Вэбера — Ноймана з цэлым індэксам

d J v (x) d J - v  (x)>v\cos v n
Nn (x) = lim Nv (x) = lim  d v  d vyn\^J — 11111 1 'V\ ,v —n v——n П cos v n

1 \d J v ( x ) 1 _  1 ( _ 1)n \d J - v  ( x ) ' ^
v=n n  L d vd v

■n ■ d J v (x) ■ d J - v (x) „ „ . , 00^Вылічаючы вытворныя —d̂   i — d   3 дапамогаи ш эрагау (22) і (23), прыходзім
ад (25) да  раскладу

дт 2 x 1 n^  ( n  _  k _  1)! /x \ 2k-n
N„<x) = n J n (x ) l n 2  _  k! ( 2 )it. ; -----0n  2 n k=0

1 ^  ( _ l ) fc (  x  ̂ n+2fc  ̂Г ( к  + 1) + T' ( n  + к  + 1)
n  k=0 k! (k + n ) ! \ 2 J  L r ( k  + 1) Г(п  + k + 1) - "

Функцыя Nn (x)  лінейна незалежная ад J n (x)  i з ’яўляецца развязкам  раўнання
Бэсэля. Такім  чвінам, агульны развязак раўнання (21), уключаючы і ввіпадак v  = п,  
можа бвіцв ввіяўленві ў  ввіглядзе

y (x )  = C 1 J v  (x)  + C 2 N  (x),

дзе C 1 i C 2 адволвнБія сталвтя.
III. Цвіліндрвічнвія функцыі Бэсэля рознвіх парадкаў звязанвія пам іж  сабой рэкурэнтнымі 

суадносінамі
2v

Jv+1 (x) = _ J v - 1 (x) + x  J v  (x),  (26)

J'v (x) = _ J v + 1 (x)  + x J v  (x),  (27)

j v  (x) = J v - 1 (x) _  x  J v  (x).  (28)

К ожная 3 формул (26)—(28) можа быць усталяваная з дапамогай раскладу (22), 
хоцв дастаткова правервіцв першвія дзве, паколвкі трэцяя з ’яўляецца іх следствам.

v = 0

J0 (x) = J 1 ( x ) .

Функций J 0 (x)  i J 1 (x)  найболей часта сустракаюцца ў  дастасаваннях, для іх 
складзенвія падрабязнвія табліцві (гл., напрвіклад, [2]). Формула (26) дазваляе паслядоўна 
знаходзіць значэнні функцый J 2 (x),  J%(x) і г .  д.

З а ў в а г а  2 .. Ф о р м у л у  (28) мо ж н о ,  п е р ап і с а ц ь  у  э к в і в а л е н т н а й  форме  xJ'v (x) + 
v J v (x) = x J v - 1 (x),  i п а с л я  п а м н о ж э н н я  на, xv -1  я н а  прыма е  в ы г л я д

d
dx

І н т э г р у ю ч ы  а п о ш н і я  с у а д н о с і ны ,  з н а х о д з і м

—  \xV J v  (x)] = xv J v - 1  (x).  
dx

x

xv J v (x) = J  t v J v - 1 (t) dt .  (29)
0
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Формула (29) можа быць эф ектыўна выкарыстаная дл я ввілічэння інтэгралаў,
x

я к ія  ўзнікаюць у  дастасаваннях. Вылічым, напрыклад, інтэграл f  t3 Jo(t) dt .  3 двіферэнцвіялвнага
0

раўнання (21), калі v  = 0 , вынікаетоеснасцв J o ( t )  = —J00(t) — f  Jo (t) ,  таму праінтэгруем 
часткам і. Маем

x x x
+3 — +3 т//и\ M / +2 Т/ — „3 т/J t 3J 0(t) d t  = — j t 3J^ ( t )  dt  — j t 2J/( t )  d t  = —x3J'Q(x)  + 

о o o
x x

+ 2 J t 2 J/( t )  dt  = —x3 J/(x)  + 2x2 J 0(x) — 4 J  t J 0(t) dt  =

= x J 1(x) + 2x J 0 (x) — 4 x J 1(x).

Такім чынам, праўдзіцца роўнасцв

x

У  t 3J 0(t) d t  = 2x2 J 0(x)  + (x 3 — 4 x ) J 1(x).  (30)
о

x

2
nx

n v  П \ / 1 '
J v { x ) 4 n x :  H x  — T  -  l ) + ° t )

V . К алі v  > — 1, to  ўсе карані раўнання J v (x)  = 0 — рэчаіснвія л ікі.
Найболей часта ввікарвістоўваюцца цвіліндрвічнвія функцвіі з цэлвімі індэксамі 

J 0 ( x ) , J 1 ( x ) , . . . ,  J n (x),  . . . .  Раўнанне вы гляду J n (x) = 0 мае злічнае мноства дадатнвіх 
каранёў

(n) (n) (n)
—1 < —2 < . . .  < —k < . ..

2 .2 . В А Г А Н Н І  К Р У Г Л А И  М Е М Б Р А Н Ы

Разгледзім  матэматычную мадэлв с в а б о д н ых  в а г а н н я ў  а д н а р о д на й  к р у г л ай  м ембраны  
i

папярочнага зрушэння u( r ,  p ,  t) мембраны:

1 д 2u  1 д  (  d u  \ 1 д 2u  ,
a?  W  = Г д Г \ г д Г )  + Г2 е р -  ( r p  е  G  t > 0  (31)

u( r ,  p ,  0) = h( r ,  p ) ,  111 = g ( r ,  p ), (32)

u ( i , p , t ) = 0 ,  u ( r , p , t )  = u ( r , p  + 2n , t ) .  (33)

Т ут G = {(r,  p )  : 0 ф r  < i ,  0 ф p  ф 2 n } , функцвіі h( r ,  p )  1 g ( r ,  p )  задаюцв зрушэнне
i хуткасцв рознвіх частак мембранві ў  пачатковві момант часу адпаведна. Паколвкі
r = 0
абмежаванасці функцвіі u( r ,  p ,  t) у  гэтвім пункце ў  любві момант часу.
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У адпаведнасці з метадам Ф ур ’е шукаем частковві развязак ў  ввіглядзе

u( r ,  р ,  t )  = v ( r ,  p ) T ( t ) .

Пасля падстаноўкі ў  раўнанне (31) і падзелу зменнвіх атрвімаем раўнанне дл я  часавай 
функцыі T !/(t)  + a 2A2T( t )  = 0 і задачу на ўласныя значэнні для  функцыі v ( r ,  р )  :

1 д  / d v  \ 1 д  2v
r  д r  V д r )  + r 2 д ф 2

|v(0, р)| < то, v ( l , p )  = 0, v ( r , p )  = v ( r , p  + 2n) .  (35)

Z d Z \ r d r )  + 72 + A2v = 0 , (34)

Ізноў падзелім зменнвія, лічачві v ( r , p )  = К ( г) Ф ( р ) .  Падстаўляючві гэтві развязак 
ў  (34), знаходзім

1
r  — r  , 
. d r \  d r )

//d (  dR\ 2 ^2 r , 1 Ф 2- \ r —  + r 2A2R -  -  ■■27ІГ = V ФR
Далучаючы да двіферэнцвіялвнага раўнання для вуглавой функцыі Ф(р) умову 2п  
первіядвічнасці, првіходзім да  задачві

I  Ф" + іі2Ф = 0,
I  Ф ( р  + 2п)  = Ф( р ) .

Яе развязкам і будуць

Vn = n,  Фп(р ) = c o s п р ;  s in п р ,  n  = 0 ,1, . . . .

У сваю чаргу, для радвіялвнай функцыі атрвімаем сям ’ю задач Ш турма — Л іўвіля:

d (  d R  \ п^ , 2 „  , ,
- r ( r  —  ) --------- R + A r R  = 0, (36)
d r  d r  r

lR(0) l  < то, R( l )  = 0, n  = 0 ,1, . . . .  (37)

x = Ar.

d R  d R  d 2R 2 d2R  _ A __  ___  _ A2 ___
d r  dx d r 2 dx2

i раўнанне (36) пераходзіцв у раўнанне Бэсэля

d 2R 1 d R  / n 2 \
+-------— + (1 — г ) R  = 0.d r 2 x dx x2

Яго агульны развязак R n (x) = Cn J n (x)  + Dn Nn (x)  або

Rn ( r )  = CnJn(Ar )  + DnNn(Ar) .

Функцыя Бэсэля J n (x)  абмежаваная на адрэзку [0,l], а функцыя Вэбера — 
Ноймана Nn (x)  не абмежаваная ў  наваколлі пункту x = 0. Д ля ввіканання ўмовві 
|R (0 )1 < то неабходна, каб Dn = 0. Д л я другой канстанты пакладзем Cn = 1 i 
ввізначвім уласныя значэнні з межавай умовы J n (Al) = 0. Маем

(n) (n)
A ^  = ^ ,  Rkn(r )  = J n (  ̂ ) ,  (38)
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дзе - к  — дадатны я карані раўнання J n ( - )  = 0.
Уласныя функцыі (38) валодаюць уласцівасцю артаганалвнасці з вагой p ( r )  = r  

на адрэзку [0, l]
„ (n) (n)

J  * Y ) j n (  П Т >  = 0. к = m.

( n)
- , • T l ' -k  Г'К вадрат нормві уласнай функцыі J n l —-— I роуны

l

f  (n) 
( - k  r
\ l \ = f J  f  ) d r  = l~2  [ j n (-kkn ) ) ]

(39)

(40)

Вяртаючвіся да  задачві (34), (35), атрвімаем, што уласнаму значэнню X = - j  
адпавядаю цв дзве ўласнвія функцыі:

f  -  ( n) r  \
Vkn(r ,^)  = J ^ ^ j ~ )  c o s nV, n  = 0 ,1 , . . . ,  к = 1, 2,

f  -  ( n) r  \
Vkn(r,V) = sin n v ,  n  = 1, 2 , . . . ,  к  = 1, 2,

T( t )

f  (n) \ f  (n)
Tkn(t) = Akn cos f  - - k —  \ + Bkn sin f  a - k

( n)

l l

Такім чвінам, частковвія развязкі раўнання, я к ія  задавалвняюцв меж аввія умовы,
М еіЮ ЦЬ В Ы Г Л Я Д

u kn( r , V, t )  = vib l ( r , V)
(n) \ f  (n)

Akn cos ( - - k—  \ + Bkn sin f  a - kl l +
(n), (n) ,a - k  t\ . /a - k  t

Ckn cos — k—  + Dkn s i n 1 kl l

Возвмем суперпазіцыю гэтвіх развязкаў

ГО СЮ
( r ,V, t )  = Akn c o su (  r

n=0 k=1

( n) \ f  ( n)
a - k  Д  B ■ (  a - k 4+ B kn sin l +

n=0k=1

( n) \ f  ( n)a - k  t\ . /a-k  t
Ckn cos — k—  + Dkn s i n 1 kl l

Ввізначаючві каэфіцвіентві Akn , Bkn , Ckn , Dkn з пачатковвіх умоваў, канчаткова атрвімаем 
развязак змяшанай задачві (31)—(33).

Заўвага 3.. У т ы м  выпадку ,  калі  м е ж а в ы я  і п а ч ат к о в ы я  ў м о в ы  н е  з а л е ж а ц ь  
а д  з м е н н а й  —, а з а л е ж а ц ь  то л ь к і  а д  р а д ыя л ь н а й  к аар дынаты r  ( задача,  в ало да е
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цыл і н д рычнай  с і м е т р ыя й ) ,  м а т э м а т ы ч н а я  ма д э л ь  с п р а ш ча е ц ца  і п е рахо д з г ц ь  у  з м я ш а н у ю  
з а д а ч у  дл я  аднамернага ,  р а ў н а н н я  в а г а н н я ў  к р у г л о й  м е мб ра ны  а д н о с н а  н е в я д о м а й  функцы і  
u  = u( r ,  t) :

1 d 2u  1 d  (  d u  \
a w  = - Д Л  0 ^ r < h  t > 0

|u\r=0| < to, u\r=l = 0, t  ^  0,

u \t=0 = h (r) ,  £ t=0
= g ( r ) ,  0 ^  r  ^  l.

2.3. РА Д Ы Я Л Ь Н А Е  РАСП АУСЮ Д Ж ВАН Н Е  ЦЕПЛЫНІ У  
БЯСКОН Ц Ы М  К Р У Г А В Ы М  Ц Ы ЛІН ДРЫ

l
тэмпературай, як ая  залежыць толькі ад адлегласці пункту да  восі цыліндру, і нулявой 
тэмпературай на паверхні цыліндру:

d u
—  = a 2Au,  0 < r  < l, t  > 0, (41)
d t
u\r=i = 0, t  ^  0, (42)

u \t=0 = Ф ) , 0 < r  < l . (43)

Сф армуляваная задача валодае цвіліндрвічнай сіметрвіяй, г. зн. u  = u( r ,  t ),  а аператар 
Л япляса мае вы гляд

. 1 d  (  d u  \ . d 2u  1 d u
Au  = -  —  r ^  або A u = — ^ + -  — .

r  d r  \ d r  J d r 2 r  d r

Будзем шукацв развязак раўнання (41) у  ввіглядзе здабвітку

u ( r , t )  = R ( r ) T  (t) .  (44)

Падстаўляючві (44) у  (41) і падзяляю чві зменнвія, атрвімаем

1 d  (  d R \
T  = r  d r  У d r  )  = —a2

a 2T  R

R ( l ) = 0.
r = 0

k (r ) = r  | | 
ўмовві абмежаванасці |R (0 )| < to.

У ввін іку задача Ш турма — Л іўв іля набвівае наступны ввігляд:

d  (  d R  \ 2
Д  Л  + a -
|R(0)| < to, R (l) = 0. (47)

— —  )+  A2r R  = 0, (46)
d r  d r
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Перапішам раўнанне (46) у  эквівалентнай форме

d2R 1 d R  л2 ^
, 2—I------ j— I X R  = 0

d r 2 r  d r

i ўвядзём  новую незалежную змеиную x = Xr. Тадві

d R  d R  d2R  2 d2R
~ г  = X— , - д у  = X2
d r  dx d r 2 dx2

X2

d2R 1 d R  r  0
dx2 + x dx + ,

якое супадае з раўнаннем Бэсэля нулявога парадку. Агулвнві развязак гэтага раўнання 
ввіяўляецца лінейнай камбінацвіяй

R (x) = C i J o(x) + C 2No (x) або R (r ) = C i J o (Xr) + C2 No (Xr).

Цыліндрычная функцыя Jo (Xr) абмежаваная на адрэзку [0, l], a функцвія No(Xr) 
те абмежаваная ў  наваколлі пункту r  = 0. Д ля ввіканання ўмовві абмежаванасці 
|R(0)| < то неабходна, каб C2 = 0. Я к звычайна, другую  канстанту бяром C i = 1. 3 
межавай умовы Jo (Xl) = 0 знаходзім уласныя значэнні

Xk = у , k = 1,2,

дзе Hk — дадатнвія карані раўнання Jo(o) = 0. Уласныя функцыі задачві (46), (47)
МсІЮЦЬ в ы г л я д

R k(r) = J o ( ^ f ) ,  k = 1,2,  

првічвім (гл. формулу (39))

i

J r J o {  k f ) . J o (  ° f ) d r  = 0, k = m.

0. Яго агульны развязак Tk(t) = Ake  ̂ i ) t . 
Складзем шэраг з адволвнвімі каэфіцвіентамі

/ Ok a\ 2
Вернемся да  суадносін (45) і возвмем раўнанне для часавай функцыі Tk + у Tk =

а ( М ) = £  Ake - ( T ) < J „ ( Of ) . (48)
k=i l

Ak

Y Ak J o ( = V( r ). (49)
k=i l
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Выраз (49) уяуляе сабою расклад зададзенай функцыі <p(r) у  шэраг Ф ур ’е па артаганальнай 
з вагой p ( r )  = r  на адрэзку [0, l] сістэме функций J o ^ ^ агульнай тэорвіі 
ввшікае, што яго каэфіцвіентві ввілічаюцца па формулах

Ak =

првічвім (гл. формулу (40))

1

•ы ф )
r p ( r ) J o [  ̂ k~)dr , (50)

Ч  ‘- f )

i

= t r
о

m  ф ) d r  = у  PJ 0 (‘ k)] 2 = l~2 J i (Pk ) ,

дзе J i ( ‘ k) —значэнні цыліндрычнай функцыі Бэсэля першага парадку ў  пунктах ‘ k■ 
У апошняй роўнасці ввікарвістоўваліся рэкурэнтнвія суадносінві J0 (x) = - J i  (x)■

У ввін іку формула (50) набвівае ввігляд

i

Ak = Щ ш !  r l f i i r ) J o (  !r ) d r .
(51)

Такім  чвінам, развязак змяшанай задачві (41)—(43) ввіяўляецца формулай (48),
Ak

2

2

Занятак 4 

Прыклады развязання ты павы х задач

З а д а ч а  27 . Развязацв задачу аб свабоднвіх ваганнях аднароднай круглай мембранві 
радвіюса l, з замацаванвім краем, калі пачатковвія ўмовві маюцв ввігляд u|t=o = p ( r ) ,
utlt=o = 0

Неабходна развязацв змяшаную задачу 

' д 2и  2 / d 2u  1 d u э
d t 2 a  I d r 2 + r  d r  J ’

0 ф r  < l ,  t >  0,

|u|r=0 | < to, ul r=l = 0, t  У 0,

u|t=o = <P( r ) , dduu t=o
= 0, 0 ф r  ф l ■

Згодна 3 метадам Ф ур’е, развязак задачві будзем шукаць у  ввіглядзе здабытку 
u ( r , t )  = R ( r ) T (t )■ Пасля падстаноўкі і падзелу зменнвіх атрвімаем суадносіны

d2R 1 dR
d r 2 r  dr_ = _  д 2

R
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3 межавых умовау выцякаюць умовы для радыяльнай функцыі |Д(0)| < ж ,  
R( l )  = 0, я к ія  разам з раўнаннем адносна R( r )  утвараюць задачу Ш турма — Л іўвіля:

d 2R  1 d R  л 2 ^
, 2—I------- j— I X R = 0,d r 2 r  d r

|R(0) | < ж , R (l) = 0̂

Выконваючы замену змеиных x = Xr, прыходзім да  раўнання

d2R  1 d R  r  0
d x 2 + x  d x  + R  = 0Ц/lV W/lV

Яго развязак запісваецца ў  выглядзе лінейнай камбінацыі

R (x ) = C 1 J 0 (x) + C 2 N0

r, R (r )

R( r )  = C 1 J 0 (Xr) + C 2 No(Xr)■

3 умовы |R (0 )1 < ж  вынікае, што C2 = 0, а з другой межавай умовы R (l) = 0 , 
калі C 1 = 1 , атрымаем Ja(X l) = 0̂  Адсюль

Xl = ak, Xk = О- ,  Rk(r) = — = 1 , 2 , ■■■,

дзе ak — дадатны я карані раўнання J0 ( a )  = 0̂
T ( t )

(

Tk'(t) + ( a a )  Tk(t) = 0 ,

развязак якога мае вы гляд

( ) = cos a  a t  I sin a  at  Tk (t) = Ak cos l 1 B  k sin l ■

Памнажаючы Tk (t) на ўласную функцыю Xk (x) i падсумоўваючы na ўсіх —, 
атрымаем шэраг

оо a k a t  a k a t  a k r
u ( r ,  t) = 2_^ A  cos l----1 Bk sin —l—J J 0 ^— j  ■

k=1

Д ругая пачатковая ўмова прыводзіць д а  роўнасці

ГО
r  ^ f - B k  j „ (  ф )  = 0 ,
k=1

Bk = 0 , — = 1, 2 , ■ ■ ■ ■ 
ўмову, атрымаем суадносіну

Г  AkД X )  = ^
k= 1 l
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l

A k

Ak = щ ц * ) 1 М г ) } 0 (  ̂ т У -

Канчаткова развязак змяшанай задачві набвівае ввігляд

оо т ( \ l

u ( r  *) = I  £  “ s ж  } г ^ г > Ч  T ) d r
k=i 1

дзе yk — дадатнвія карані раўнання J 0 ( y )  = 0.

l.2
ўсярэдзіне цыліндру роўная u \t=0 = 1 — , u 0 = топst, а на паверхні цыліндру

t  > 0 .

Развязанне. Т экставая задача зводзіцца да  змяшанай задачві

d u  2 (  d 2u  1 d u  \ п  ̂ ,
= а 2 [тт2  + - ТТ -  , 0 ф r < l ,  t >  0,d t  \ o r 2 r  o r  J

|u\r=0 | < ж ,  u\r=l = 0, t  ф 0,
2

 ̂ u \t=0 = u 0 ( 1 — , 0 ф r  ф l .

Яе развязак будзем шукаць у ввіглядзе здабвітку

u( r ,  t )  = R( r ) T ( t ) .

Падзяляючві зменнвія, првіходзім да  двух  зввічайнвіх двіферэнцвіялвнвіх раўнанняў

T  ' R" + 1  R'
T = r  = -  X2.a 2T  R

Улічваючві межаввія ўмовві, атрвімаем задачу Ш турма — Л іўв іля для радвіялвнай 
функцыі R (r)

d 2R  1 d R  л2т̂
, 2—I j— + Л R  = 0,d r 2 r  d r

|R(0) | < ж , R (l) = 0.

Увядзём новую незалежную змеиную x = Xr. Тадві

d R  d R  d2R 2 d 2R    X      x ___
d r  dx d r 2 dx2

i пасля заменві првіходзім да  раўнання Бэсэля нулявога парадку

d2R  1 d R  r  0
dx2 + x dx + .
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Р азвязак  гэтага раўнання шукаем у  ввіглядзе

R(x)  = C i J 0 (x) + C 2 N0 (x).

Вяртаючвіся д а  зменнай r, атрымаем агульны ввігляд функцыі R( r )

R( r )  = C i J0(Ar) + C2N0(Xr).

Паколькі цыліндрычная функцыя J 0 (Ar) абмежаваная на адрэзку [0, l], аф ункцы я
Вэбера — Ноймана Nd(A-) не абмежаваная ў  наваколлі пункту r  = 0, то з межаввіх 
умоваў ввінікае, што

C2 = 0, C i J0(Al) = 0.

C i = 1 ,

Ak = у , Rk (r) = J 0 (  " f ) ,  k = 1 , 2 , . . . ,

дзе pk — дадатнвія карані раўнання J 0"  = 0.
Раўнанне адносна функцыі T (t) мае ввігляд

Tk (t) + (  " у  ) \ k  (t) = 0.

Развязваю чві яго як  зввічайнае двіферэнцвіялвнае раўнанне першага парадку са сталвімі 
каэфіцвіентамі, атрвімаем

( Hka\2
Tk (t) = Ak e - l ) t .

Р азвязак  змяшанай задачві трэба шукацв у  ввіглядзе шэрагу

( r , t ) = £  A „ e - ( Т )  t J „ ( " f ) .u ( r, t ) =
k=i

Падстаноўка гэтага ш эрагу ў  пачатковую ўмову првіводзіцв да  роўнасці

СЮ 2

£  Ak ч  = * (  1 — Д
k=i

У адпаведнасці з формуламі для каэфіцвіентаў раскладу ў  шэраг двойчві двіферэнцавалвнай 
функцыі, абмежаванай у  пункце r  = 0 і роўнай нулю, калі r  = l, маем

i

Ak =
u0

и  1 — І )  J „ (  A u -  =l2 l
"X-  = x , d r  = — dx

l "k

2u 0
Hk

A ) 2x  -  *  *>
p J l " ) J  l \ "k '  "k0

J0(x) dx  J 12("k°)"k
"k J i ("k ) —

4
— 2 J 0 (" k ) — "k J i ("k ) + J i ("k )

" k
8u0

"k J i ("k )'

2
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функцый Бэсэля (29) і формула (30).
Такім  чынам, развязак звіходнай задачві мае ввігляд

A k

дзе pk — дадатнвія карані раўнання J 0 ( p )  = 0.

Заданы для самастойнага развязання

З а д а ч а  29 . Д аказацв рэкурэнтныя суадносіны

(x) = —Jv+ 1 (x)  + -  J v (x).
x

Задача 30. В вілічвіцв інтэграл

У r J 0( a r ) J 0(br)  dr ,  a , b  = const.
0

l, ( 
u\ t=0 = h  1 —

ц  j , h  = ran st.

l.
тэмпературы ўсярэдзіне цыліндру для t  > 0, кал і на паверхні цыліндру  падтрымліваецца

I Л Т f p n r \ Лнулявая тэмпература, а пачатковая тэмпература цылшдру роуная u\t=0 = A J0 ^ ) ,  A = 
const, дзе p n — дадатны я карані раўнання J 0 (p) = 0.

Развязаць наступныя змяшаныя заданы:

2

|u\r=0| < ж ,  u\r=l = 0, t  ф 0, 
. d u

I “ l<=0 = 0  d t  =0 = u >- 0 ф r

0 ф r  < l, t >  0,

u 0, 0 ф r  ф l, u 0 = ran  st.

|u\r=0| < ж ,  u\r=l = 0, t  ф 0, 

d u
u\t=0 = p ( r ) ,  —  = 0 , h  > 0 — малы лік.0 v ' d t  t=0

0 ф r  < l, t >  0,
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f  d 2u  2 d  (  d u  )
- —2  = a 2 —  ( x — I, 0 Ф x < l ,  t >  0,
d t 2 d x \  d x ) '

35. Iu \x=0 I < TO u \x=l = 0, t ^  0

» U  = f ( x ) , | r , =0 = 0, 0 ф x ф l.

Занятак 5 

Прыклады развязання ты павы х задач
З а д а ч а  36 . Знайсці радыяльнае размеркаванне тэмпературы ў  бясконцвім кругавым 

l,
тэмпература u 0 , а пачатковая тэмпература ўсярэдзіне цыліндру роўная нулю. 

Р а з в я з а н н е . Сф армуляванай фізічнай мадэлі адпавядае змяш аная задача 

' d u  2 (  d 2u  1 d u  )  п ̂  ,
ТФ = а 2 [тг2 + ~ 7 Т  , 0 Ф r <l ,  t >  0,d t  \ d r 2 r  d r  J 

^ ^ = 0  < to, u\r=l = u 0 , t >  0,

. u\t=0 = 0, 0 Ф r  ф l.

Заменай u ( r , t )  = v ( r , t )  + u0 првіходзім да  аднароднай задачві

' d v  2 (  d 2v  1 d v  )
d t  a  V d r 2 + r  d r  / ,

|v\r=01 < to, v\r=l = 0,

' v \t=0 = _ u0.

У згодзе ca схемай метаду Ф ур ’е, будзем шукаць развязан ў  ввіглядзе здабвітку 
v ( r , t )  = R( r ) T ( t ) .  Падстаўляючві ў  раўнанне i падзяляю чві зменнвія, атрвімаем

d2R 1 dR
d r 2 r  dr_ = _  a 2

R

R( r )
Ш турма — Л іўвіля

d 2R 1 d R  л 2 ^
, 2—I----- j— ) A R  = 0,d r 2 r  d r

IR(0) I < to, R( l )  = 0.

Яе развязан запісваецца ў  ввіглядзе (гл. занятак 4)

Ak = х , Rk (r)  = J 0 (  ) ,  k = 1 , 2 , . . . ,

дзе pk —дадатнвія карані раўнання J 0 ( p )  = 0. Д ля часавай функцыі T( t )  двіферэнцвіялвнае

( )
Tk (t) + ( p a )  2Tk (t) = 0.

34



Развязваю чы яго як  раўнанне першага парадку са сталвтмі каэфіцвтентамі, знаходзім

Tk(t) = Ake~y i

T  (t) R  (r )

( r , t )  = Y :  Ak e — “ > J o (  Vf ) .
k=1

Падставім гэтві шэраг у  пачатковую ўмову

У  Ak J 0
k=1

Vkr\ _  
~ )  ~~Uo.

Разглядаю чві гэтую роўнасцв як  расклад функцвіі f  ( r )  = - Uo  у  шэраг па артаганалвнай 
з вагой p ( r )  = r  на адрэзку [0, l] сістэме функцвій Jo(^V — ̂  і ввікарвістоўваючві

Ak
атрвімаем

I

Ak = u 0

Ч  Т ) 2

2 u 0
l

J  r J o ( s f ) d r  = -  J  (V„) J
0 0

rJo{ Vy ) d r  =

Vkr l
—— = x, d r  = —  dx

l Vk

f-Lk

J k ) !  & 2 x M x )  dx

2uo
J 1(Vk )Vk

Канчаткова првіходзім д а  адказу

Vk J 1( v k) = —
2uo

Vk J 1(Vk )

u( r ,  t )  = u o — 2uo
Ж 1

у  1___
k=  Vk J 1(Vk )

e - ( T )  ‘ J o ( ф ) ,

дзе Vk — дадатнвія карані раўнання J o(v) = 0.

l
краем, калі гэтвія ваганні ввіклікаюцца раўнамерна размеркаванвім ціскам p  = po  sin u t ,  
првікладзенвім да  аднаго з бакоў мембраны. М яркуецца, што часціня и  вымушаючай 
сілві не супадае ні з адной з уласных часцінв мембранві Uk = V~j~, k = 1, 2, . . . ,  дзе 
Vk — дадатнвія карані раўнання Jo(V) = 0 (нерэзананснві ввіпадак).

Развязанне. Неабходна развязацв змяшаную задачу

( d u
d t 2 \ d r 2 r  d r  J  p o

< то, u\r=l = 0, t  ^  0,

d*u  2 f  d 2u  1 d u  \ p o .
 = a 2 1 + -  —  ) +  — sin u t , 0 Ф r  < l, t >  0,

. d u
u \ =  = 0' й = 0, 0 < r  < l,

t=o

2
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дзе р0 — паверхневая шчылвнасцв мембраны.
Будзем шукацв развязак у  выглядзе ш эрагу Ф ур ’е

ГО

u ( r , t )  = J 2  Uk ( t ) J 0 (  a f ) ,
k=1 1

як і задавалвняе м еж авы я умовы. У сваю чаргу, правую частку раўнання раскладзем 
у  шэраг па ўласных ф ункцыях

ГО
— sin Ut  = Г  fk ( t ) J ^  о - ) ,
P0 k=1

дзе каэфіцыенты fk (t) вылічаюцца па формуле 

i

fk (t) = J O ) /  r T 0 sin U t J 0 (  f  ) r  =

№h
2p0 sin u t  f  T . . , 2p0 sin u t

x J 0(x) dx  =
p0°k J 1( a k) J  p 0°k J 1( a k)

Падстаўляючы гэты я расклады  ў  зыходнае раўнанне і прымаючы ва ўвагу  роўнасцв 

р ' (  akr )  + l у ( akr )  т (  akr )
Ч — )  + Okr Ч — )  = —J 4 — )•

будзем мецв

ГО 2 2 ОО
E [ u g t )  + Uk ( ,) ]  J 0 (  ф )  = E  fk ( t ) J 0 (  ф >
k=1 k=1

Адсюлв атрымаем звычайнае дыферэнцыялвнае раўнанне

Uk'(t) + ukUk(t) = fk( t ) ,  — = 1, 2, ■ ■ ■,

a  a
дзе Uk = — о пачатковых умовау вынікае, што

Uk (0) = 0, U'k (0) = 0̂

Тым самым прыходзім да  заданы Кашы для вызначэння Uk (^^
Uk(t )

Uk (t) = Uk (t) + Ak cos Ukt + Bk sin Ukt,

дзе U'k(t) — частковы развязак неаднароднага раўнання. Ш укаем гэты развязак 
ў  выглядзе U'k (t) = Ck sin u t ■ Падстаўляючы ў  раўнанне i ўлічваючы выраз для 
каэфіцыентаў fk (t) ,  знаходзім

2p0
p0(uk — u 2)ak J1( ak )Uk(t) = , , , ,2 u 2) .. t \ sin U t
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Такім чынам, агульны развязак неаднароднага двіферэнцвіялвнага раўнання мае
вы гляд

2p0 
и 2),

3 пачатковвіх умоваў ввіцякае, што

Uk (t) = — г^ў -гт — г sin u t  + Ak cos Ukt + Bk sin ukt.
p0(u2 — u 2)pk J i ( d k )

A 0 B 2p0uAk = 0, B k = ---------- Т й ------ oT2 2p 0Uk (uk — U2)pk J i ( d k  )

Канчаткова атрвімаем формулы для каэфіцвіентаў Uk (t) :

rr (+) 2p0 . 2p0U .
Uk (t) = — г ^ ------ ^ ---- TT— 7 sin u t ----------- —2-----^ — г sin Ukt.

р0(и2 — U2)pk J i ( d k  ) P0Uk (u% — u 2)dk J i ( d k )

Р азвязак  змяшанай задачві набвівае ввігляд

2 p 0 sin u t  ^  1 (  dk -  \
U ^  P0 (uk — u 2) pk J i ( dk )  4  l '

2p0u  Л л sin u kt  (  p kr N■V ______ sin_ukt______  J  / PkT\
i  uk (uk — u 2)pk J i ( d k )  ̂ l s 'p0

d ka ■ T f \ Пдзе uk = —— , dk — дадатнвія карані раунання J0 ( d )  = 0.
Р азвяж ам  гэтую задачу іншвім спосабам. С пачатку знойдзем частковві развязак 

w ( r , t )  двіферэнцвіялБнага раўнання

d  2w  2 (  d 2w  1 d w  \ p 0
w  = a ш  + - i t )  + 7  sin u t

як і задавалвняе меж аввія ўмовві

|w\r=0 1 < to , w\r=l = 0.

Возвмем w ( r , t )  = W (r) sin u t  i падставім у  раўнанне

1 W  ) sin u t  +
p0

або

—u 2W  sin u t  = a 2 ( W 11 + -  W ^  sin u t  + — sin u t ,  
V -  J 00

W 11 + 1 W 1 + ( 4  W  + ^  = 0. 
r  a 2 p0a 2

Абмежаванвім развязкам  гэтага раўнання з ’яўляецца функцыя

Р0 
p 0u 2

W  (r ) = C . U  u x )  —
V a  )  p0u 2

3 другой межавай умовві ввінікае

C  =  W (r) = ^
2 J ( u l\ P0u

a 1
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Такім чынам, развязак звіходнай змяшанай задачві трэба шукацв у  ввіглядзе сумы

u (r, t ) =
p o w 2

Jo ( a  )

a )

1 sin wt  + v ( r ,  t).

Ф ункцыя v ( r , t )  з ’яўляецца развязкам  аднароднай змяшанай задачві

д  2v  2 (  d 2v  1 d v )
d t 2 a  V d r 2 + r  d r  /

|v|r=o 1 < ^  v l=i  = 0,

. d v
v U  = 0  d t

r=i

= _Po_ 
t=o p ow

1

J o  (  a  ) j

Яна ввіяўляецца шэрагам

v ( r ,  t )  = ' Y  \Ak cos A1-----+ Bk sin
k=i l Ы f ) ,

дзе Ok — дадатнвія карані раўнання Jo(o) = 0.
П адставім гэтві шэраг у  першую пачатковую ўмову

Y  Ak Jo (  f )  = 0 .
k=i

Ak = 0 , k = 1, 2 , . . . .
суадносіны

СЮ

у -  Oka B kJ o (  Ok M  = po 
~~A l '  l ' powk=i

1
J o [  —a

J o (  X ) J

Паколвкі ўласнвія функцыі Jo ^Ok— ̂  артаганалвнвш з вагой r  на адрэзку [0,l], 
знаходзім

B k =
Po l

pow Ok a
r J o

J o  I O!— \ 2 I " " 'V l >

Ok r  \

2Po
powOka l J i (Ok)

l

r J o (  0 0 -  ) d r  —

J o
1

wr\  
a J

' 4  X)
d r  =

4  f)
J  f H  wi ) dr.

Перінві інтэграл роўнві (гл. папярэднюю задачу)

i 2 Ok

j r J o ( O F ^ d r  = ~2 J x J o(x) dx  =
l2 Ji(O k)

Ok '

1

1
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Д ля вылічэння другога інтэграла ввікарвістаем той факт, што функцыі R 1 ( r )  = 

Д - )  * R2(r )  = J ^ —  ̂ задавалвняюцв двіферэнцвіялвнвія раўнанні

Ч ^ )  + + ( u ) 2rR2( r )  = 0
d r  d r  i d r  d r  a

адпаведна. Памнажаючы першую з гэтвіх роўнасцяў на R 2 ( r ) ,  другую  — на R 1 (r ) ,  
адвімаючві адну ад другой і інтэгруючы па 0 ф r  ф i, пасля нескладанвіх пераўтварэнняў 
атрвімаем

( 0 9  2 — ( a )  2] J  r R 1 ( r ) R 2 ( r ) d r  + [r(R2R1 — R R ) ] 0.

Улічваючві, што

[ r (R2R[  — R R ) ] 0 = i [R2( i )R[  (i) — R1(i)R!2(i)] = ——k J ^  ̂ J ^ k ),

3 апош няй роўнасці будзем мецв  

i

J  а д  a  а d r =
1 —k J 1(—k)

—k
T

2
a 2i2—k J 1 (—k) 

( a—k)2 — ( u i ) 2 '

П адставім цяпер знойдзенвія значэнні інтэгралаў у  ввіразві для каэфіцвіентаў Bk :

Bk =
2p0

p0u —k a i J  1 (—k)
i J 1(—k) a  i —k J 1(—k)

—k (a—k )2 — (u  i ) 2
2p0 i3

p0a [(a—k ) 2 — ( u  i ) 2] —2k J1(—k)

Такім  чвшам, првіходзім да  адказу

p 0u ( r , t )  = ----- 2
P0U2

1 s in t

Е J 0^ —f ) s in
—k at2p0 i3

P0 a  k= 1  [(a—k ) 2 — ( u i ) 2] —k J 1 (—k ) ^  i

дзе —k — дадатнвія карані раўнання J0 (—) = 0. 

Задача 38. Развязацв змяшаную задачу

д 2u  д 2u  1 д u  , 2 , т ,
w  = щ-2 + x r n  + ( t  + 1 J 0 — x )  0 < x < 1

дзе —n  — дадатны  корань раўнання J 0 (—) = 0,

|u\x=0 1 < ^  u \x=1 = 0,
. д u

u \t=0 — 0■ M 0.
t=0

0

2

a

39



Р а з в я з а н н е . Будзем шукаць развязак задачві ў  ввіглядзе сумы u(x,  t )  = = 
v (x,  t ) + w  (x, t ) , дзе w(x ,  t) частковві развязак, я к і задавалвняе неаднароднае раўнанне
і межаввія ўмовві. Возвмем

w ( x , t )  = (At2 + B ) J o ( p n x) 

і падставім яго ў  двіферэнцвіялвнае раўнанне

2AJo ( ‘ nx)  = (At2 + B ) p 2n J o ( ‘ nx)  + Jo ( f a x )  + ( t2 + 1 ) J o ( ‘ nx )■
‘ nx

3 улікам  таго, што J[j (p,n x) I--------- J q(p n x) = - J o ( ‘ n x),  будзем мецв
‘ n x

Apn t  + B p n -  t  -  1 + 2A = 0.

A B

1  B = 12 , B  4kn kn

Канчаткова для w ( x , t )  атрвімаем

A = , B  = ВГ (^n -  2)■

w ((x, t )  = [p- 2 t 2 + P- 4 ( p 2n -  2)] J o ( ‘ nx )■

Д ля функцыі v ( x , t )  првіходзім да  змяшанай задачві

d 2v  d 2v  1 d v
d t 2 d x 2 + x dx '

|v|x=o 1 < TO v|x=l = 0,
d v

v ^=o = k - 4(2 -  kn)  J o (knx),  d t = 0.
t=o

Яе развязак запішам у  ввіглядзе ш эрагу

v ( x , t )  = ^ 2 (Ak c o s ‘ kt + Bk s in ‘ k t ) J o ( ‘ kx),
k=l

дзе Hk — дадатнвія карані раўнання J o ( ‘ ) = 0. Падстаўляючві шэраг у  першую 
пачатковую ўмову, атрвімаем

^ 2  Ak J o ( ‘ kx) = H- 4 (2 -  p 2n ) J o ( p n x )■
k=l

3 артаганальнасці ўласных функций J o ( ‘ kx) з тагой x на адрэзк у  [0,1], знаходзім

An = k - 4(2 -  ц n ), Ak = 0, k = n ■

Д ругая пачатковая ўмова првіводзіцв да  роўнасці

^ 2 Bk kk J o ( ‘ k x) = 0,
k=l
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з якой вынікае, што Bk = 0, — = 1, 2, . . . .  Такім  чвінам,

v (x,  t )  = у - 4(2 — y 2n ) cos y n t  J 0( y n x).

Такім чвінам, првіходзім да  развязку

u(x,  t) = [ y - 2t 2 + у - 4(УП — 2 )  J 0 ( y nx)  + у - 4(2 — уП) cos y n t J 0 ( y nx) .

З а д а ч а  39 . Развязацв змяшаную задачу

d 2u  d 2u  1 d u
d t 2 d x 2 + x dx

( d 2u  d 2u  1 d u
+ -  — , 0 < x < 1,

u\x=0| < ж ,  u\x=1 = sin2 1,

= 0 .
. 1 J 0(2x) d u

u \t=0 = о —2 2 J 0 ( 2 ) ’ d t  t=0

Р а з в я з а н н е . Заўважаю чві, што

2 1 1sin t  =  cos 2t,
2 2 ’

шукаем развязак у  ввіглядзе сумы u ( x , t )  = v ( x , t )  + w (x, t), дзе функцыю w ( x , t )  
зручна брацв у  ввіглядзе

w(x ,  t) = 2  + W (x) cos 2t.

w (x, t )

—4 W (x) cos 2t = W " (x) cos 2t + — W'(x)  cos 2t,

або
W'' (x)  + x  w ' ( x )  + 4W (x) = 0.

Зробім замену зменнвіх r  = 2x. Тадві

d W  = d W  d W  = 4 d W
dx d r  dx2 d r 2

Маем
d2W  1 d W  n

+ r ~ d r  + W  = 0 '
Гэта раўнанне Бэсэля нулявога парадку. Яго абмежаванві развязак мае ввігляд 

W (r) = C J 0 (r) або ca старой зменнай W (x) = = C J 0(2x).  Такім  чвшам,

w(x ,  t) = 2  + C J 0(2x) cos 2t.

Падстаўляючві гэтую функцыю ў  другую  межавую ўмову, атрвімаем C  = — .
2J0(2)

Такім чвшам, маем частковві развязак

1 J 0 (2 x )
w ( x ’ t) = 2 — 2 J 0(2 ) C(>s2t'
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як і задавальняе звіходнае раунанне і меж аввія умовві. 
Д ля функцвіі v ( x , t )  првіходзім да  задачві

2d 2v  д 2 v  1 d v
d t 2 d x 2 + x dx '

|v\x=0| < Ж  v \x=1 = 0,

. d v
v '<=» = 0 - d t

0 .
t=0

Развязкам  змяшанай задачві для аднароднага двіферэнцвіялвнага раўнання з аднароднвімі 
межаввім і і пачатковвімі ўмовамі з ’яўляецца функцвія v ( x , t )  = 0. Таму канчаткова 
атрвімаем

, . 1 J 0(2x)
u(x>t) = 2 — 2 J0 (2 )co s2 i.

Задача 40. Знайсці развязак змяшанай задачві

d u  д  2u  d u  1 ,
ттт = x —^  + д  ~т u  + t J  1 (pn\/ x ) , 0 < x <  1,d t  d x 2 dx  4x

дзе p n — дадатнві коранв раўнання J 1(p) = 0,

ж , u \x=1 = 0,

u|t= 0  = 0 .

Развязанне. П акладзем u ( x , t )  = v ( x , t ) + w ( x , t ) ,  дзе ў  якасці частковага развязку 
возьмем

w(x ,  t )  = (At + B ) J 1 ( pnVx) .

w (x, t )

иП г 1
A J 1(pn\/x ') = ( A t + b ) ~4п J \(pn\ f x ') + p  ^ x  J 1 (p n V x) —

p n x
J 1 (pn\/x) + t J1(p,nVx).

Улічваючві, што

J l ( p nVx) + Д= J 1 ( p nVx)  = — f 1  J 1 ( p nVx)
p n \  x ' p n x '

3 апошняй роунасці прыходзім да  суадносшы

p nA + (At + B ) у  — t  = 0.

Адсюлб атрвімаем A = 4p- 2 , B  = —16p- 4 . Такім  чвінам,

w ( x , t )  = ( 4 p - 2t  — 16p -4) J 1 (pny/x) .

1
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Для функцыі v ( x , t )  маем змяшаную задачу

/ d v  d 2v  d v  1
d t  x d x 2 + dx  4x v,

|v|x=0 I < TO v|x=i = 0,

, v|t=0 = 16" - 4J i(" ^ V x ) . 

v (x, t ) = X (x )T (t )

d2X  d X  l_ X
T ' = x dx2 + dx 4x = a 2
t  = X  = —A .

3 улікам межавых умоваў для функцыі X (x) првіходзім да  задачві Ш турма — Л іўвіля

d X  + Д  + (A2 — 1  ) x  = 0,
dx2 dx  4x

|X(0)| < to, X ( 1 ) = 0 .

У водзячбі новую  змеиную  r  = ^fx, зн аходзім

d X  1 d X  d2X  1 d 2X  1 d X
dx 2xjx d r  ’ dx2 4x d r 2 4x3/2 d r

првічвім задача Ш турма — Л іўвіля набудзе ввігляд

d 2X  1 d X  (  2 1 )
+ - ^ +  4A2 — ^  X  = 0,d r 2 r  d r  r 2

|X|r=0 1 < to, X = 0.

Гэтая задача з дапамогай падстаноўкі £ = 2Ar зводзіцца да  задачві Ш турма — 
Л іўв іля дл я  раўнання Бэссэля першага парадку. Яе развязкам і з ’яўляюцца ўласнвія 
значэнні і ўласнвія функцвіі

Ak = " k , Xk (x) = J i ( " k  V%), k = 1, 2 , . . . ,

" k J i (" ) = 0 . 2

Агулвнві развязак двіферэнцвіялвнага раўнання Tk + у  Tk = 0 мае ввігляд 

Hk t
Tk (t) = Ak e -  4 t .k(

Складзем шэраг

) (x, t )  = ^ 2  Ake 4 t J i ( "kVx)
k=i

i падставім яго ў  пачатковую ўмову

гх
A J  (,,. . x )  = 16"-4 J  ( ‘пу^ 2 Ak J i ( "kVx)  = 16"- 4 Ji("n\/x).

k=i
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3 прычыны артаганалвнасці ўласных функцый J 1 (-kV%)  3 вагой p(x)  = 1 на 
адрэзку [0,1], з апошніх суадносін выцякае, што

An = 1 6 - - 4, Ak = 0, к  = n.

. _4 _ bL t .
Такім чынам, v ( x , t )  = 16 - n 4e  4 J 1 ( - n y x )  i ў  адказе атрвімаемn

Hr, t
u ( x , t )  = 1 6 - n 4e n J H- n ' /x )  + (4 - n 2t  — 1 6 - n 4) J 1 ( - n\kx) .

Заданы для самастойнага развязання
l

краем, кал і гэтвія ваганні ввіклікаюцца раўнамерна размеркаванвім сталвім ціскам p 0 , 
я к і дзейнічае на адзін бок мембранві з моманту часу t  = 0.

l,
край рухаецца згодна з законам u\r=i = A sin u t .  М яркуецца, што и  = ^ j ~, к  =
1, 2, . . . ,  дзе - k — дадатнвія карані раўнання J 0 ( - )  = 0.

l
краем. Ваганні здзяйсняюцца ў  асяроддзі з супраціўленнем, прапарцвійнвім хуткасці, і 
ввіклікаюцца раўнамерна размеркаванвім ціскам p  = p 0 sin u t ,  p 0 = тонst, првікладзенвім 
да  аднаго з бакоў мембраны. М яркуецца, што и  = ^j~,  к = 1, 2, . . . ,  Дзе - k — 
дадатнвія карані раўнання J 0 ( - )  = 0.

З а д а ч а  44 . Знайсці размеркаванне тэмпературы ў  бясконцвім кругавым  цвіліндрві 
l, u 0r 2,

u 1 .

l,
сталая канцэнтрацвія рэчвіва щ .  П ачатковая канцэнтрацвія u ( r , t )  усярэдзіне цыліндру

i
роўная нулю. Ввізначвіцв колвкасці рэчвіва Q( t )  = 2п f  r u ( r ,  t )  dr ,  якое прадыфундуе

0
t,

( - 1 - n
раўнанняў J v ( - )  = 0 , v  = 0, 3 ):

Д В Д сіТ Н Ь ІЯ  К Я рЯ Н І ЯД П сіВ бД Н Ь ІХ

46 .

d 2u  d 2u  1 d u  т . .
лду ^  тгж  + -  т -  + s in t J 0 ( - nx ) ,d t 2 d x 2 x dx

Iu \x=0 I < Ж  u \x=1 = 0,
d u

u\t=0 = 0, —  = 0 .
!t=0 ’ d t  t=0

0 < x < 1,

47.

d 2u  d 2u  1 d u  0  1
d t 2 d x 2 + x dx  < x < ,

|u\x=01 < ж ,  u\x= 1  = c o s 2 t ,  

J 0 (2x) d u
J 0(2) , d t  t=0u\ t=0 = 0.
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48 .

d 2u  d 2u  1 d u  0

d t 2 d x 2 + x dx  < x < ,

|u|x=o| < TO u|x=i = t  — 1'

u U=o = J o(Oix) — 1' d -  t=o = 1.

d 2u d 2u  1 d u
—- y  + cos t  = — у  + -  — , 0 < x <  1,d t 2 d x 2 x dx

4 9 ‘ |u|x=o| < TO u|x=i = 0
J o (x) d u

u| t=o = 1 —
Jo (1 ) ’ d t t=o

d 2u d 2u  1 d u
—2 + sin 3t = —^  , 0 < x < 1,d t 2 d x 2 x dx

50. x=o| < TO u|x=i = 1'

= 1 d u
u|t=o = 1' d t

1 J o (3x )
t=o 3 3 Jo (3)

d 2u  d 2u  1 d u
— x — 2 cos 2t = , 0 < x < 1,d t 2 d x 2 x dx

5 1 - |u|x=o| < TO u|x=i = 0 '
Jo (2x) 1 d u

u|t=o = 2 ^ 2 )  — 2 +  Jo (0 lX )' d t
0 .

t=o

d2u d2u d u  . , T , „  ^
= x d x 2  + d x  + s m t Jo(Oi v  x ), 0 < x <  1 ,

52. =o| < TO u|x=i = 0, 

= 0 .
d u

« l , .o  = 0  d t t=o

53.

d 2u  d 2u  1 d u  u  t
у г у  = у  о + “ n----------2 + e  J i (Onx) ,  0 < x <  1,d t 2 d x 2 x dx  x2

< то  u L=i  = 0,

= 0 .
d u

u|‘=o = 0  d t t=o

' d 2u  d 2u  1 d u  u  0 1
d t 2 d x 2 + x dx  x2, < x < ,

54. |u|x=o| < то, v ]x=i = s in 2 tco s t,

d u
M|*=o = 0  d t

J i (x) + 3 J i (3x)
t=o 2 J i(1 )  2 J i(3 )

0

x
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55.

56.

57.

58.

d 2u  d 2u  1 d u  4u  T / Ч
—2 2 + - Д ------ у I c o s  t J 2 (P 1 x),  0 < x <  1,
d t 2 d x 2 x dx  x2

|u\x=0| < TO u \x=1 = 0, 
d u

u\t=0 = 0, t t -  = 0 .!t=0 ’ d t  t=0

d u  d 2u  1 d u  T , .
—  = тл у  I x + t J 0 (P 1 x),  0 < x < 1,
d t  d x 2 x dx

|u\x=0| < TO u \x=1 = 0,

u|t= 0  = 0.

d u  d 2u  1 d u  u  T / Ч
—  = т т д  + - д ---------у + sin t J 1 ( p n x ) ,  0 < x <  1,d t  d x 2 x dx  x2

|u\x=0| < TO u \x=1 = 0, 

u|t= 0  = 0.

d u  d  2u  d u  9u
d t  = x W 2  + d x  _  Xx' 0 < x <  1

|u\x = 0| < TO u \x=1 = 0,

u \t=0 = J 3 ( p n\/x ').

Занятак 6

Прыклады развязання ты павы х задач
l

можна лічыць, што яна распасціраецца ў  абодва бакі да  бясконцасці. Знайсці малвія 
радвіялБНБія ваганні газу, я к і змяшчаецца ў  трубцві.

Развязанне. У гэтвім ввіпадку будзем мецв справу з задачай

d 2u  2 ( d 2u  1 d u )
 = a 2{ —  + -  —  ), 0 Ф r < l ,  t >  0,
d t 2 V d r 2 r  d r  J ’

= 0, t  Ф 0,| I | d u
< t o  d r r=l

d u
u \t=0 = P (r) ,  d t  t=0 = ^ (r) ,  0 Ф r  Ф l .

Я к i раней, будзем шукацв развязан ў  ввіглядзе здабвітку

u( r ,  t )  = R( r ) T ( t ) .

Падстаўляючві ў  звіходнае раўнанне і падзяляю чві зменнвія, атрвімаем два зввічайнвія 
двіферэнцвіялвнвія раўнанні адносна радвіялвнай R( r )  і часавай T( t )  функцвій:

T  н

Op t
= -  A2.
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О - d u3 межаваи умовы —  
d r

= 0 вынікае, што R'( l )  = 0̂  Далучаю чы ўмову абмежаванасці
r=l

на восі цыліндру \R(0)\ < ж , прыходзім да  заданы Ш турма — Л іўвіля

R'' + 1  R'  + X2R  = 0,
r

|R(0)| < ж , R'( l )  = 0̂

(X = 0)

R (r) = C 1 J 0 (Xr) + C 2 N0 (Xr) ,

дзе C 1 \ C 2 — адвольныя сталыя. 3 умовы абмежаванасці выцякае, што C2 = 0̂  
Лічачы C 1 = 1, атрымаем R (r) = J^X^^

Д ругая м еж авая ўмова прыводзіцв д а  раўнання

J0 (Xl) = 0̂

3 улікам  суадносін J0 (x) = — J 1(x) яго можна запісацв у  выглядзе

J 1 (Xl) = 0̂

Адсюлв знаходзім уласныя значэнні і адпаведныя ўласныя функцыі заданы Ш турма

( )
Xk = у , Rk(r) = J 0 ( ° f ) ,  — = 1,2,  ■■■,

дзе ak — дадатны я карані раўнання J 1(o) = 0̂
X0 = 0

Ш турма — Л іўвіля, якому адпавядае ўласная функцыя R0 (r) = 1  Яна артаганалвная 
д а  кожнай з функцый J ^ зваг ой p(r) = r  на адрэзку [0, ф Сапраўды, выконваючы 
замену змеиных і выкарыстоўваючы інтэгралвную ўласцівасцв цыліндрычных функцый 
(29), будзем мецв

l 2 kh 2

[  1 • J j  ̂ f X d r  = ^  [  x J 0 (x) dx = l J1 ( ak) = 0 , — = 1,2,  ■■■■
l a k a k

0 0

T (t )

Tk'(t) + ( ) 2Tk (t) = 0̂

К алі — = 1, 2, ■ ■ ■, яго агульны развязак мае вы гляд

( ) = cos aka t  I sin akat  Tk (t) = Ak cos l 1 Bk sin l ■

К алі — = 0 атрымаем раўнанне T0' = 0, развязкам  якога з ’яўляецца паліном першай 
ступені

T0 (t) = A0 + B 0A
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Памнажаючы Tk (t) на уласныя функцыі J ^  і падсумоўВак»ЧЫ па —
0 , 1, . . . ,

k=1
u( r ,  t) = A0 + B 0 t  + ^ 2 1 Ak cos + Bk sin

yka t  
l A . y- f ) .

Падстаўляючы яго ў  пачатковыя ўмовві, атрвімаем

A0 + £  . J  y f )  = Л г ) .  B 0 + £  y f B kJ ^  ф )  = ф(т).
k=1 k=1

У адпаведнасці з агулвнай тэорвіяй раскладання ў  шэраг па артаганалвнай сістэме 
функцвій знаходзім

Ak =
J  r y ( r ) J ^  y T ^ d r

B k =
yk a

J  r ^ ( r ) J 0 (  d r  
0________ _ _ _ _ _ _

J  r J 0 ( y f  ) d r

j y - ) /

a j j j  ' ^ r M .  y f ) d r ■

A0 =
f  r y ( r )  d r  l f  r 0 ( r )  d r  l
0 2 0 2

r  d r
0

= 2  J  r<P(r) dr ,  B 0 = ^~l-----------= 2  J  - Ф ( г )  dr.
0 r  d r

0
Такім чвінам, развязак змяшанай задачві мае ввігляд 

l

(r, t) = 2 J  r [ y ( r )  + t ф ( r ) ] d r  +
0

+ £ {  J y )  [ j r o j  У  у
yka t  

cos — -----+

+
a l yk J ( y k )

r 0 ( r )  J 0 (̂  y ^ j d r . y k a t l  х (  y k r  \
s‘n — } J 4 — )•

yk J 1  (y ) = 0 .

l,
бакавой паверхні якога адбвіваецца канвекцвійнві цеплаабмен з асяроддзем, што мае 

u 0 = . u 1 =
.

l

2
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Развязанне. Т экставая задача эквівалентная змяшанай задачві

f  d u  2 (  d 2u  1  d u  \
= a ( d T d  + ), 0 ф r  < l, t >  0,d t  \ d r 2 r  o r  J

< то,
d u  , / \
—  + h ( u  — uo) r=l

= 0 , t  > 0 ,

- u\t=o = u 1 , 0 ф r  ф l.

Зробім замену u ( r , t )  = v ( r , t )  + uo. Д ля функции. v ( r , t )  првіходзім д а  аднароднай
(

d v , / d 2v  1  d v  \
d t  a  V d r 2 + r  d r ) , 

|v\r=o 1 < то,
d v  ' 
—  + h v  

I d r r=l
=  0 ,

v\t=o = u 1 — uo.

Лічачві v ( r , t )  = R ( r ) T ( t )  i падзяляю чві зменнвія, атрвімаем

T i R" + 1  R'
1  = r  = -  A2.a2T R

3 улікам  межаввіх умоваў маем задачу Ш турма — Л іўвіля для радвіялвнай функцыі

R'' + 1  R' + A2 R = 0,
r

|R(0)| < то, R ' ( l ) +  hR ( l )  = 0. 

r = 0
раўнання мае ввігляд R( r )  = Jo(Ar) .  Падстаўляючві яго ў  другую  межавую  ўмову, 
атрвімаем

AJo (Ar) + h J o (Ar) = 0.

Няхай Vk — дадатнвія карані раўнання vJoo(V) + hl Jo (V)  = 0. Тадві ўласнвія 
значэнні і ўласнвія функцвіі задачві Ш турма — Л іўвіля маюцв ввігляд

Ak = Vk, Rk (r )  = J o (l , ~кк. ,  к  1 2 , . . . .

T (  t)

i Lka\2 t
Tk ( t ) =  Ak e — i

l  з а п іс в а е м  р а з в я з а к  з м я ш а н а й  з а д а ч в і  у  в в іг л я д з е  ш э р а г у

A k e d Т )  ‘ J o [ B f ) .
k= 1

П ачатковая ўмова для v ( r , t )  првіводзіцв да  роўнасці

У  Ak J o (  V - )  = Щ — u o ,
k=1
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з якой па прычыне артаганальнасці функцый J 0 ^ 3 ваг°й r  на адрэзку [0, l] 
атрымаем

Ak =
1

л ,  " f )
r (u i — u0) J ^  " j ~ ) d r  = u i — u0 l 2 J i ( " k )

J0I " f )
" k

Д ля вылічэння квадрата нормві ўласнвіх функцый ввікарвістаем формулу

2 = l !
= 2

h l
у  якой улічым, што J i ( " k ) = —J0("k ) = —  J 0 ("k). Маем

0 "k

Ч  T ) J 0 ("k ) + J i ("k )

Л(  f ) 2
2 J (2("k ) + Г )  J 0 ("k )

" k
l2("k + h 2 l 2 ) J 2 ("k)

2"k

Падстаўляючві гэтві ввіраз у  формулу для каэфіцвіентаў, атрвімаем

Ak =
2"k (u i — u0) h l 3 J 0 ("k ) =  2 (u i — u0 )h l

l2"  + h2l2)J0!("k ) " 2k ("k + h 2 l 2 ) J 0 ( "k) '

Такім  чвінам, канчаткова првіходзім да  адказу

u( r ,  t) = u0 + 2 (u i — u 0) h l  ' ' 2 2

J ("kT\
J X  l )  e - ( Hka ) 2t

=i ("k + h 2 l 2 ) J 0 ("k )

дзе "k — дадатнвія карані раўнання " J 0 (" ) + h l J 0 ( " )  = 0.

З а д а ч а  61 . Знайсці размеркаванне тэмпературы ў  неабмежаванай цвіліндрвічнай 
трубе li  ^  r  ^  і2 , калі на ўнутранай і знешняй паверхнях трубы падтрвімліваецца

u 0 = .

Р а з в я з а н н е . Неабходна развязацв змяшаную задачу

d u  2 (  д  2 u  1 d u )
= a 2 [ XX  + -  , l i  < - < і 2 , t >  0,d t  \ d r 2 r  o r  J

u l = h  = 0  u l= l 2 = 0, t > 0,

k u ^  = u 0 , l i  ^  r  ^  l2 .

u (r, t ) = R (r )T (t ) .
првіходзім да  двух  двіферэнцвіялвнвіх раўнанняў

T '
a 2T

R"  + 1  R'
r  _  \ 2

R  = —A .

R (r )

R'' + 1  R'  + A2R  = 0,

R ( l i ) = 0, R(l2) = 0.

2 2

2

r
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R( r )  = C 1 .J0 (Ar) + C 2 N0 A ) .

П а д с т а ў л я ю ч в і  я г о  ў  м е ж а в в ія  ў м о в в і,  а т р в ім а е м

j  C 1 J 0 (Ah)  + C 2 N0 (Ah) = 0 ,
I  C 1 J 0 (Al2 ) + C 2 N0 (Al2 ) = 0 .

Д л я  т а г о  к а б  а д н а р о д н а я  с іс т э м а  л і н е й н в іх  р а ў н а н н я ў  м е л а  н е т р в ів ія л в н в і  р а з в я з а к ,  

н е а б х о д н а  і  д а с т а т к о в а ,  к а б  я е  в в із н а ч н і к  б в іў  р о ў н в і  н у л ю

Агульны развязак двіферэнцвіялвнага раўнання мае ввігляд

J 0 (Al 1 ) N0 (Al1 ) 
J 0 (Al2 ) N0 (Al2 )

= J 0 (Ah)N0 (Al2 ) — J 0 (Al2 )N0 (Al 1 ) = 0.

p k

J 0 ( p )N0 (pb)  — J 0 ( pb )N0 ( p )  = 0,

дзе b = l 2 . Тадві ўласнвімі значэннямі задачві Ш турма — Л іўвіля будуць л ік і Ak = 
p  l 1
— , к  = 1, 2, . . . .  Л ічачы C 1 = N0 (pkb), з  другога раўнання с іс т э м в і  з н а х о д з ім  C 2 = 
l 1

—J 0 (pkb),  прві гэтвім першая роўнасцв ввіконваецца тоесна. Такім  чвінам, уласныя 
функцвті маюцв ввтгляд

R 0 (  у  а = N0 (pk b ) J 0 ( pY 1  а —M p k  b)N0 (  p l  а , к = 1 , 2 , . . . .

Я н б і  ў т в а р а ю ц в  артаганальную з  в а г о й  r  сістэму т а  а д р э з к у  [_1 , і 2].
3 двіферэнцвіялвнага раўнання Tk + Aka2 Tk = 0 знаходзім

_ ( і ч л\2t 
Tk (t) = Ak e   ̂ h  ) t .

Запісваючы развязак ў  выглядзе шэрагу

(r ,t )  = £  A k e P ‘ R „ (u ( r
k= 1

і  п а д с т а ў л я ю ч в і  ў  п а ч а т к о в у ю  ў м о в у ,  а т р в ім а е м

гх
Е  Ak r J  ,pf )  = u .
k= 1  1

Ak

і2

Ak = ----- , 1  rN 2 J r u 0 R 0 ( p —^Jdr, к  = 1,2 , . . . .
ll
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Знойдзем квадрат нормві ўласнвіх функцый. Пазначвім

Y °(d - )  = N0(dkb ) J0 ( d - )  — J 0( d k b ) N  ( d - ) .

ns • с  ( dkr  \ . v  ( d -  \Функцыі R 0 y ~l— J  i т Д  J -  J  задавалвняюцБ раунанні

d  № )  + ( dk  У - M  Г  )  = “•

1
2

адпаведна. Памнажаючві першую з роўнасцяў на lo ^ d~^j, ДРУГУЮ — на R ^ d~^) ,  
адвімаючві ад адной другую  і інтэгруючы па r  ад l i  д а  і2 , атрвімаем

2 2 І2 
d k -  d  1  ..............  1 \dr +

l i  j M  f )  y° (  т г )  *
ll

+ l1  l1  l1

А дсюлб 3 ул ікам  меж аввіх ум оваў  ввінікае, ш то

2 (d k - \ _  ( d - l 2 [dkY0(d)R0(dk) — dkblo(db)R0(dkb)]

l2
= 0 .

ll

h i fH  h =l h  У l i  ' dk — d 2
l l

Пераходзячві д а  лім іту, кал і d  ^  dk А раскрвіваючві няввізначанасцв у  правай частцві 
з дапамогай правіла Лёпіталя, будзем мецв

dk-\  ' 12
R 0 \ j Il 1

2 = lim l\ [dklo(d)RQ ( dk) — dkbY0(db)R0(dkb)]
dk — d 2

l 2 ( 2
= 2dk I dk b  N 0 (dk b)J0 (dk b) — J0(dkb)N0 (dk b)] —

— dk [N0 ( dkb ) J 0 (dk) — M d k b)N0( dk)] 2

Д ля першага складн іку ввікарвістаем формулу вранскіяна цвіліндрвічнвіх функцый 
J 0 (x) І N )(x)

J 0 (x) N0 (x) 

J 0(x) N0(x)

2
= J 0 (x)N0 (x) — N0 ( x ) J 0 (x) = — .

nx

3 дапамогай гэтай роўнасці i суадносіны

J 0 (dk b) = N0 (dk b)
J 0 (dk ) N0 (dk ) '
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што вынікае з азначэння ўласнвіх значэнняў задачві Штурма — Л іўвіля, пераўтворвім 
складнік у другіх  д уж ках

No( ‘ kb) Jo (kk) -  J o ( ‘ k b ) N( kk ) = J r k )  pNo( ‘ k) Jo (kk) -

Канчаткова для квадрата нормві атрвімаем ввіраз

4pkЬ2 J o (kkb)  4pk

-  J o (Pk) N 0 (Rk^  = -
J o  (kk b) 2

J o (kk) n kk

R o < f )

l 2l l
2 kk n 2 (kkb) 2 J o (Pk)  n 2k 2k

l2
l l

2 kk
4 4 J%(pkb)  1 = 2 l 2  [J 2 (kk) -  J 2 (kkb)]

n 2 pk n 2pk J 2 (kk) - n 2k 2k J o (kk)

l2 / kk r\Вбілічбім цяпер інтэграл J u o r R o l  —— I dr. Улічваючы рэкурэнтныя суадносіны
ii v l l J
J  (x),  N (x)

формулы, атрвімаем

ч т ) 2
u  r N o ( k k b ) J o ( ! f )  -  J o ( kk b ) No ( kk- ) d r  =

р-Ф

[ x[No(kkb) J o (x)  -  J o (kkb)No(x) ] dx = û |  [pkJ°(kk)
kk Vk kk

-  kkbJ'o(kkb)]No(kkb) -  [kk№ (kk) -  kkbN°(kkb)] J o (kkb)} = 

u  l *2
Щ l {kkb[Jo(kkb)N°(kkb)  -  No(kkb)J°(kkb)] -  kk J o ( k k b ) N ° ( ^ ) -  

u o l 2i г 2  2  Jo(kkb)  ] _  2uo l 2i J o (kk) -  Jo(kkb)

kk

-  No (kkb) J о
kk -п п  J o  (kk) - n kk J o (kk )

Ak

2 u o l 21 n 2k 2k J ‘2 (kk) J o (kk) -  Jo(kkb)  = u o n J o ( kk )
Ak =

2l 2 J o  (kk ) -  J 2 (kkb)] n ^ J o ( k k ) J o (kk) + J o ( kkb ) '

Пастаўляючві знойдзенвія каэфіцвіентві ў  шэраг, првіходзім да  адказу

u( r ,  t )  = u  п J o (kk) e - ( Т )  ’ R o i ^ f  ) ,

дзе

k=l J o (kk) + J o (kkb)

Ro ( i f Э = No(kkb)Jo  ( ^ Э -  Jo(kkb)No  ( ^ Эl l
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h l 2 ■ -b = —, Ok — дадатны я карані раунання
l i

Jo (o) No (Ob) — Jo (Ob) No (o) = 0.

Заданы для самастойнага развязання

З адача 62. Знайсці размеркаванне тэмпературы ў  бясконцвім кругаввім  цвіліндрві 
l,

2цыліндру роуная uo r  .

Задача 63. Развязацв задачу аб аствіванні бясконцага кругавога цыліндру радвіюса 
l, u o = , t  = 0
падаецца сталая цвплавая плвтнв шчвтлвнасці q.

З адача 64. Знайсці размеркаванне тэмпературы ў  бясконцвім кругавым цвіліндрві 
l,

якое мае нулявую тэмпературу. П ачатковая тэмпература ўсярэдзіне цыліндру роўная 
u or 2.

З адача 65. П ачатковая тэмпература ўсярэдзіне бясконцага кругавога цыліндру 
0 ^  r  ^  l роўная uo = тонst, а на бакавой паверхні цыліндру адбываецца канвекцыйны 
цеплаабмен з асяроддзем, якое мае тэмпературу u i + bt, дзе u i i b — канстанты.

t  > 0 .

З адача 66. Знайсці размеркаванне тэмпературы ў  неабмежаванай цвіліндрвічнай 
трубе l i  ^  r  ^  І2 , кал і праз яе вонкавую паверхню падаецца звонку сталая цеплавая 

q,
u| t=o = 0.
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3. РАУНАННІ ЭЛІПТЫЧНАГА ТЫПУ

Найпростым прадстаўніком раўнанняў эліптычнага тыпу з ’яўляецца р а ў н а н н е  Ляпля с а

д 2 u  д 2 u  д 2 u
o x ?  + д у 2 + d z 2  = 0  т

д 2 д 2 д 2
дзе x , y , z  — прамавугольныя дэкартавыя каардынаты . Выраз A  = 

называецца ап е р атарам Ляпля с а .  Неаднароднае раўнанне ввігляду

Au = —f  ( x , y , z ) ,  (53)

дзе f  (x, у ,  z) — зададзеная функцыя, назвіваецца р а ў н а н н е м  Пуас она .  Раўнанні Ляпляса 
і Пуасона апісваюцв с т а ц ы я н а р н ы я  працэ сы,  г. зн. працэсы, я к ія  не змяняюцца з цягам 
часу.

Ввігляд аператара Л япляса ў  леввіх частках роўнасцяў (52) і (53) прві пераходзе 
да  крвівалінейнвіх каардвінат змяняецца. У цвіліндрвічнвіх каардвінатах (r, p ,  z)

1  д  (  д  \ 1  д 2 д 2
A =  1 r  —  I +-------------- 1--------,

r  ddr\ d r  )  r 2 Op 2 d z 2

a ў  сфервічнвіх каардвінатах (r, в, p )

1  д  (  2 д  \ . 1  д  (  „ д  \ . 1  д 21  d  / 2 d  \ 1  д  / .  n д \
u  = r 2  d r V d T )  + r ^ S n e  д в  vsin д в )  +r 2 d r \  d r J  r 2 sin в д в \  д в  J r 2 sin2 в d p 2

Сфармулюем пастаноўку краяввіх  (межаввіх) задач на првікладзе раўнання Пуасона. 
Няхай G — канцоўны абсяг трохмернай прасторы з мяжой Г. Патрабуецца знайсці 
непарвіўнві ў  замкнёнвім абсягу G = G U Г развязак раўнання

Au = —f ( P ) ,  P  = ( x , y , z )  e  G,

як і задавалвняе на м яж ы  Г адну з межаввіх умоваў:
1) u\r  = —1 ( P ) — першая кр аявая  задача ( з а д ача  Дырыхле ) ;

d u
2) o n  г  = —2 ( P ) — другая кр аявая  задача ( з а д ача  Но й ма н а );д п  

" d u
ddn + h û  — —3( P ) = 0 — трэцяя кр аявая  задача.

Т ут —1 ( P ), —2 ( P ) i —3 ( P ) — зададзеныя на м яж ві Г функцыі, h  = t > 0, 
n  — знешняя нармалв д а  Г.
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К алі абсяг, у  як ім  шукаецца развязак раўнання, абмежаваны, то кр аявая  задача 
называецца у н у тр а на й .  К алі ж  гэты  абсяг з ’яўляецца часткай прасторы, што ляж ы ць 
па-за абмежаваным абсягам, то кр аявая  задача называецца з н е ш н я й .

Ф ункцыя u ( P ), непарыўная ў  абсягу G разам  са сваім і вытворнымі да  другога 
парадку ўлучна, якая  задавальняе ў  гэтым абсягу раўнанне Л япляса, называецца

G

З Л . Р А З В Я З А Н Н Е  К Р А Я В Ы Х  З А Д А Ч  
Д Л Я  Э Л І П Т Ы Ч Н Ы Х  Р А Ў Н А Н Н Я Ў  

У  П Р А М А В У Г О Л Ь Н І К У

Няхай маецца задача Дырыхле для раўнання Л япляса ў  прамавугольніку Q = 
{0 ф x ф а,  0 ф у  ф b} :

(  д  u  д  u
——2  + т г д  = 0, 0 < x  < а, 0 < у  <b ,d x 2 д у 2

u \x= 0  = Ф l (У), u \x=a = Ф2 (y ) , 0 ф У ф b,
u\y = 0  = ^ 1 (x ) , u\y=b = ^ ( x ) ,  0 ф x ф -■

(54)

Р азвязак  заданы (54) трэба шукаць у  выглядзе сумы u ( x , y )  = v ( x , y )  + + w ( x , y ) ,  
дзе v ( x , y )  i w ( x , y )  — развязк і краявы х задач

" д 2 v  d 2 v
d x 2 + д y 2 0,

v \x=0 = 0, v \x=a = 0,

, v \y=0 = Ф l (x) , v \y=b = 'Ф2 (x) ,

' д 2w  д 2w  0
д x 2 + д y 2 ,

w \x=0 = Ф l (У), w \x=a = Ф2 (y ) , 

, w \y=0 = 0  w \y=b = 0

К ожная 3 гэтых задач развязваецца метадам падзелу змеиных з прыцягненнем 
трыганаметрычных і гіпербалічных функцый.

З а н я т а к  7

Прыклады развязання ты павы х задач

З а д а ч а  67 . У прамавугольніку Q = {0 ф x ф а, 0 ф y  ф b} знайсці развязак 
заданы Дырыхле

f  д 2 u  д 2 u
т г д  + ТГД = 0, 0 < x  < а, 0 < y  <b ,o x 2 Оу2

u \x=0 = A Sln3J У, u \x=a = 0,

u\y = 0 = B x ( a  — x),  u\y=b = 0, A , B  = const ■

u (x, y )
x y
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u ( x , y )  = v ( x , y )  + w ( x , y ) ,  дзе v ( x , y )  i w ( x , y )  — развязк і краявы х задач

" d 2v  d 2v
d x 2 + d y 2 0,

v \x= 0  = 0  V\x=a = 0,

, v \y= 0  = B x ( a  — x),  v \y=b = 0,

/ d 2w  d 2w
+ „ о — 0,d x 2 d y  

I • 3 n y  .
w \x= 0  = A s i n ^ , w \x=a = 0 , 

. w \y= 0  = 0, w \y=b = 0,

адпаведна. Д ля першай задачві возвмем v (x ,  y )  = X (x)Y( y ) .  Падстаўляючві у  звіходнае 
раўнанне і падзяляю чві зменнвія, атрвімаем два зввічайнвія двіферэнцвіялвнвія раўнанні:

X !  = _  Y l  = _  Х2
X  Y  .

Заўваж вім , што з плюсам бярэцца тая функцвія, па аргуменце якой зададзенвія аднароднвія 
межаввія ўмовві. Падставім v (x,  y )  у  адпаведнвія роўнасці v\x= 0  = 0, v\x=a = 0 :

X (0 )Y ( y )  = 0, X ( a ) Y ( y )  = 0  ^  X (0) = 0, X (a)  = 0 .

У ввін іку првіходзім да  задачві Ш турма — Л іўвіля

J  X '' + X2X  = 0, 
\ X (0) = X (a) = 0.

Яе развязкам і будуць уласныя значэнні і ўласнвія функцыі

л к п  к п xXk = — , X k (x) = s in  , к  = 1, 2, . . . .
a a

Д ля Y (y) доя знойдзеных значэнняў Xk маем двіферэнцвіялвнае раўнанне другога 
парадку са сталвімі каэфіцвіентамі:

' к п  \2,
Yk (y ) — ( a )  Yk(y ) = °.

/ кп\  2
Д в і с к р в і м і н а н т  х а р а к т а р в і с т в іч н а г а  р а ў н а н н я  - 2 — ( —  ) = 0 дадатны , п р в і ч в ім

к п  .
карані роўнвія - р  2 = ± — . Такім чвінам, фундаментальная сістэма развязкаў мае

kny kny
вы гляд e~ a , e  a . Аднак у  дадзеным выпадку зручней у  якасці фундаменталвнай

• к п  к псістэмы брацв гіпербалічную функцыю sh —  y  і яе зрух sh —  (b — y ) .  Тады агулвны
развязак запішацца ў  выглядзе

Yk(y) = Ak sh ^Пу + Bk sh ^П (b — y) .

Памнажаючы Xk(x) i Yk(x) i падсумоўваючы na ўсіх к,  атрымаем шэраг

кп  к п
Ak sh

k=1 "

  г кп  кп
Кx , y )  = ^ 2  [Ak sh - ^ У  + Bk sh a  (b — y )

к п x 
s in  ,
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сум аяко га  v (x,  у )  з ’яўляецца гарманічнай у  Q функцыяй, якая  задавалвняе м еж авы я 
ўмовы на баках прамавугольніка Q. Запатрабуем, каб дл я функцвіі v ( x , y )  ввіконваліся 
межаввія ўмовві на верхняй і ніжняй асновах:

л , knb knx  л Ж  , knb knx
B k s h  s in  = B x ( a  _  x),  > Ak s h ------ s in  = 0.

a  a  a  ak=1 k=1

Ak = 0, k = 1, 2, . . . .
як  расклад функцыі p ( x )  = B x ( a _ x )  на адрэзку [0, a] у  шэраг па ўласных ф ункцыях 

Xk(x) ,  у  як ім  каэфіцыентамі Ф ур ’е будуць л ік і pk = Bk s h  , атрвімаем

a a
л 2 f  knx  , 4 B a  f  knx  ,
B k = ------ ;—r  / B x ( a  _  x)  s in  dx = -------------;—r  / s in  dx =

, knb J  a  n  \2 i knb J  aa  s h  0 ( kn ) 2 s h  0
a a

{0, k = 2n,
8 B a 2

 (2n + 1)nb , k = 2п + 1.
(2n  + 1)3n 3 s h^2^ — 1^  

a
Т ут прві ввікарвістанні формулві інтэгравання часткам і абодва разві першвія складнікі 
звярнуліся ў  нулв.

Падстаўляючві ввіразві для каэфіцвіентаў у  шэраг, будзем мецв

h (2n + 1)п )
8 B a 2 ^  sĥ ^ ~ 2 ~ y ) i n (2n + 1)nx

B a
v ( x , y )  = ^ 2 ^п 3 ^  (2 n  + 1 ) n b S in ‘n= 0  (2 n  ) 1 ) 3 sh

a

Аналагічна развязваецца кр аявая  задача дл я функцыі w(x ,  y ) .  Л ічачы w ( x , y )  = 
X ( x ) Y ( y )  i падзяляючві зменнвія, для Y ( y )  првіходзім да  задачві Ш турма — Л іўвіля

J  Y" + A2Y  = 0,
Y(0)  = Y(b)  = 0

s n  , . s n y  tt i
3 рсізвязксімі As = —b , y s ( y )  = sin —b—, s  = 1 , 2 , . . . .  д^ыфбрэнцыяльняб ряуняннб

/ s n \  2
X'S _  ^— J X s = 0 мае развязкі

-\r / \ i s n  л s n  , ,Xs(x)  = Cs  s h  —  x + Ds  s h  —  (a _  x).

Складзем шэраг
ж

w(x ,  y )  = ^ 2  C  sh —bn x + Ds sh х  (a _  x)
s= 1

x = 0  x = a
Ж 0 Ж

, s n a  s n y  3 n y  ^  i s n a  s n y
Ds  s^ —  sin —- =  A s i n - д - , у  Cs  sh —-— sin ——— = 0. s b b b s b b

s n y  
sin —— 

b

s=1 s=1
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Адсюль знаходзім

Cs  = 0 , s  = 1 , 2 , D3 =
A

sh
3na
~b ~

Ds  = 0 , s  = 3

D s
уласных функцый). Такім  чынам, маем

, A 3п . 3n y
w (x ,  y )  = — 5—  sh —  (a  — x) sin ■

sh
3na  b
~b

b

Складаю чы функцыі v ( x , y )  i w ( x , y ) ,  атрымаем адказ

(2 n  + 1)n
8 B a2 ^  s h  a (b — y ) . (2n + 1)nx

u ( x , y )  = ^ ^ Y  a  s.nV 7n 3 n=o (2n + 1)3 sh
(2n + 1)nb

sin +

A , 3n , % 3ny
I-------d—  sh —— (a — x) sin —-—.

3na b v ’ bsh —— 
b

Задача 68. Развязаць краявую  задачу ў  прамавуголвніку:

d 2u  d 2u
х - у  + т г у  = 0, 0 < x  < a, 0 < y  <b ,d x 2 d y 2

d u d u
= 0, TOx=o dx

0 ,
dx

u|y=o = A, u ^ =ь = Bx,  A , B  = const.

Развязанне. Адзначым, што на баках прамавуголвніка Q = {0 ^  x ^  a,  0 ^  y  ^
b
развязак ў  ввіглядзе u ( x , y )  = X (x)Y( y ) .  Пасля падстаноўкі ў  двіферэнцвіялвнае 
раўнанне і падзелу зменнвіх првіходзім да  роўнасцяў

X I  = _  YU. = _  X 2
X  Y  .

3 межаввіх умоваў ввінікае, што X '(0 ) = 0, X '(a)  = 0. Далучаю чві гэтвія ўмовві
X (x ) ,

Л іўвіля
X .. + X2X  = 0 ,

I  X '(0) = X '(a ) = 0,

развязкам і якой з ’яўляюцца

- п . . knx  , ^  . .
Xk = — , k = 0,1,  •••'  X k(x) = cos  , k = 1,2, . X o(x) = 1.

a a

a
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Запішам дыферэнцыяльнае раўнанне для функцыі Y( y )

Yk (У) — (  Y  ) 2Yk ( y ) = 0 .

К алі к = 1, 2 , . . . ,  яго агульны развязак мае ввігляд

Yk(y) = Ak sh —  y  + Bk sh —  (b — y) ,  
a a

a, кал і к = 0 , развязкам  двіферэнцвіялвнага раўнання Y f = 0 будзе лінейная функцвія 
Yo(y)  = Aoy  + B o . Твім самвім пабудаваная гарманічная ў  абсягу Q функцвія

СЮ т т ,knx
u(x,  y )  = Aoy  + Bo  + У  \Ak sh ^ У  + Bk sh ^ 2  (b — y )

k= 1
c o s

якая  задавалвняе меж аввія ўмовві для x = 0, x = a.
П адставім шэраг у  межавую  ўмову u\y=o = A

y  л , knb knxB o + > B k s h -----co s  = A.
t—' a ak= 1

Па првічвіне артаганалвнасці ўласнвіх функцвій X j ( x )  = co s   з вагой p(x)  = 1
[0 , a]

Bo  = A, Bk = 0, к  = 1, 2, . . . .

Падстаўляючві цяпер шэраг у  межавую ўмову u\y=b = Bx ,  атрвімаем

. . . у  , knb knx  л
Ao b + A + У Ak s h  co s  = Bx.

t—' a  ak= 1

Ak
a

. 1 . 1 ]' , 1 B a 2 B a  . B a  — 2A
Ao b + A = Т——ГК B x  dx = -----—  = —- ^  Ao =

||Xo||2 7 a  2 2 ' 2b
o

a a
. 2 f  knx  , 2 B  f  knx  ,

Ak = ------ ;—г  / B x  c o s ------ dx =  j—г  / s in  dx =
k J  a  , , knb J  aa  s h  o к п -s h ------ oa  o a  o

0, к  = 2n,
4 B a

, к  = 2n  + 1.
( 2 n + d v  s d d n + d d

Канчаткова првіходзім д а  развязку краявой задачві

B a  — 2A
u(x,  у ) = — 2b —  у  + A —

( 2 n  + 1 ) п
4 B a  У  sh a У (2n + 1)nx
 3“  / -----------------^ ------ TVT cos ---------------- .
п2 n = o (2 n  + 1 )2  s , d 2 n  + 1 )пЬ a

a
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З а д а ч а  69 . Знайсці патэнцыял электрастатычнага поля ўсярэдзіне абсягу, абмежаванага 
праводзячвімі пласцінамі x = 0, y  = 0 i y  = b, кад і пласціна x = 0 зарадж аная 
да  патэнцыялу A^ 1 — y^j ,  A = ran  st, a пласціны y  = 0 i y  = b заземления. 
Электрвічныя зарады  ўсярэдзіне разгляданага абсягу адсутнічаюцв.

Р а з в я з а н н е .  Д адзеная тэкставая задача эквівалентная краявой задачи  ў  паўпаласе 
Q = {0 ф x ф ж ,  0 ф y  ф b}:

d 2u  d 2u
т - д  + т г д  = 0, 0 < x < ж ,  0 < y  <b ,d x 2 d y 2

u \x=0 = У 1 — ^ ^ , u \y=0 = 0  u \y=b = 0 .

Лічачы u ( x , y )  = X ( x ) Y (y) i падстаўляючы гэты  выраз у  раўнанне, будзем мецв

_X1_ = Y l  = _  A2
X  Y  .

Y (y ) Y (0) = 0 , Y (b) = 0 ,
я к ія  з ’яўляюцца следствам краявы х умоваў на верхняй і ніжняй асновах паўпаласы 
Q,

j  Y " + A2Y  = 0,
\ Y (0) = Y (b) = 0.

Развязваю чы гэтую задачу, знаходзім уласныя значэнні і ўласныя функцыі

к п  ^  . . kn y
Ak = -р~, Yk(y) = s i n ^ —, к  = 1 , 2 , . . . .

X (x )

Xk'(x) — ( ^ )  2Xk (x) = 0.

Ввібіраючы ў  якасці фундаменталвнай сістэмы развязкаў стандартны набор функций
knx knx

e -  b , e  b , запішам агульны развязак ў  выглядзе

knx knx
Xk (x) = Ak e -  b + Bke  b .

Перамнажаючы Xk ( x ^  Yk (x),  атрымаем частковыя развязкі

knx knx\ kn y/ knx knx \
uk (x , y )  = A e -  b + Bke  b J s i n -

b

я к ія  задавалвняю цв суадносіны uk(x,  0) = 0, uk(x,  b) = 0. 3 абмежаванасці функций 
uk(x,  y )  на бясконцасці вынікае, што Bk = 0. Складзем шэраг

, . ^  . _kEx k n y
u ( x , y )  = Ake b sin b

k= 1  b
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x = 0

£
k=i

Ak sin У  = A ( 1 — У

Ak

Ak = U  A ( 1  — У) sin
2A tl . k n y

— -—- (b — y )  cos —— 
k n b y y> b

2A
k n '

Такім чынам, у  адказе атрымаем

, . 2A 1 _knx kn y
u ( x , y )  = n ^ k e  b s m ~ y

k=i

З а д а ч а  70. Знайсці стацвіянарнае размеркаванне тэмпературы ўсярэдзіне прамавугольнай 
пласцінві Q = {0 ^  x ^  a, 0 ^  y  ^  b}, калі бакі x = a  і y  = b пакрвітвія цеплавой

x = 0 y  = 0 
пласціне вылучаецца цеплвіня са шчвілвнасцю Q = const.

Р а з в я з а н н е . Будзем развязвацв неаднародную краявую  задачу

(  d 2u  d 2u  
d x 2 + d y 2 

I  ̂ d u
^ 0 = 0  d x

. d u
“ '»=0 = °- d y

Q
K ,

= 0 ,

»=b
0 ,

K
x

X '' + A2X  = 0 , 

X (0) = X ' (a ) = 0 .

. (2k + 1)nx
Яе ўласныя функцыі — Xk (x) = s in   -, k = 0,1,  . . . .  Будзем шукаць развязак

2a
ў  ввіглядзе ш эрагу Ф ур ’е

( ) ^  ( ) • (2k + 1)nx 
u(x,  y ) = 2 ^  Uk(y ) s in  2a------

k=0

дзе каэфіцвіентві раскладу Uk(y) ввізначвім так, каб шэраг задавалвняў раўнанне і 
межаввія ўмовві ў  пунктах y  = 0 і y  = b. Правую частку таксама раскладзем у  шэраг 
па ўласнвіх ф ункцыях

Q f  . (2k + 1)nx 
2 ^  fk sin ■K k=0 2a

b

x=a
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дзе каэфіцыенты fk вылічаюцца па формулах

2 (  Q \ (2— + 1 ^ x
-  / —— s in -----------------dx
a J  V K J  2 a

о

4Q
K  (2— + 1 ) п '

Падстаўляючві шэрагі ў  двіферэнцвіялвнае раўнанне, атрвімаем

<Ж
E { U fc (y )
k= 0

(2— + 1)п r 2Uk(y) — f k } s in (2—+ !> =  = 0 .
2a 2a

Гэтвія суадносінві будуцв ввікананвія, калі ўсе каэфіцвіентві раскладу роўнвія нулю

- (2— + 1)п 12

Uk (У) — L 2a

Q I 0 d u3 межаввіх умовау u\y = 0 = 0, ——
y=  d y  y=b

Uk(y) = f k , — = 0,1,  . . . .

= 0

Uk (0) = 0, Uk (b) = 0.

У ввш іку првіходзім д а  сям ’і краяввіх задач для неаднароднага зввічайнага двіферэнцвіялвнага 
раўнання другога парадку са сталвімі каэфіцвіентамі адносна функцвій Uk (y) .  У 
якасці частковага развязку возвмем Uk (y) = Ck. Падстаўляючві ў  раўнанне, з улікам  

f k
U ( ) = 16a2Q

k(y) = K (2— + 1)3п 3 .

Тадві агулвнві развязак можна запісацв у  ввіглядзе сумві

тт < ) 16a2Q + A i (2— + 1)п + B (2— + 1)п ^
Uk (y) = пут- ;—г т п г и  + Ak c h    y  + Bk c h   -------(b — y ) .K  (2— + 1)3п3 

3 межаввіх умоваў ввінікае, што

Ak = 0 , Bk = —

2a 2a

16a 2Q

K  (2— + 1)3п3 ch
(2— + 1)пЬ ' 

2a

Такім  чвінам, для каэфіцвіентаў раскладу маем

16a2 Q
Uk (y ) = K  (2— + 1)3п3

1

h (2— + 1)п )  
c h ^ ^ ( b —y)

ch
(2— + 1)пЬ 

2a

Канчаткова првіходзім д а  развязку краявой задачві

u (x, y ) =
16a 2Q

k= 0 K  (2— + 1)3п3
1

ch
(2— + 1)пЬ 

2a

sin
(2— + 1 ^ x  

2a

Заданы для самастойнага развязання

a
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З а д а ч а  71. Знайсці патэнцыял электрастатычнага поля у  прамавугольніку П =
{0 ф x ф a,  0 ф y  ф Ь], кал і ўздоўж  боку x = 0 патэнцыял роўны V0 , а тры іншыя 
бакі заземления. Электрычныя зарады  ўсярэдзіне прамавугольніка адсутнічаюць.

З адача 72. Знайсці стацыянарнае размеркаванне тэмпературы ўсярэдзіне прамавугольнай
пласцінві Q = {0 ф x ф a, 0 ф y  ф Ь}, калі д а  боку y  = Ь падводзіцца сталая цеплавая 
плвінв q, а на астатніх трох баках падтрымліваецца сталая тэмпература щ .

. с
сечвіва Q = {—a ф x ф a, —Ь ф y  ф Ь}, дзве процілеглыя грані якой x = —a i x  = a 

V0 , y  = —Ь y  = Ь

Р а з в я з а ц ь  н а с т у п н ы я  к р а я , в ы  я, з а д а н ы :

(  d 2u  d 2u
тру  + тг п  = 0, 0 < x  < a, 0 < у  <Ь,

74.
d x 2 d y 2

u \x= 0  A, u \x=a B y ,
d u  

I d y = 0  Ty = 0  d y
= 0, A , B  = con st.

y=b

75.

d 2 u  d 2 u
2  + ТГД = 0, 0 < x  < a,  0 < y  <Ь,

d x 2 d y 2

u \x= 0  = 0 , u \x=a = АУ(Ь — У) '
u|y = 0  = 0, u|y=b = B x ( a  — x),  A, B  = .

f  d 2 u  d 2 u
2  + ТТД = 0, 0 < x  < a,  0 < y  <Ь,

d x 2 d y 2

7 6 - u \x= 0  = s i n ^ Y  + u \x=a = 0 '
. nx

u \y= 0  = sin — , u \y=b = 0-a

(  d 2 u  d 2 u
= 0, 0 < x  < a,  0 < y  < ю ,

d x 2 d y 2

u|x = 0  = 0 , u|x=a = 0 ,77.

u\y = 0 = A^ 1 — x^J, u\y=^  = 0, A = const

78.

79.

d 2 u  d 2 u  ,
2  + ТТД = 0, 0 < x < <x>, 0 < y  <Ь,

d x 2 d y 2

u \x= 0  u 0 , u \x=x 0 ,

, u \y= 0  = 0  u \y=b = 0 -

d 2 u  d 2 u  Ь Ь
О Д  + д у 2  = ^  0 < x < a  — 2  < У <  2 ,

u | x = 0  = 0, u|x=a = 0,

u \y=-b/2 = 0, u \y=b/2 = 0-y=b/2
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f  0 2u  0 2u
t - д  I ~ 2 = 0, 0 < x  < a, 0 < y  <b ,
Ox2 Оу 2

d u _ q d u
dx x=0 a dx x=a
d u q d u
d y y=0 b , d y y=b

= 0 ,

= 0, q = const > 0̂

3 .2 .  М Е Т А Д  П А Д З Е Л У  З М Е И Н Ы Х  Д Л Я  К Р У Г А В Ы Х  I 
Ц Ы Л І Н Д Р Ы Ч Н Ы Х  А Б С Я Г А Ў

Разгледзім  унутраную задачу Дырыхле для круга:

1 д  (  d u )  + 1 d 2u
r  d r  V d r  J  ' r 2 д ф 2 

u(a ,  ф) = f  (ф),  0 ф ф ф 2 п

= 0, 0 ф r  < a,  0 ф ф ф 2п, (55)

(56)

Р азвязак  гэтай заданы будзем шукацв метадам падзелу змеиных, лічачы

u( r ,  ф) = R( r )Ф(ф)  ф  0̂  (57)

Падстаўляючы меркаваную форму развязку ў  раўнанне (55) і падзяляю чы зменныя, 
атрымаем

d d R  
г Т А г 1 - )  = ф''(ф) = М= XT

R (r) Ф(ф)

R (r )
раунання

d  (  d R  )  2
r  — ( r  —— ) — X R  = 0̂

d r  d r
Д ля функцыі Ф(ф) атрымаем задачу на ўласныя значэнні

( ф'' + X2Ф = 0,

[ Ф(ф + 2п) = Ф(ф)

(58)

(59)

Т ут умова перыядычнасці функцыі Ф(ф) з ’яўляецца следствам перыядычнасці ш уканага 
развязку u (r, ф) па вуглавой зменнай з перыядам 2 п

Задача (59) мае нетрывіялвныя перыядычныя развязк і толькі, калі X = Xn  = n,  
n  = 0,1,  ■ ■ ■ ■ Гэты я развязк і маюцв вы гляд

Фп (ф) = An  cos n p  + B n  sin n p ,

An B n
3 (58) для функцыі R( r )  , кал і X = n,  n  ф 1, атрымаем раўнанне

2 d 2R d R  2 ^
r  - -тс  + r  —------ n  R  = 0̂d r 2 d r (60)
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Ш укаем частковыя развязк і гэтага раўнання ў  выглядзе сталай функцыі R( r )  = r p , 
p  = . p

r 2p ( p  — 1 ) r p n 2 + r p r p n 1 — n 2 r p = 0,

адкулв p 2 — n 2 = 0 або p  = ± n.  Такім  чынам, раўнанне (60) мае два лінейна 
незалежныя развязк і Rn (r )  = r n \ Rn ( r )  = r - n .

К алі n  = 0, то раўнанне (60) набывае выгляд

rR' '  + R'  = 0 ^  Ro ( r )  = A0 + B 0 ln r.

Р азвязак  ўнутранай задачы Дырыхле павінен быцв абмежаваным ў  цэнтры круга 
r  = 0. Таму са знойдзеных развязкаў трэба ўзяцв толькі Rn (r )  = r n , n  = 0 ,1, . . . .

Такім  чынам, у  адпаведнасці з роўнасцю (57) частковыя развязк і раўнання (55) 
можна запісацв у  выглядзе

u n ( r , p )  = r n (An  cos n p  + B n  s in n p ) ,  n  = 0 ,1, ___

3 прычыны лінейнасці i аднароднасці раўнання (55) суперпазіцыя частковых развязкаў

ОО
n( r , p ) = Y .  r n (An  cos n p  + B n  sin n p )  (61)u

n= 0

таксама будзе задавалвняцв зыходнае раўнанне. Задавалвняю чы м еж авы я ўмовы (56), 
атрымаем

ОО
n' k ^ a n (An cos n p  + B n  sin n p )  = f ( p ) .  (62)

n = 0

f ( p )
сістэме функцый, прыходзім д а  развязку ўнутранай задачы Дырыхле (55), (56):

f \v *л / r  \ n
u ( r , p )  = —  + O i ( Д  ( a n  cos n p  + Pn sin n p ) ,  (63)

2 an = 1

a 0 = x j  f  ( p )  d p ,  a n  = 1  J  f  ( p ) c o s  n p d p ,

П
1

pn  = — I f  (p ) sin n p d p ,  n  = 1, 2, —  (64) 
п

d u
З а ў в а г а  4 .. Р а з в я з а к  к р а я в о й  з а д а чы  д л я  р а ў н а н н я  (55) з  м е ж а в а й  у м о в а й  

f ( p )

Д  rn
u ( r , p ) = J 2  n  ( a n c o s  n p  + p n  sin n p )  + C,  (65)

n= 1

— П
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C
п

ao  = 1  J  f  (y )  d y  = 0.

Р а з в я з а к  ў н у т р а н а й  т р э ц я й  к ра я в ой  з а д а чы  з  м е ж а в а й  у м о в а й  ( +  h u
d r

f  (у )  ма е  в ы г л я д
Ж n

u (— У) = Л  + S  (n + rrih)n n - i  ( a n  cos n y  + в п  sin n P)  • (66)( n  + ah )a=i

Ка э ф і ц ы е н ты  a n i @n у  формулах  (65), (66) в ы з на ч а юц ц а  п а в о дл е  с у а д н о с і н  (64).

Каб развязваць краявв ія  задачві для знешнасці круга замест (61) трэба ввікарвістоўвацв
шэраг

СЮ

u ( r , y )  = Y^  r  n (Cn  cos n y  + Dn  sin n y ) .
n=o

Д ля краявой задачві ўсярэдзіне кругавога колца a < r  < b гарманічная функцыя 
набывае вы гляд

Ж
nu( r ,  у )  = Ao + B o ln r  + ' 'Y r n (An  cos n y  + B n  sin n y )  +

n=i Ж
+ У ]  r - n (Cn  cos n y  + Dn  sin n y ) .

n=i

Ужыванне метаду Ф ур’е дл я  знаходжання развязкаў эліптвічнвіх раўнанняў, як ія  
апісваюцв стацвіянарнае размеркаванне тэмпературы ў  канцоўнвім цыліндры, патрабуе 
ввікарвістання цвіліндрвічнвіх функцый Бэсэля (гл. тэм у 2).

З а н я т а к  8 

Прыклады развязання ты павы х задач
З а д а ч а  81 . Знайсці функцыю, гарманічную ў  колцві 1 < r  < 2 і такую , што 

u| r=i = A, u|r=2 = B  sin 2y ,  A, B  = .

Р а з в я з а н н е . Маем краявую  задачу

d 2u  1 d u  1 d 2u
у  2  +----я-----1 2 ТТЛ = 0 ' 1 < r  < 2 'd r 2 r  d r  r 2 d y 2

u| r=i = A, u|r=2 = B  sin 2y .

Яе развязак ввіяўляецца шэрагам

u( r ,  y )  = Ao + B o ln r  + Y ^  r n {An  cos n y  + B n  sin n y )  +
n=i

Ж
+ У ]  r - n (Cn cos n y  + Dn sin n y .

n=i
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Падставім гэтві шэраг у  межаввія ўмовві:

Ж Ж
А0 + p n  cos u p  + B n  sin u p ) + (Cn  cos u p  + D n  sin u p ) = A,

n=i n=i
ж

A0 + B 0 ln2  + J ]  2n ( An  cos u p  + B n sin u p  +
n=i ж

+ 2-n  ( Cn cos up  + D n  sin u p  = B  sin 2 p .
n=i

Првіраўноўваючві каэфіцвіентві ля аднолвкаввіх уласнвіх функцвій, првіходзім да  суадносін:

A0 = A, An  + Cn = 0 , B n  + Dn  = 0 , u  = 1, 2 , . . . ,

A0 + B 0 ln 2 = 0, 2nAn + 2~n Cn  = 0, u  = 1 , 2 , . . . ,

4 B 2 + 1  D 2 = B ,  2n B n  + 2~n Dn  = 0, u  = 2.

Адсюлб ввшікае, што

A
A0 = A, B 0 = ——X, An  = Cn = Ф u  = 1, 2  . . . ,ln 2

4B  4B
B 2 = 1 5 , D 2 =  1 5 , B n = Dn = 0  u  = 2.15 15

Такім чвінам, гарманічная ў  колцві функцвія мае ввігляд 

. A ln r  4 B  (  2 1 \
u (r ’ p ) = A — ШГ + І 5 t-  — Л  Sln 2 p -

З адача 82. Знайсці функцвію, гарманічную ў  кругаввім  сектарві 0 < r  < a,
0 < p  < а , як ая  задавалвняе меж аввія ўмовві u\^= 0  = 0 , u\^=a = 0 , u\r=a = f  ( p ) .

Развязанне. Краявую  задачу

d 2u  1 d u  1 d 2u
тгж  + -  -X- + - 2  -д- 2  = 0 , 0 ^  r  < a, 0 < p  < а,  d r 2 r  d r  r 2 d p 2

u \̂ =0 0, up = a  0 , u \r=a f  (p ) ,

будзем развязвацв метадам Ф ур ’е, лічачві u ( r , p )  = R ( r ) Ф ( p ) .  Падстаўляючві гэтві 
развязак ў  двіферэнцвіялвнае раўнанне, падзяляю чві зменнвія і задавалвняю чві межаввія 
ўмовві u\^= 0  = 0, u\^=a = 0, првіходзім да  задачві Ш турма — Л іўв іля для вуглавой 
функцвіі $ (p )

( Ф11 + а 2Ф = 0 , 0 < p  < а ,
I  Ф(0) = 0, Ф (а) = 0,

R (r )

1 1
R II( r )  + -  R I(r )  — A2R( r )  = 0.
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Агульны развязак раўнання для функцыі Ф (Д  мае ввігляд

Ф(^) = A cos Ap + B  sin Ap.

3 першай межавай умовы знаходзім B  = 0. Падстаўляючві развязак у  другую  межавую
n nўмову, атрвімаем, што ўласнвія значэнні роўнвія An  = — , n  = 1, 2, . . . .  Ім адпавядаю цв

. n n p a
уласныя функцыі Фп(р) = An  s in ------- , артаганальныя з вагой p(p) = 1 на адрэзку

a
[0, a ] :

. n n p  . k n p  , 
s in  s in  d p  =

0 , n  = k,

a a sin
n n p

a
a

= —, n  = k. 
2

Раўнанне для радвіялвнай функцыі

r 2R ''(r )  + r R ' ( r )  — Xnn R( r )  = 0

Annn
кр угу  r  = 0 м аер азвязк і Rn (r) = r  a . Складваю чы здабыткі вуглавы х i радыяльных 
. ,, nn ' n n p
функцый, атрвімаем набор частковвіх развязкаў выгляду u n ( r , p )  = An r  a s in  .

a
Пабудуем шэраг

nn  . n n p > IOI\
u n (r, p )  = У An r  a sin

n=i n=i

r = a

a

<ж
2 2  An a a sin -
n=i a = f  (p ) .

An

An =*n, nn
a a  a

a

J  f  (p) sin dp .

Канчаткова првіходзім д а  адказу

л ^  nn
u ( r , p )  = a  £ r

n=i

З а д а ч а  8 3 . Развязацв краявую  задачу

а
a . n n p  n n p

s in   / f  ( p ) s i n  dp .
a  a  a  a

n =i 0

d 2u  1 d u  1 d 2u  2
д  2 2 2 = —r 2 cos 2p, 0 ^  r < a ,d r 2 r  d r  r 2 d p 2

u \r=a 0 .

a

2

2
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Р а з в я з а н н е .  Запішам развязак звіходнай задачві у  ввіглядзе u( r ,  p )  = = v ( r ,  p )+  
w ( r ,  p ) ,  дзе w ( r ,  p )  — частковві развязак раўнання Пуасона. У я касці функцвіі w ( r ,  p )  
возвмем w ( r , p )  = W (r )co s2 p . Тадві

W"( r )  cos 2p + 1  W ' (r) cos 2p — 4  W (r) cos 2p = —r 2 cos 2p, r  r 2

або
r 2W  "( r )  + rW  '( r )  — 4W  (r) + r 4 = 0.

У ввін іку првіходзім да  раўнання Эйлера, развязак якога шукаем у  ввіглядзе W  (r) = 
C r4. Падстаўляючві W (r) у  раўнанне, знаходзім

12Cr4 + 4 C r 4 — 4 C r 4 + r 4 = 0 ^  C  = — ̂ .

Такім  чвінам, частковвім развязкам  неаднароднага двіферэнцвіялвнага раўнання

будзе функцвія w ( r ,  p )  = — — r 4 cos 2p.

Адносна функцвіі v ( r ,  p )  неабходна развязацв краявую  задачу для раўнання 
Ляпляса:

d 2v  1 d v  1 d 2v
т гд  +—  д — I— 2 тту  = Ф 0 ф 1 < a, d r 2 r  d r  r 2 d p 2

a4
v \r=a = 12 cos2P.

Р азвязак  ўнутранай задачві Двірвіхле мае ввігляд

A0 ™
v ( r , p )  = ----- 1 ' 'У r n [An  cos n p  + B n sin n p ).

2 n=1

3 межавай умовы ввіцякае суадносіна

A0 ™ a
“2“ + У ,  an { An cos n p  + B n  sin n p  = — cos 2 p ,

n= 1

4

адкуль знаходзім, што

a 2
B n  = 0, n  = 1, 2 , . . . ,  A2 = — , An = 0, n  = 2. 

a 2 2
Такім чвінам, v ( r ,  p )  = — r 2 cos 2p, i развязкам  звіходнай краявой задачві будзе 
функцыя

a 2 2 1 4
u( r ,  p) = 1 2  r  cos2p — 1 2  r  cos2p.

З а д а ч а  84 . Знайсці стацвіянарнае размеркаванне тэмпературы ў  цвіліндрві Q = 
{(r, p ,  z) : 0 ф r  ф l, 0 ф p  ф 2п,  0 ф z ф h},  д а  ніжняй асновві якога падводзіцца 
сталая цеплавая плвінв q, а на бакавой паверхні і верхняй аснове падтрвімліваецца 
нулявая тэмпература.
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Развязанне. Сф армуляваная тэкставая задача эквівалентная краявой задачвт 
для раунання Ляпляса

(  d 2u  1 d u  d 2u
~d~o + -  т -  + т г д  = 0, 0 ф r  < l ,  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2

< то, u\r=l = 0, 0 ф z ф h,

d u  
dz

q
z=o K

= — — , K  = const > 0, u\z=h = 0, 0 ф r  ф l.

У адпаведнасці з метадам Ф ур ’е будзем шукацв развязак ў  выглядзе здабытку 
u ( r , z )  = R( r ) Z ( z ) .  Падставім яго ў  раўнанне і падзелім зменныя:

R'' + 1 R' Z ''
= -  4  = -  A2 .R Z  

R( r )
— Л іўвіля ў  асаблівай пастаноўцы

R'' + 1  R'  + A2 R = 0, 
r  

R ( 0 )  | < то, R( l )  = 0.

Уводзячы новую змеиную x = Ar, прыходзім да  раўнання

d 2 R 1 d R  r  0
dx 2 + x dx + ,

агулвны развязак якога запісваецца ў  выглядзе

R(x)  = C J o ( x )  + C 2 No (x),

або
R( r )  = C 1 Jo(Ar)  + C 2 No(Ar).

Падстаўляючы ў  м еж авы я ўмовы і ўлічваючы, што функцыя No (r )  не абмежаваная 
ў  пункце r  = 0, атрымаем

V r
= 1, 2,Ak = Vk, Rk(r )  = J o ( Vf ) ,  к = 1 , 2 ,

д з ( Vk — дадатны я карані раўнання J o ( v )  = 0. Адзначым, што ўласныя функцыі 
J o k̂ф )  утвараюць артаганальную з вагой r  ^а адрэзку [0,l] сістэму функцый.

Звернемся да  дыферэнцыялвнага раўнання для функцыі Z(z) .  3 улікам  знойдзеных

Ak (  \
Zk(z ) — (^ф ) Zk(z) = 0 .

Р азвязак  гэтага раўнання зручна запісацв у  выглядзе лінейнай камбінацыі гіпербалічных 
функцый

Zk(z) = Ak s h  VVkz + Bk s h  Vjk( h  — z).

r
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Пабудуем шэраг

u( r ,  z) = J 2  [Ak sh pjkz + Bk sh у ( h  -  z) J o  {‘ j - )
k=l

i падставім яго у  межавую ўмову u]z=h = 0

V 7
£  Ak sh p k h  J o ( R f )  = 0  *  Ak = 0, k = 1 , 2 , _
k=l

3 межавай умовві на ніжняй аснове цвіліндру маем
V 7

-  £  Bk ‘ j  ch л ( о у )
Pk , Pkh ( p k r \  q

t  Ch— J o \— )  = -  Kk=l

B k

l
B k = ------ -  hk ... Г ,2 T2/ \ , u, l ql _________2___ [ r J j p ^ \ d r  =

K p k ch p J h  l 2 j i (pk ) I  '  l '
l

2 q l 2 J l (Rk)  2 ql

I K p j J 2 ( p k ) c h  p h  pk K p 2kJ i ( p j ) c h

3 улікам  знойдзенвіх значэнняў каэфіцвіентаў канчаткова првіходзім да  адказу:

( ) 2 ql V  1  . pk ( ) ( p k r э
z) = ? E  2 • ,  , h p k h sh - ( h  -  Щ — у

k=l p 2kJ l ( p k ) c h  —

З а д а ч а  85 . Знайсці стацвіянарнае размеркаванне тэмпературы ў  цвіліндрві Q = 
{(r,  р ,  z) : 0  ф r  ф l, 0 ф р  ф 2 п,  0 ф z ф h},  калі тэмпература ніжняй асновві роўная 
нулю, бакавая паверхня цвтліндру пакрвттая непранікалвнвтм для цеплвтні чахлом, а 
тэмпература верхняй асновві роўная u]z=h = f  ( r ) .  Разгледзецв првіватнві ввіпадак, 
калі f ( r )  = u o r 2 .

Р а з в я з а н н е . Неабходна развязацв краявую  задачу

f  d 2u  1  d u  d 2 u
+ -  T7— I = 0, 0 ф r  < l, 0 < z < h,d r 2 -  d r  d z 2

= 0, 0 ф z ф h,1 I 1 d u
K = o 1 < TO d r r=i

u l =o  = 0, ^ z m  = f  ( r ) ,  0 ф Г ф L

Падстаўляючві здабвітак u ( r , z )  = R ( r ) Z ( z )  у  звіходнае раўнанне i падзяляю чві 
зменнвія, атрвімаем два зввічайнвія двіферэнцвіялвнвія раўнанні адносна радвіялвнай 
R( r )  Z(z)

R" + 1  R! Z „
 Г = _  = _  \ 2

R = Z = '
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О - d u3 межаваи умовы —  
d r

= 0 вынікае, што R'( l )  = 0. 3 улікам умовы абмежаванасці
r=l

на восі цыліндру \R(0)\ < ж  првіходзім да  задачві Ш турма — Л іўвіля

R'' + 1  R'  + X2R  = 0,
r

|R(0)| < ж , R'( l )  = 0.

Уласныя значэнні i ўласнвія функцыі гэтай задачві маюцв ввігляд (гл. занятак 6)

Xk = У к , Rk(r) = J 0 ( y f ) ,  — = 0,1,  . . . ,

дзе yk  — неадмоўныя карані раўнання J 1 ( y )  = 0. Уласнаму значэнню ) 0  = 0 
адпавядае ўласная функцыя R0 ( r )  = 1, артаганалвная функцыям у у ^ ) ,  — = 
1, 2, . . . ,  з гагой p(r) = r  на адрэзку [0, l].

Разгледзім  двіферэнцвіялвнае раўнанне для функций Z (z)

Zk'(z) — ( y k )  2Zk (z) = 0.
l

К алі — = 0 , атрвімаем раўнанне Z'0 = 0, развязкам  якога з ’яўляецца паліном першай 
ступені

Z0(z) = A0z + B 0.

Д ля значэнняў — = 1, 2, . . . ,  агульны развязак можна запісацв у  ввіглядзе

Zk(z) = Ak sh y lkz + Bk sh y k ( h  — z).

Складзем шэраг ca здабвіткаў Zk(z) на функцыі Rk (r) :
Ж

u ( r , z )  = A0z + B 0 + E  [Ak sh У у z + Bk sh y -  ( h  — z) J ^ у у У
k=1

Падстаўляючві яго ў  межаввія ўмовві на ніжняй і верхняй асновах цыліндру, атрвімаем

Ж 7
B 0 + Е  Bk sh J d ( = 0  ^  Bk = 0 , — = 0 , 1 , . . . ,

к=1

A 0 h + £  Ak sh ж  J 0 (  ш ) = f  (r)  ^  A0 = - R - w }  r f  (r)  d r  =
k=1 0

l l
2 2 (  y kr  )

)dr.
= W 2 j r f «  d r ■ Ak = r2 , 2 , 2 h Ук h l r f  i r>Jf  T )

l 2 J 0 (Ук) sh ■J 0 \ykj °u  0

Такім  чвінам, атрвімаем развязак краявой задачві ў  ввіглядзе шэрагу 

іl Ж ь УкУ 7 ( У у- \  l

u ( r ' z ) _ B J r f ( r ) d r + I £  h Ууj J  1 j r f ( r J 0 {у У -
n k—1 sh , J  пІУк) n=1 sh l J 0 (Ук) 0
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У прыватным выпадку, кал і f  (r) = щ г 2, маем

l lJ2

0 l 2J0 (Ok)sh  —  0

= — 2 u °l a -  a h [2ak J 0 (Ok) + (a k — 4Ok) J 1 (Ok)] = --------— — —h  ■
l 2J0(Ok)sh  a l  J 0 (Ok)sh

Канчаткова прыходзім д а  адказу

u ak z

u (r .z )  = X  J 0 (  f  ) .
k=1 sh l ak M a k ) 

дзе ak — дадатны я карані раўнання J 1 ( a )  = 0̂

З а д а ч а  86 . Знайсці стацыянарнае размеркаванте тэмпературы ў  цыліндры Q = 
{ ( r , ^ , z )  : 0  ф r  ф l, 0 ф ф ф 2п,  0 ф z ф h ]
мае нулявую тэмпературу, верхняя аснова цеплаізаляваная, а тэмпература бакавой

Az
паверхні роўная u\r=  = f ^)^ Разгледзець прыватны выпадак, кал і f (z) = - у ,  A = 

■

Р а з в я з а н н е .  У дадзенай сітуацыі маем справу з краявой задачай

f  d 2u  1 d u  d 2u
т г д  + -  т -  + т г д  = 0 , 0 ф r  < l ,  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2

u ^ J  < ж ,  u\r=l = f  (z) ,  0 ф z ф h,

= 0, 0 ф r  ф I
. d u

u \*=0 = 0  Tz z=h

Лічачы u ( r , z )  = R ( r ) Z (z) i падзяляю чы зменныя, атрымаем

R'' + 1  R' Z''
r  = _  = _  X2

R Z

Т ут неабходна разгледзець задачу Ш турма — Л іўв іля для каардынатнай функцыі
Z  (z)

j  Z'' + X2Z  = 0, 0 < z < h,
\ Z (0) = 0, Z' (h)  = 0̂

Развязваю чы яе, знаходзім уласныя значэнні і ўласныя функцыі:

(2— + 1)п (2— + 1)nz
Xk = ------- -------, Zk(z) = s in   -, — = 0,1,   

k 2h  k W  2h  ’ ’

R (r )
раўнання

R'' + 1  R' — X2R  = 0,
r

74



якое з дапамогай замены x  =  X r прыводзіцца да  вы гляду

d2R 1 d R  r  0
dx 2 x dx

Р азвязак  гэтага раўнання можна выявіцв у  выглядзе лінейнай камбінацыі лінейна 
незалежных частковых развязкаў

R(x)  = AI0 (x) + B K 0 (x),

дзе R ( x )  = J 0 ( ix)  — цыліндрычная функцыя Бэсэля нулявога парадку ад чыста 
ўяўнага аргументу, K 0 (x)  — функцыя М акдональда, прычым Н(0)  = 1, K 0 (x) ^  
ж  , калi x ^  0. Вяртаю чыся д а  зменнай r  і ўлічваючы знойдзеныя значэнні Xk, 
атрымаем

Rk (r)  = Ak I 0
(2к + 1)пг 

2h + B k K 0
(2к + 1) пг

2h
Такім чынам, пабудаваныя частковыя развязкі

uk( r , z )  = \ AkI0
(2к + 1) пг 

2h + B k K 0
(2к + 1)пг 

2h
s in

(2к + 1 ) п г  
2h  ,

я к ія  задавалвняю цв аднародныя м еж авы я ўмовы на ніжняй і верхняй асновах цылшдру. 
3 умовы \uk(0, z)\ < ж  і неабмежаванасці функцыі М акдональда ў  наваколлі пункту 
r  = 0 адразу вынікае, што Bk = 0, к  = 0 ,1, . . . .

Складзем шэраг

ОО
u( r ,  z) = Y^  AkІ 0

k=0

(2к + 1) пг 1 (2к + 1)пz
sin -

2h 2h

і запатрабуем выканання межавай умовы на бакавой паверхні цыліндру

' (2к + 1)пі . . (2к + 1)пz
У ,  Ak І0
k=0 2h

sin
2h = f  (z).

f ( z )
2 h

артаганальнай сістэме функцый {Zk(z)} на адрэзку [0, h], прычым \\Zk\\2 = —.

Ak

h

Ak =  2  . I f  (z)  s in (2к t ^ dz,  к = 0 , 1 . . . . .

2

hI0
(2к + 1) пі

2h
2h

0

Канчаткова атрымаем 

h

2
Ct f  л . (2к + 1 ) ^J f  (z) s in  — dz

u ( r , z) = h  S  “
2h

k=0
(2к + 1)пі 

2h

I0
(2к + 1)пг . (2к + 1Hz

sin ■
2h 2h

0
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Az
Разгледзім  прыватны выпадак, калі f  (z) = ——. Ввікарвістоўваючві формулу

h
інтэгравання часткам і, атрвімаем 

h
Az (2 k + 1 ) n z  , 2 A
—— s in    dz = _ —- ------ —
h  2 h  ( 2 k + 1 ) n

z d c o s
(2k + 1)nz

2h

4Ah
(2k + 1)2n 2

Такім чвінам, развязак запішацца ў  ввіглядзе

~(2k + 1) n r

(2k + 1 ) n z h  4Ah (_1 ) k
sin -

2h 0 (2k + 1)2n 2 '

( ) ^  ( _ 1) 
u ( r , z) =

k І 0 2h
п 2 ф=0 (2k + 1)2 г (2k + 1)nl  

k=0 0 L 2h

s in
(2k + 1)nz  

2h  .

Заданы для самастойнага развязання

З а д а ч а  87 . Знайсці развязак краявой задачві для раўнання Л япляса ўсярэдзіне 
адзінкавага круга, кал і зададзенвія меж аввія ўмовві:

1) u\r = 1 = c o s 2 p ;  2) u\r= 1 = cos4 p ; 3) u\r = 1 = s i n6 p  + cos6 p .

З а д а ч а  88 . Знайсці развязак краявой задачві для раўнання Л япляса ўсярэдзіне 
a,

. d u  . . d u  . . d u
1) PT = A c o s  p ;  2 ) —  = A c o s 2 p ;  3) —d r  r=a Or r=a d r

3= s i n 3 p

З а д а ч а  89 . Знайсці развязак краявой задачві для раўнання Л япляса па-за кругам  
a,

1) u\r=a = A + B  sin p ;  2) u\r=a = sin3 p ;  3) u\r=a = A c o s 2 p .

З а д а ч а  90 . Знайсці функцыю, гарманічную ў  колцві 1 < r  < 2 і такую , што 
ввіконваюцца межаввія ўмовві:

1) u\r = 1 = A c o s 2 p ,  u\r= 2 = B ;

2) u\r = 1 = 1 + c o s 2 p ,  u\r = 2 = sin2 p ;  
d u

3) —  = A cos p ,  u\r = 2 = A s i n 2 p  + B.
d r  r = 1  '

Р азвязац ь насгпупныя краявыя заданы:

91.

92.

d 2u  1  d u  1  d 2u  „
+—  Л— +— 2 РТА = 0 , 0 Ф r  < a ,  0 < p  < а ,  d r 2 r  d r  r 2 d p 2

u\^=0 = 0, u\v =a = 0, u\r=a = Ap,  A = const.

d 2u  1  d u  1  d 2u
+—  A— +— 2 PTA = 0 , 0 Ф r  < a, 0 < p  < a ,  d r 2 r  d r  r 2 d p 2

d u  0 d u
d p  p=0 ’ d p  <p=a

0 , u \r=a = Sgn (p  _  I )

r= a
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93.

94.

d 2 u  1 d u  1 d 2 u
 1----------- 1------------- = —4r,d r2 r  d r  r 2 d y 2

u \r=a 0 .

0 ^  r  < a,

d 2u  1 d u  1 d2u 
d r 2 + r  d r  + r 2 d y 2

u| r=a = 0.

1 2 —2  r  s in2y ,

95.

d 2u  1 du 1 d 2u  2
"o 2 + я 1 2 я“”2 = —12r cos 2 y 'd r 2 r  d r  r 2 d y 2

0 ^  r  < a,

1 < r  < 2 ,

d u
u l = i  = 0, d r 0 .

r=2
З адача 96. Знайсці стацыянарнае размеркўванне тэмпературы ў  цыліндры Q = 

{ ( r , y , z )  : 0  ^  r  ^  l , 0 ^  y  ^  2 п,  0 ^  z ^  h} 
тэмпературу uo,  а на астатняй паверхні тэмпература роўная нулю.

З адача 97. Знайсці стацвіянарную тэмператўфу u( r ,  z) унутранвіх пунктаў цвіліндру 
Q = {(r, y ,  z) : 0 ^  r  ^  l, 0 ^  y  ^  2 n,  0 ^  z ^  h}
цеплвші аб’ёмнай шчвілвнасці Q,  а тэмпература паверхні цвіліндру роўная нулю.

Задача 98. Знайсці патэнцвіял электрастатвічнага поля ўсярэдзіне абмежаванага 
цвіліндру Q = { ( r , y , z )  : 0 ^  r  ^  l , 0 ^  y  ^  2 п,  0 ^  z ^  h},  абедзве асновві якога 
заземленвія, а бакавая паверхня зарадж аная д а  патэнцыялу vo.

Развязаць наступныя краявыя заданы:

0 ^  r  < l, 0 < z < h,
d 2u  1 d u  d 2u  
d r 2 + r  d r  + d z 2 0 ,

99. |u|r=o| < TO,( d  + hou ) r=i
= 0, 0 ^  z ^  h,

d u
d z z=o

= —q, u^=h = 0, 0 ^  r  ^  l, h o = const > 0.

(  d  u  1 d u  d  u
т г д  + -  -у- + ТТД = 0, 0 ^  r  < l ,  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2

100. u|r=^ < то, u^=t = f  (z),  0 ^  z ^  h,

d u  d u
= 0, TOz=o d z  z=hdz

3 .3 .  Р А З В Я З А Н Н Е  М Е Ж А В Ы Х  З А Д А Ч  
Д Л Я  Ш А Р А В Ы Х  А Б С Я Г А Ў

a
у  пачатку каардвінат:

1 d  (  2 d u )  1 d  (  л d u )  1 d 2u  .
Л Л "  + 2 - л  TO sin в —  + 2  ̂ 2 д Я~~2 = 0 , (67)r 2 d r  \ d r  J r 2 sin в d o  \ d o /  r 2 sin2 в d y 2

u l=a  = f  ( 0 , y ) • (68)
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Згодна са схемай метаду падзелу змеиных, будзем шукаць развязак раўнання (67) у
выглядзе

Падстаўляючві ў  (67) і падзяляю чві зменнвія, атрвімаем раўнанне з частковвімі ввітворнвімі

Падрабязней спвшімся на двіферэнцвіялвнвім раўнанні (69). Запатрабуем, каб 
функцыя Y (0, p )  бвіла абмежаваная на адзінкавай сферві і задавалвняла ўмову первіядвічнасці 
па зменнай p :  Y  ( 0 , p  + 2п) = Y  ( 0 , p ) .  Л ічачы Y  (0, p ) = Ф (p)W  (0), атрвімаем

Д ля функцыі $ (p )  з улікам  умовы первіядвічнасці првіходзім да  задачві Ш турма 
— Л іўвіля

j  Ф11 + d 2Ф = 0,
I  Ф(p + 2п) = Ф ^ ) .

Яе развязкам і для d  = m  з ’яўляюцца функцвіі Фт ^ )  = cos m p  і Фт ^ )  = sin m p ,  
m  = 0,1,  __

W (0)

К раявая задача (72), (73) уяўляе сабой задачу Ш турма — Л іўвіля для далу чаных  
ф у н к ц и й  Ле ж а н д р а .  Яе абмежаванвія, кали A = u (u  + 1) , развязк і запісваюцца ў
ввтглядзе

да  зменнай 0, знаходзім частковыя развязк і раўнання (71) для A = u (u  + 1) :

u( r ,  0, p )  = R ( r ) Y (0, p ) .

(69)

і зввічайнае двтферэнцвтялвнае раўнанне

r 2R I1 + 2 - R 1 — AR = 0. (70)

Ф11 

"Ф"W

(71)

i яна павінна бвщв абмежаваная ў  пунктах 0 = 0 і 0 = п.  Л ічачы у  (71) x = cos 0 i 
d d

(72)

W (—1)| < to, |W(1)| < to. (73)

Wn (0) = Znm) ( c o s  0), u  = 0,1,  . . . ,  m  = 0,1,  . . . , u . (74)
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Складаю чы здабыткі функций (74) на функцыі &m (p) ,  атрымаем мноства развязкаў 
раўнання (69):

у П ^  (в, p )  = Zim) ( c o s  в)  cos m p ,  Y.n~m ') (в, p )  = Z ^  (cos в)  sin m p ,  

n  = 0 , 1 , . . . ,  m  = 0 , 1 , . . .  , n .

Гэтбія развязк і назвіваюцца с ф е рычнымі  функцыямі .  Янві валодаюцв уласцівасцю 
артаганалвнасці на адзінкавай сферві:

п 2п

s in в  y n m l ) ( в 'P )Уn : r2)( в ' P )  dp cW = 0 , п 1 = п 2 або m 1 = m 2 .
0 0

Првівядзем відавочнві ввігляд некаторвіх сфервічнвіх функцвій:

У ( 0 ( в ' P )  = 1 ' у!̂ 0"1 ( в , p )  = c o s  в,  у (1)(в, p ) = sin в  cos p ,

У1 - І \ в ,  p )  = sin в  sin p ,  УІ,00(в, p )  = 1  (3cos2 в — 1),

У ^ ^ в ,  p )  = 3 sin в  cos в  cos p ,  У2( -1) (в, p )  = 3 sin в  cos в  sin p,

У2(2) (в, p )  = 3  sin2 в  cos 2p,  Y2(-2) (в, p )  = 3  sin2 в  sin 2p,

п

У( п) (в, p )  = Cn  sinn в  cos n p ,  y n - n )  (в, p )  = Cn sinn в  sin n p ,

дзе Cn  — некаторая канстанта.
Пяройдзем да  двіферэнцвіялвнага раўнання (70). Яго развязак мае ввігляд ступеневай 

функцвіі R( r )  = rp . Пасля падстаноўкі маем

p ( p  — 1 ) r p + 2 p r p — n ( n  + 1 ) r p = 0,

або
p 2 + p  — n ( n  + 1) = 0.

Адсюлб знаходзім, што p 1 = n,  p 2 = —(n  + 1) i, такім  чвінам,

R n ( r ) =  r n , Rn ( r )  = r - (n+1) .

Такім чвінам, атрвіманвія частковвія развязк і раўнання (67):

u ^ r ^ ^ )  = r n Y,<(m') (в, p ) , u ^ r ^ ^ )  = r - (n+1')Уn̂ m ') ( в 'P ) '  

n  = 0 , 1 , . . . ,  m  = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ,  ± n.

Паколвкі разглядаецца ўнутраная задача Двірвіхле, яе развязак шукаем у  ввіглядзе 
ш эрагу з няввізначанвімі каэфіцвіентамі

^  n
■4 ,^^^ )  = ^  (75)

n = 0  m=- n
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У якасці функций Ynm \ d , p )  у  роўнасці (75) бяруцца толькі ты я функцыі, я к ія  
прысутнічаюць у  раскладзе f  (0 , p )  у  шэраг па сферычных ф ункциях

^  п
f ( 0 , p )  = y  Е  Anm an YYm) (0 , p ) .

п = 0  m=- n

Адзначым, што для развязання знешняй задачві Двірвіхле, як  і іншвіх знешніх 
краяввіх  задач, замест суадносін (75) неабходна ввікарвістацв шэраг

<Ж п
u ( r , 0 , p )  = y  Е  B n m r -(n+1)Ynm) ( 0 , p ) .

п=0 т=—п

a < r < b
значэнні на м яж ві пласта, трэба шукацв у  ввіглядзе

^  п
u( r ,  0 , p )  = y  Е  [Anmrn + B n m r - (n+1)] Ynm) (0, p ) .

n=0 m=- n

З а н я т а к  9 

Прыклады развязання ты павы х задач
a

u\ r=a = cos 20.

p ,
задачві таксам а не залежвіцв ад p ,  г. зн. u  = u ( r , 0 ) .  У гэтвім ввіпадку неабходна 
разгледзецв краявую  задачу

1 d  (  2 d u а 1 d  (  л d u а
1 2 d l t r  d l )  + I T s i lO а Д 81" 0 Т о )  = 0 ’ 0 ф r < a

u\ r=a = cos 20.

Лічачві u ( r , 0 )  = R (r )W (0), пасля падстаноўкі ў  раўнанне і падзелу зменнвіх,

(  а (  а
A  ( r 2 dR.а . Р У  A  ( sin 0 W  а

_  d A  d r )  = sin 0 d0\  dO )  = _  A 
R W  ,

W (0)
абмежаванасці ў  абсягу 0 ф 0 ф п.  Тым самым дл я W (0) првіходзім да  краявой 
задачві

1 d  (  d W  а
d d ( sin ~ ж )  + = ,

\W(0 )| < ж , W (п )| < ж .

Увядзем новую незалежную змеиную x = cos 0. Тадві адрэзак [0,п] пераходзіцв

у  адрэзак [—1,1], ~~r = — sin 0 ~ , і раўнанне набвтвае ввтгляд 
d0 dx

1 d
sin 0 dx

d W
(— sin 0) —— sin 0(— sin 0 )——

dx
+ A W  = 0 ,
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(1 — x 2) W
+ AW = 0.

або 3 улікам роўнасці sin2 в  = 1 — x 2

d
dx

М ежавы я ўмовві набвіваюцв ввігляд

|W( —1)| < to, |W( 1)| < to.

Атрвіманае двіферэнцвіялвнае раўнанне і межаввія ўмовві ўтвараю цв задачу Ш турма
[- 1 , 1]

A = n ( n  + 1)

1 dn
Wn(x) = Pn (x) = ----- : - —  (x2 — 1)n , n  = 0,1,   n  n  ) 2nn! dxnK ! ’

У првіватнасці, P0 (x) = 1, P i (x) = x, P 2 (x)  = ^ (3x2 — 1), P3 (x) = = ^ (5x3 — 3x),

P4 (x) = — (35x4 — 30x2 + 3). Паліномві Лежандра ўтвараю цв артаганалвную з вагой 
8

p(x) = 1 сістэму функцвій на адрэзку [—1 , 1], г. зн.

i

У  Pn (x)Pm (x) dx = 0, n  = m,ny^J i  m 
- i

i 2
првічвім \\Pn ||2 = J  P 2 (x) dx  =  . Вяртаючвіся да  зменнай в,  знаходзім уласнвіяi n  2n  + 1
значэнні і уласнвія функцвіі:

An  = n (n  + 1), Wn (e) = Pn (cosв) ,  n  = 0,1,  . . . .

R (r) ,
выглядзе

2 d 2R d R  , . ^
r  —-ТГ + 2r — n (n  + 1)R = 0.d r 2 d r

Гэтае раўнанне мае развязк і Rn(r) = r n  i Rn (r) = r - ( n+i\
Памнажаючы функцвіі Rn (r )  i Wn (e), атрвімаем частковвія развязк і раўнання 

Л япляса
u n ( r , e )  = [Anrn + B n r - ( n+l ) ] Pn(cos в) ,

дзе Pn(cos в)  — паліномві Лежандра. Паколвкі разглядаецца ўнутраная кр аявая  задача, 
то гарманічную ў  шарві функцвію трэба шукацв у  ввіглядзе

v ^ r ^ )  = 2 2  An r n Pn ( c o s  в) .n n
n=0

П адставім шэраг у  межавую ўмову і ввікарвістаем трвіганаметрвічную формулу 
падвойнага аргументу:

n2 2  An a nPn ( c o s  в)  = 2 cos2 в  — 1 .
n=0
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П равая частка гэтай роўнасці ўяўляе сабой лінейную камбінацвію паліномаў Л ежандра 
Po ( c o s  Q) \ P 2 (cos Q) :

2 cos2 Q — 1 = C 1Po(cos Q) + C 2 P 2( c o s  Q) = C 1 + C (3cos2 Q — 1).

1 4
А дсюлб ввіцякае, што C 1 = — , C 2 = - . Такім  чвінам,

3 3

У  1 4
У  Anan P n ( c o s  Q) = — -  P o ( c o s  Q) + 3  P 2 ( c o s  Q).

3 3n=o

Улічваючві ўласцівасцв артаганалвнасці паліномаў Л ежандра, првіраўнуем каэфіцвіентві 
ля аднолвкаввіх уласнвтх функцвтйі

1 4  
Ao = — - ,  A2 = 3 ~2 , An = 0, n  = 0 , n  = 2 .

Канчаткова гарманічная ўсярэдзіне шару функцыя мае ввігляд

u( r ,Q)  = — ̂  + зО^ r 2 P 2 ( c o s  Q).

З а д а ч а  1 0 2 . Знайсці функцыю, гарманічную па-за адзінкаввім шарам і такую,
d u

што —— 
d r

= s in ^П — p j  sin Q.п
r = 1  V 4

Р а з в я з а н н е .  Разгледзім  знешнюю краявую  задачу

Au  = 0, r  > 1, 0 ф Q ф п,  0 ф ір ф 2п,
п  

.4
дзе

= sin^ П — p )  sin Q,

. 1  д  (  2 d u\  1  д  (  d u\  1  д 2 u
Au  = —  [ r 2 —  + „ . „ - r a i s i n Q —  +

r 2 d r \  d r  7 r 2 sin Q dQ\ dQ)  r 2 sin2 Q д р 2
Яе развязак запісваецца ў  ввіглядзе шэрагу

оо n
— (n+u ( r , Q , p )  = У  У  B n m r -(n+1)Ynm) (Q,p) .

n=o m=-n

Падстаўляючві шэраг у  межавую ўмову, атрвімаем

У  n  (  \
^ У  У  ( n  + 1)BnmYnm') (Q,p)  = s i n (̂ 4  — p j  s in Q.

n=o m=- n

Пераўтворвім правую частку гэтай роўнасці:

■ ( п У - а ^  (  . а . . а \ V2  v  (1) V2  v  (s in ( — — p  s in Q = —  ( cos p  s in Q — s in p  s in Q ) = Y  ̂ 7 ---- — Y1
V  ч  / Z \ / z z

Такім чынам, толвкі каэфіцвіентві B 1 1  і B 1 - 1 будуць адрознвія ад нуля. Маем

2 B V2  2 B ^  =b B V2  B ^—2 B n  = , —2 B 1 , - 1 = — y  ^  B n  = — y , B 1 , - 1 = ~4~.
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Такім чынам,

t о \ "^ 2  - 2 v (i) I "^ 2  - 2 v (- i) 1 -2  • (  п  \ ■ оu ( r , 0 , p )  = — — r  У{ + - 4 - r  Yi  = — у  r  sin (^4 — p j  sin 0 .

Канчаткова атрвімаем, што ш уканая гарманічная па-за адзінкаввім шарам функцыя 
мае вы гляд

u( r ,  0 , p )  = — 2  r - 2 s in ^п  — 4  sin 0 + C,

C

З а д а ч а  103 . Знайсці развязак краявой задачві ў  шараввім пласце

J  A u = 0 , 1 < r  < 2 , 0 ^  0 ^  п,  0 ^  p  ^  2п,
[ u\r=i = 3 s i n 2 p  sin2 0 , u\r = 2 =3 c o s  0 .

Р а з в я з а н н е . Агулвнві ввігляд гарманічнай у  шараввім пласце функций даецца 
шэрагам

ж n
u( r ,  0 , p )  = ^  ] Т  [Anm-n  + B n m - -{n+i)] Ynm) ( 0 , p ) .

n = 0  m=- n

Паколвкі
3 sin 2p sin2 0 = Y p 2  ( 0 , p ) ,  cos 0 = Y ^  ( 0 , p ) ,

to  ўсе каэфіцыенты, акрам я A2 - 2 , B 2 —2 , Ai 0 , B i 0 , будуць роўнвія нулю. Развязваю чві 
дзве сістэмві алгебраічнвіх раўнанняў

A2—2 + B 2 —2 = 1 , (  Ai 0 + B i 0 = 0 ,

4 A 2 , - 2 + 8  B 2 , - 2 = 0, I  2Ai0 + 4  B i 0 = 3 ,

я к ія  з ’яўляюцца ввінікам падстаноўкі ш эрагу ў  межаввія ўмовві, знаходзім

1 32 12 12
A2 — 2 —------, B 2 — 2 —  , Ai 0 —  , B i 0 —------- .

2’ 2 3 1 ’ 2’ 2 3 1 ’ ^0 7 ’ i0 7

У ввін іку првіходзім да  адказу

, л ч ( 12 12 _2\ л ( 96 _3 3 2\ 2 л
u ( r , 0 , p )  = [ — r  — — r  ) cos 0  + ( 3 1  -  — xy -  )s i n2p  sin 0 .

7 7 31 31

Заданы для самастойнага развязання

Р а з в я з а ц ь  н а с т у п н ы я  к р а я , в ы  я, з а д а н ы :

f A u = 0, 0 < r  < a ,  0 < 0 < п,
I u\r=a = cos2 0 .

Au  = 0, r  > a, 0 ^  0 ^  п,
105. < (  du \

u  d r )
= sin2 0 .

r=a
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106 .

1 0 7 .

Au  = 0, 1 < r  < 2, 0 ф в  ф п,
u\r=1 = 1 — c o s 2 e ,  u\r=2 = 2 c o s  в.

Au  = 0, 0 ф r  < 1, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,

u\r=1 = (sin в + sin 2в)  sin ̂ p  + п к .

1 0 8 .

1 0 9 .

110.

111.

112.

1 1 3 .

Au  = 0, 0 ф r  < a, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,
п\ - зI sin3 1
4 ,

u\r=a = sin^3p + sin3 в.

Au  = 0, 0 ф r  < a, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,

u  +
d u  \ 
O r ) = sin в(sln p  + c o s  p  c o s  в  + sin в ) .

Au  = 0, r  > a, 0 ф в ф п ,  0 ф p  ф 2п,

u
d u  \ 
d r )

2 в  п= sin в c o s 2 -  s in  p  +-------.
2 V 6 J

Au  = 0, r  > a, 0 ф в  ф п,  0 ф p  ф 2п,
u\r=a = sin 100p  sin100 в.

Au  = 0, 1 < r  < 2, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,
u\r=1 = 7 sin в  cos p ,  u\r=2 = 7 c o s  в.

Au  = 0, 1 < r  < 2, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,
в

u\r=1 = 12 sin в c o s 2 -  cos p ,  u\r=2 = 0.

1 1 4 .
Au  = 0, 1 < r  < 2, 0 ф в ф п,  0 ф p  ф 2п,

d u  \ 
3u + р т )d r r = 1

= 5 sin2 в  sin 2p,  u\r=2 = — c o s  в.

r=a

r=a

З а н я т а к  1 0 . К о н т р о л ь н а я  р а б о т а

Заданні для падры хтоўкі да К Р

I .  Р а з в я з а ц ь  змяшаную з а д а ч у  

d u  d 2u
—------ 4u = — r̂ + c o s 2 x ,  0 < x < п ,  t >  0,d t  d x 2
d u
dx

= 0 , d i
x= 0  dx

= 0, t  i  0,

u\ t=0 = 0, 0 ф x ф п.

I I .  Р а з в я з а ц ь  з м я ш а н у ю  з а д а ч у
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d u  d 2u  3x
d t  — u  = a d  + s m T '  0 < x < п  t > 0

d u
u \x=0 = 0  o x

= 0, t  4  0,

u\t= 0 = 0, 0 ф x ф п.

III. Развязаць змяшаную задачу 

d u  d 2u  1 d u  t
д — — л  2  + д  + e  J 0 ( a n x ) , а п  дадатны  d t  d x 2 x dx

корань раўнання J 0 ( o )  = 0, 0 < x < 1 ,

Ы x^  < ж , u \x= 1  = 0,

u \t= 0  = 0

IV . Развязаць змяшаную задачу

(  d 2u  d 2u  1 d u
—д  = д -д  + -  — + 2cos2t, 0 < x <  1,d t 2 d x 2 x dx

H x ^  < ж , u \x= 1  = 0,
1 [ J0(2x)

u \t= 0  = о J 0 (2)
1 I J 0 (a nx ) , a n

d u
корань раўнання J 0 ( o )  = 0, у 0̂

t= 0

V . Развязаць краявую  задачу
d 2u  d 2u
д -д  + д -д  = 0, 0 < x  < a, 0 < у  <b ,d x 2 d y 2

■ 3п у
u \x= 0  sin b , u \x=a 0,

. 2nx  5nx .
u\y=0 = s in  1 s in  , u\y=b = 0̂y=0 a  a  y=b

V I. Развязаць краявую  задачу
d 2u  d 2u
д -д  + д -д  = 0, 0 < x  < a, 0 < у  <b ,d x 2 d y 2

. . п у  4пу
u \x= 0  = 0, u \x=a = sin у  +S l^ _ ^ ,

■ I . 3nx . 7nx
u\ = 0 = 0, u\ b = s i n  1 s i n  ■

V II. Развязаць краявую  задачу
d 2u  1 d u  1 d 2u
д -д  +—  д — 1— 2 д - д  = 0, r  > a,d r 2 r  d r  r 2 д ф 2
d u
d r

= A cos 2ф

V III . Развязаць краявую  задачу

x=n
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d 2u  1 d u  1 d 2u
Т П  +—  я— +— 2  ZT~2  = 0  1 < r  < 2, d r 2 r  d r  r 2 d p 2

u = A s in2p,  u ^ ^  = B.

IX . Развязаць краявую  задачу 
d 2u  1 d u  d 2u
т г д  + x + x 2 = 0 , 0 ^  r  < l ,  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2

=0 | < to, u ^ ^  = 0, 0 ^  z ^  h,

= q, 0 ^  r  ^  l.
. d u
г=0 = 0' dZ z=h

X . Развязацв краявую  задачу
f  d 2u  1 d u  d 2 u

т г д  + л— + ТГД = 0 , 0 ^  r  < l ,  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2

< to, u ^ ^  = 0, 0 ^  z ^  h,

S L = °- u l z =h = u °- 0 « r  < 1

X I. Развязацв краявую  задачу

( A u = 0, 0 ^  r  < 1 , 0 ^  в  ^  n,  0 ^  p  ^  2n,

[  u ^ ^  = sin в(sln в  + cos p  cos в).

X II. Развязацв краявую  задачу

( Au  = 0, 1 < r  < 2 , 0 ^  в  ^  n,  0 ^  p  ^  2n,

1 u = 2 c o s 2 p  sin2 в, u ^ ^  = 2 cos p  sin в.

r



АДКАЗЫ I ЎКАЗАННІ

4 Развязкам змяшанай заданы

d u  п d  u
—  =  a 2 — т̂, 0 < x < l, t  > 0, 
d t  d x 2

d u
dx

d u
=  0, T Tx=0 dx

0, t  >  0,
x=l

u \t=0
uo ,  0 ^  x < h,
0, h  < x < l,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц и я

u o h  2uo  1  k n h  knx _ ( kna) 2t
i (x,  t)  =  — -------1-----------------У — s i n — — c o s — —  e  v i ) .

l n  k l lk=1

. .  7nx  _ ( Іжа ) 2 t
5  u(x,  t )  =  s in  —j— e  v i ' .

4l
O u ( x , »  =  Д  £  ў — Д  s in  ( 2 "  + j 4 ”  e -  [ ’ t .

v J п 2 ( 2 n  +  1 ) 2 ln=0 4 '

=  3 2  ^  ( — 1 ) n + 1  ( 2 n  + 1 ) n x
7  u (x, t ) =

n 3 ( 2 n  +  1 ) 3n=o
3nx  _ ( 3n a ) 2t 7nx  _ ( Упа) 

i n  e v 2i f  +  s in  — -  e v 2i )8  u (x' t)  =  s in  —  e , 2 j

n x  ( па \ 2 5 n x  ( 5па \ 2
9  u(x,  t )  =  co s —-  e - 2i ) +  co s — — e - 2i ) .

u

2 l 2 l

. 4 4 ^  1  ( 2 n  +  1 ) n x  / Г (2n +1)nI 2+ 1 ў t
( x , t )  =  - >  s i n 2 A-A—  e - U  i 1 + 4 t .
K ’ y п  2 n  +  1  ln=o

1 3  u(x,  t)  =  1  ( 1  — e t) co s x  +  - 1  (e 9t — 1 )  co s 3 x .
2  18

1 4  u(x,  t)  =  e t — co s t  +  s in  t  +  e - 3 t  c o s 2 x .

1 5  u ( x , t )  =  1  (e 4t — 1 )  + 1 c o s 2 x .

1 6  u(x,  t )  =  2 e 9t +  (2 t  — s in  2 t)  co s 3 x .

, 4 27 1 x  1 3  (  19. t )  3 x
1 7  u(x,  t )  =  e 4 s in  2  +  1 9  (e  4 — 1 J  s in  —  •

1 8  u ( r , t ) =  6 0 3 ь2 — r 2 +  Ў 3 - Е

kn r
12 b 3 ( —1 ) k у 2t s n̂  ь

z < k 3
k= 1

2

r
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21 Развязкам змяшанай задачы

d u  п д  u
—  = а 2 —хт, 0 < x < l, t  > 0,
d t  d x 2

4 = 0  =  0, u \x=l =  A e t  A  0,

Ax
4 = 0  =  0 ф  x  ф  9

к а л і  l = kna,  k = 1 , 2 , . . . ,  з ’я ў л я е ц ц а  функцыя

. Ax _ t 2Al 2
<(x,t) = —  e  t + ------------ 2 ^ ( _ 1 ) h

п  k [(k n a ) 2 _  l 2 ]
e A  ,kT ) ' t -  e - t knx

s in  -

К а л і  l = k0n a , р а з в я з а к  з а д а ч ы  м а е наступны в ы г л я д :

, ч Ax _ t 2A( _1 ) k0+1 _ t x
u ( x , t )  = —— e  t I   ------------------t e  t s i n -------- )

l kon a

+
2Al E ( _ 1 ) k

k = 1,k  =  k( k [(k n a )2 _  l 2 ]
e A  i r )  ' t _  e—t knx

sin

22 u(x,  t )  = x 2t  + -  ( e 4t _  1 )  + t  c o s  2x.

23 u(x,  t )  = x + t  s in  x + — ( 1  _  e  8t) s in  3 x .
8

24 u(x,  t )  = 2x2 + 2 e 9t + (2t _  s in  2t) c o s  3x.

25 u(x,  t )  = t  + 1 + e x s in  x.

26 u ( x , t )  = Uo _  2U o h J 2 '
1

k= 1 Ak m  + h 2) +  h ] 

h
д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  t g Al = a -

29 Д л я  доказу р о ў н а е ц і выкарыстаем п а д а н н е  (2 2 ) :

e  а xA(Ak co s Akx + h s in  Akx) ,  д з е  Ak —

, d  (  J v (x)
d x \  x v

, d 
d  x

( _ 1 ) p r2P

dx  Г (Р +  ! ) r (P +  v  + 1 )  22p+v

x ) v  4  ( _ 1 ) p 2p x 2p-1 
2 E ’

( _ 1 ) p ( x ) 2p + ( v - 1)
2 J  4 ^  р ! Г ( р  + v  + 1)22p 4 ^  Г ( р ) Г ( р  + v  +  1 )  V 2 /

Уводзячы н о в ы  ін д э к с  сумавання m  = р  _  1 , а т р ы м а е м

4  ( _ 1 )m ( x ) 2 m + (v + 1)

dx x 

А д к у л ь  в ы н ік а е ,  ш т о

d  (  J u ( x ) )  \

ix V xv J
m =0 T ( m  +  1 ) Г  [m  + ( v  +  1 )  +  1]  V 2

J v (x) J v+1 (x) + J v (x) -x

_ J v+1 ( x ) -

a n  l  Tt  ) T f l ) 1  l [ b J 0( a l ) J 0(bl) _  a J 0( b l ) J 0(a l) ]30 r J 0( a r ) J 0(br)  d r  =  ------------------------------- 2------- -2 ------------------------------.
J  a 2 _  b2

t

ln

x x
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31 Развязкам змяшанай заданы

d 2u  0 (  д 2 u  1  d u  )  
 =  a 2 ( —  + -------------1
d t 2 V d r 2 r  d r  J 1

0 ф  r  < l, t  > 0,

< <  ж ,  u\r=l  =  0, t  ф  0,

2

u \t=0 =  - ( 1  -  y y ) ’
d u
d t

0 , 0 ф  r  ф  l,
t=0

з ’я ў л я е ц ц а  функцыя

‘ ( r - f > = 8-  £  J o " 8 ж Ч  д Т
k=1

д з е  y k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0( y )  =  0. 

3 2  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п ( d 2u  1  d u
—  =  a 2 ( —  + -----------
Щ -  -  \ d r -2 ' r d r > ’ 0 ф  r < l ’ ‘  > 0

|u \ r = 0 1 <  ж ,  u\r =l =  0, t  ф  0,

4 = 0  =  A J 0 ( у - ) ’ 0 ф  r  ф У

д з е  y n  — д а д а т н ы  к о р а н ь  р а ў н а н н я  J 0( y )  =  0, з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u( r ,  t)  =  Ae   ̂ i J t J 0 n( Bta f t y j  Уп-

2u 0lu 0 l
3 3  u ( r , t )  =  — -  Vn f J • s in

y k a t  j  (  y kr  )

=  y 2kJ i ( y k ) l V l  7
д з е  yk  — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я

J 0 ( y )  =  0.
k = l

yk  r
2  J 0\ )  f  — \ f  ( y k r \

3 4  u ( r , t )  =  -2 / ^  e - h t — -2 -— —  (c o s  qkt+------- s in  qkt )  r p ( r ) J 0 [ ) dr ,  д з е  y k — д а д а т н ы я
l 2 k =  J i ( y k )  v qk 7 J  \ l J

к а р а н і р а ў н а н н я  J 0( y )  =  0, qk =  ^ ( У у )  — —2 •

« К  ( t) ^  J 0 W x  y ka t  f r  ( ) T (  .3 5  u ( x , t )  =  — у   2 —  c o s — 2  f  ( x ) J 0 y k \ ~r dx,  д з е  y k — д а д а т н ы я  к а р а н і
l “  J f ( y k ) 2 V l  7  V у  1 7k= 1

J 0 (y ) =  0 .
4 1  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d  2u  d 2u  1  d u )  p 0
A T T  =  a ^ ^ j r  + ~ i r ) + — , 0 ф  r < l ,  t >  0,d t 2 \ d r 2 r  d r  J p 0

|u \ r = 0 | <  ж ,  u\r=t =  0, t  ф  0,

d u
u ' - 0  =  0 , d t =  0 , 0 ф  r  ф  l,

t=0

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u ( r ,  t)
P0

P0° 2

l 2 r 2

— ? l 2 J 2
k= 1

1  yk at  ( y k r )

y | J i ( y k ) co s l a  i ) \

д з е  y k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0( y )  =  0.

1
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42 Развязкам змяшанай заданы

d 2cYv, 2 ( d 2u  1  du\
d t 2 V d r 2 +  r  d r  J

1  d u

<  ж ,  u\

u \t=0 z
d u

, d t

0 ф  r  < l, t  > 0, 

r =  =  A s in  xt ,  t  ф 0,

0 , 0 ф  r  ф  l,
t=0

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

f x r
. . J o {t )  2 A a x

u( r ,  t)  =  A  ( T а s in  x t   —  2_^ '
J o pk r

J - <  T )
l

k = l (x 2  — x 2) J i { p k )
s in  x kt,

pk a
д з е  x k =  —— , p k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0 (p ) =  0. 

4 3  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d 2u  , d u  п (  d 2u  1  d u  а p 0
------------+ 2 h  —  =  a 2 ------------ 1---------------- 1 +  —  si+  2h +d t 2 d t  \ d r 2 r  d r  7 p 0

<  ж ,  u\r=l =  0, t  ф 0,

I  s in  xt ,  0 ф  r  < l, t  > 0,

d u
4 . 0  =  0 , d t =  0 , 0 ф  r  ф  l,

t=0
з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u{r , t ) = --------- 2 ^
J 0

pk r
l )  (xk — x 2 ) s in  x t  — 2h x  co s xt

P0 f = 1 pk J i ( p k )  ( x 2k — x 2 ) 2 +  4 h 2 x 2
+

+
2p 0x

P0 E<
k = 1

j 0 ( P P p  2h c o s x k1 1 ------------( 2 h 2 — xk +  x 2 ) s i n x kt0-ht  \ l J
p k J 1 ( p k

x k
(x\ — x 2 ) 2 +  4 h 2x 2

p ka
д з е  x k =  ——  — у л а с н ь ш  ч а с ц ін і  в а г а н н я ў  м е м б р а н ы , p k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я

J 0 ( p )  =  0.
4 4  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п ( d 2u  1  d u а
Л 7 =  а Ч ф т у  +  - у т  , 0 ф  r < l ,  t >  0,d t  \ d r 2 r  d r  /

|u \r = 0  | < u \ r = i  — 4>1, t  > 0,

u \ t=0 =  u 0i 2 , 0 ф  r  ф l,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u ( r , t )  =  u i  + 2  Y  u 0 p ( A ,  — 4) — u p  e - (  T  Y ‘ . , J  p t l  i
k= 1 p p i ( p k ) v i )

д з е  p k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0(p ) =  0. 

45 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п ( d 2u  1  d u а
Л 7 =  \1й 2 + - 7 Г  , 0 ф  r < l ,  t >  0,d t  \ d r 2 r  d r  J

|u \r = 0  | < u \ r = i  — u 0, t  > 0,

u \t=0 =  0, 0 ф  r  ф l,
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з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц и я  ( к а н ц э н т р а ц ы я  р э ч ы в а  ў  н е а б м е ж а в а н ы м  ц ы л ін д р ы )

- ( Т  ) 2t j 0(  р м  э ,1 _ ( в т )  2t
i ( r , t )  = uo  -  2uo 2 _^ ---------— — 7 e v I > J 0\

k=i p k J 1 ( p k )

д з е  pk — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J o ( p )  = 0.  К о л ь к а е ц ь  п р а д ы ф у н д а в а н а г а  ў н у т р  ц ы л ін д р у  

р э ч ы в а  р о ў н а

Q( t )  = 2п J  r u ( r , t )  d r  = n l  uo

0

O O л , 2

1 -  4 T .  P 2 e 1 1 > t
k kk = 1

46 u(x,  t )  =
1

p 2 - 1  p n  1

1
s in  t  s in  p n t

k n
J 0 (p n x ) .

4 7  u ( x , t )  = c o s 2t
J o (2x)  
J o  (2) .

48  u(x,  t )  = t  -  1 +  c o s p 11 J o ( p 1x).

Г J o (x)~49  u(x,  t )  =  co s t  1 -
J o ( 1 ) J

150 u ( x , t )  = 1 + — s in  3t 
9

1
J o (3x)
J o (3)

51 u ( x , t )  =  1  c o s 2t  

4
p l  -  4 

1

J o (2x)
L J o  (2)

1 +  co s p i t  J o  ( p i x ) .

52 u ( x , t )  = - J 4 — r f s i n t  — 2  s in  p l t ^\Jo ( p 1y x ) .p 2 -  T O  p i  2 J

1
p n

J i ( 3x )

53 u ( x , t )  = —2---------- ( e t -  c o s  p n t -------------- s in  p n 3  J i  (p n x ).
р П +  T O  pn  /

J i ( x )54 u ( x ,  t)  =  s in  t  +  s in  3t
2 J i ( 1 ) 2 J i  (3) '

55 u ( x , t )
p 2 -  1

(co s t  -  co s p i t )  J 2( p 1x ) .

г 1 1 2 156  u ( x , t )  = —2 1 1 4 ( e~^lt -  В  J o ( p i x ).
Lp2 p 4 A

1 2
57  u(x,  t )  =  — ------------( p n  s i n t  -  c o s t  + e ^ ^ M  J i ( p n x).

p n  + 1
M

58 u ( x , t )  = e  4 J p p n p j ) .

62 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а ч ы

d u  „ ( d 2u  1 d u э
4 7 =  a 2 T O T  +  _  TO” , 0 ф  r < l ,  t >  0,d t  \ d r 2 r  d r  J

1 i 1 d u
M m 1 <  t o  d r = 0, t  > 0,

u | t=o =  u o - 2 , 0 ф  r  ф l,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u(  r ^  u o l + 4 i2 1 - ( M  ) t T ( Pkr  Э
,-t) = ^ -  + 4u o l — Ў e J o \ —r  ) ’

2 k=i P i M p k ) v i >

1

r
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д з е  —k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0 (—) =  0. 

6 3  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  2 ( —2u  1  —u
d t  V d r 2 + r  d r

1 I 1 d u[u\r =01 < ж , —

j ,  0 ф  r  < i, t  > 0,

=  K ,  t >  0,r=l K

( \t=o =  u o,  0 ф  r  ф  l,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u ( r , t )  = uo  + — 
K

2a? t  r 2 i
+ ^  — t  — 2

i 21 4 —kJ o (—k')

OO w ( \ 2

1 -  B¥a ) t T f —kr \
e  - U  J o {— )}

k = l

д з е  —k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  JO(—) =  0. 

6 4  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п ( d 2u  1 d u \
J Y  =  a 2 ( х ~2 , 0 ф  r < i ,  t >  0,d t  \ o r 2 r  o r  J

lu\r = 01 <  ж ,  + h u j

u|t=o = u o r 2, 0 ф  r  ф  i,

= 0, t  >  0,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

( r t )  = 2u (2 + h i )—k — 4hi  ) 2t J (  —kr \\r , t ) — 2 u 0l  /  y 2 / 2 i Д 212\ 7 ( \ J 0\ ]  ),
^  —k (—k + h  l ) J o (—k) V l 'k=1 i

д з е  —k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  —J o (—) + h l J o (—) = 0 .  
6 5  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п (  d  2u  1 d u\
J Y  = [ U Y  + ~ J T  , 0 ф  r < l ,  t >  0,d t  \ d r 2 r  d r  J

|u\ o | <  ж ,  ( —— + hu^l = h ( u 1 + bt),  t >  0,
1 1 \ d r  J r=i

u|t=o = uo,  0 ф  r  ф  i,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u( r ,  t )  = uo  +  Ь t  +

r 2 _  l2 _  21
___________ h

4a 2 +
2НЫ3 Д  f )

a  k = i  —k(—k + h 2 J k)
<t ) 2

д з е  —k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  —JQ(—) + h l J o (—) = 0 .  
66  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d u  п ( d 2u  1 d u\
J Y =  a 2 I T T  + ~ 1T  , l i  < r < l 2, t >  0,d t  \ d r 2 r  d r /

d u
u U ,  =  0

u\t=o =  0, l i  ф  r  ф  І2 ,

= q ,  t >  0,r=l 2 K

r

t
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з ’яўляецца функцыя

( r , t )  =  (q~jp ln  l + X 3  Ake  a Xk 1 [J o (X k l l ) N o (X k r ) — No{Xkl l ) J o {Xkr )] ,K  l k=i

n '2—2 J2(A l ) С
A k  =  -і ь Х І Х - Ч Х т -а r u s ( r )  J o  — l i ) N o ( A fcr )  — N o  — l i )  Jo  — r ) ]

2  J o (Xkll) — (—k 12) J
dr,

д з е  Xk — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J o( X l 1 ) N o ( X l2 ) — N o ( X l 1 ) J o ( X l2 ) =  0. 

71 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

д 2п  д 2п
+  -— 2  = 0 ,  0 < x < a,  0 < y  <b ,  

d x 2 d y 2

u \x=o =  v o, U ^ a  = 0, 

u | y=o  =  0, X y=b

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

( 2 n  +  1 ) n ( a  — x )

_______b________
n  “— ' , ( 2 n  +  1 ) n an=o  ( 2 n  +  1 )  s h  1 - A —

4 v  s h
—  =  —  £7Г ' ^

. ( 2 n  +  1 ) n y
s i n   ------------- .

72 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы  

d 2u  д 2„ u  X u  
—2  +  д - 2  = 0 ,  0 < x < a,  0 < y  <b ,  d x 2 d y 2

u | x=o =  u o, Ax,
d u

u | y=o  =  u o, d y

u 0 ,

b K

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

u ( x , y )  = u o +  K S £

sh
( 2 n  +  1 ) n y

K n 2 — , (2  + 1 ) 2  h (2 n  +  l ) n bn =o ( 2 n  +  1 ) 2 c h -------------------------

( 2 n  +  1 )  n x  
s i n -------------------------- .

73 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d 2u  d 2u
-— г +  — д  = 0 ,  —a < x < a, —b < y  < b, 
d x 2 d y 2

u|x=-a  =  T O  u lx--

u L=-b  =  0, X y ^  = 0

v 0,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

x( x , y )  = 7Г f J

/ Л \п U ( 2 n  +  1 ) n x  
4vo —  ( ) c  2b ___ ( 2 n  +  1 ) n y

n  *—1 _ ч , ( 2 n  +  1 ) n a
o ( 2 n  +  1 )  c h  ■ ’

co s ■
2 b

2 b

h ( 2 n  +  1 ) n x
, N „ (Bb — 2A)x 4Bb  —  s h  b------------

74 u ( x , y )  =  A  +  -̂------- 2-------- >---------------------------------------------  b2  + 1 )
2 a  n  —  f o  . п 2  , ( 2 n  +  1 ) n an=o ( 2 n  +  1 ) 2 s h  b-----------

cos
( 2 n  +  1 ) n y

u

2

q
y

a
a

b
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h (2n  + 1 ) п у
, . 8B a 2 s h  a (2n + 1)пx

7 5  u ( x , y )  = — y ----------------------------a2 + 1) b s m ~-------------- ~  +п 3 , so л (2n  +  1 )пЬ an=0 (2n  + 1 )3 s h  - --------------- -—
a

n (2n  +  1 )пx
+ 8AC H  s b ■ (2n + 1)пУ
+  п 3 ^  ,n 143 , (2n  + 1 ) п a  b 'n=0 (2n  +-1 ) 3 s h   -------------------------—

b

( b -  y )  x 2 (a -  x) 2 y  7 (a -  x) 7 y
s h -------------------- s i n  —  s h ---------------------- s i n ----------  s h ---------------------- s i n ----------

7 6  u ^ U  =  a  „b  a  +  Ь~ ш ---------- b-  +  4 s    ■
s h  —  s h  ——

a  b b

. . 2A H  1 _n?JL п п x
7 7  u(x,  y )  =  —  У — e  a s i n  .

n  a
n = 1

, , 4мо 1 р п+р к х  (2n  + 1 ) п y
7 8  ф , у )  = —  £  —  e ~ S

п =о
h (2n  + 1 ) п у

8a 2 c h  a (2n  +  1 )пx
7 9  u(x,  y )  = x ( a  -  x )  ^  >  ----------------------------- f - — , , s i n ---------------------------.

п  ^  u.  N4 , (2n  +  1 ) пЬ an =0 (2n  + 1 ) 3 c h -  ’2a
, . q . , 2 2q 1 п п у

8 0  u(x,  y )  =  ~  ~ (x — a ) 2 . ----------с  У —тт co s — --------.  C,  д з е  C — а д в о л ь н а я  с т а л а я .2ab a  2 n 2 b
n = 1

\ / \ 1 1 o  \ / \ 3 ^ o  1 A87  1 )  u( r ,  p )  = — + -  r  c o s  2 p ; 2) u( r ,  p )  = -  + — r  c o s  2 p  + -  r  c o s  4 p ;
2 2 8 2 8

3) u ( r ,  p )  = — + -  r 4 c os  4p.
8 8 A

88 1 )  u ( r , p )  = Ar  c os  p  + C ; 2) u ( r , p )  =  —  r 2 c o s 2 p  + C ;
3 1

2a
3) u ( r ,  p )  = 4 r  s in  p  — 12 2 r  s in  3 p  + C.

8 9  1 )  u ( r , p ) =  A + b ( 0 )  s in  p ;  2) u ( r , p )  = —( a )  s in  p  — 1  ^ —J  s in 3 p ;

A A f  a  \ 2
3) u ( r , p )  = 2  + 2  ( r J  c o s 2 p .

. B  ln  r  A f  16 2\  3  ln  r  f  2
9 0  ^  u ( r , p )  = - n H + l —\A -  J  cos2p ;  2  u ( r , p ) = 2 -  Ы2  + -------------2 J  ^  7 v 2 l n 2  \3r 2

j  co s 2p;  3) u ( r ,  p )  = B  +  — [ r  j  co s p  + -7  [ r 2 +— 2 )  s i n  2p .

, , 2Aa H  ( - 1)n+1 f  r  \ ПП nrnp
9 1  u( r ,  p )  =   У  2  ( - )  “  s i n -  ^

п  n  \an=1

-  ( — 1)n+1 f  r  \  ̂ n+~A (2n  + 1 ) п p
№ u ( r , p )  = - y  Kn ’ ( - )  a c o s 2---------  ’ * .

п  2n  + 1  V a )  an = 1

, . - a 3 -  о
9 3  u ( r ) = —  -  9 r 3 .

9 4  u( r ,  p )  =  У  r 2 s in  2 p  — - 1  r 4 s in  2p.
2-  2-
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95 u( r ,  p )  =  —  ( 1 2 9 r 2 --------- Д  co s 2 p  — r 4 co s 2p.
1 7  V r 2 )

96  Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d  2u  1  d u  d 2u
x y  +  -  у -  +  y - y  = 0 ,  0 A  r  < l ,  0 < z  < h ,o r 2 r  d r  d z 2

u \r = 0 | <  to, u\r=l  = 0 ,  0 A  z  A  h,

z=h

i r = l

u \z=0 =  u 0, u \z=h = 0, 0 A  r  A b

з ’я ў л я е ц ц а  функцыя

u ( r, z ) =  2 u 0
1 s h

dk ( h  — z)

к=1 d k J 1 ( d k) gh  d kh
l T ( d k r

4  ~ T

д з е  d k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0(d )  =  0. 
97 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d  2u  1  d u  d 2u  Q
+  + =  — T 7 ; 0 A  r  < (  0 < z < h ,d r 2 r  d r  d z 2 K

<  t o , u\r =l = 0 ,  0 A  z  A  h,

„ u \z=0 =  0  u \z=h 0 , 0 A  r  A  l,

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

( ) Q (}2 2\ ‘2Q l '2 1
U<r ' z) — K  — r > — - k -  £  d j d )

s h  d f  + s h  l k h t — z)

sh
d k h

д з е  d k — д а д а т н ы я  к а р а н і р а ў н а н н я  J 0(d )  =  0. 
98 Р а з в я з к а м  з м я ш а н а й  з а д а н ы

d  2u  1  d u  d 2u
у - д  +  -  у -  +  y y  = 0 ,  0 a  -  < l ,  0 < z  < h ,d r 2 r  d r  d z 2

|u \ r = 0 | <  t o ,  u\r =l =  V0, 0 A  z  A  h,

„ u \z=0 =  0  u \z=h = 0, 0 A  -  A b

з ’я ў л я е ц ц а  ф у н к ц ы я

TO I
< ) 4 v 0u ( r , z)  =  —  h

( 2 u  +  1 ) n r  1 ( 2 u  +  1 ) n z
s i n   ------------

h

99 u( r ,  z)  =  2qh(^l3
J 0

n = 0  I 0

dk r  
l

( 2 u  +  1 ) n l 2 u  +  1

s h
dk ( h  — z) 

l
k= 1 d K d 2k +  h 0l2) J 0(d k ) c h  d k h  ’

d k

d J 0  (d )  +  h 0l J 0( d )  =  0.

h T ( kn r
1 г  2  «ГО I 0 ( —j—

100  u ( r ,  z )  =  -  f  ( z ) dz  +  V h( k n l
k= 1 І 01 — )

h
knz  f  knz

co s —h— f  (z )  co s —h— dz.knl\ h
\ ~ h )  0

l

h

l
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1 2 (  r  \ 2 

з  +  з  ( a ) P 2 (co s Q)
104  u( r ,Q)

3 3 \az
2a 2 2a 4

1 0 5  u ( r ' Q) =  З Д П ) — — 3(a + 3 ) r 3P2 ( c o s Q)■

1 0 6  u (r , Q) = — 3  + 8  + 8  ( r  — —с} p i (c o s  Q) +  9 -  ( r2  — Д  P 2{cos Q).

107  u(r ,Q,

108  u(r ,Q,

109  u(r ,Q,

3( a  + 1) r  3(a + 3 ) r 3

4 8 8
~3 + 3— +  7

, p )  = ( r  s in  Q +  r 2 s in  2Q) s in  ^p  + - b j  .

, p ) — I s in
a

+ -  s i n3 Q. 
4

■p) = ^ + a r r Y } -1, ( Q p  —
2 — - y 2{0)(Q,p)  +  — r ---------z Y ^ i Q ,  p ) .

3a ( a  +  2 ) 2 V 3a ( a  +  2 )  2

, p )  

, p )

2 (a + 2 ) r
Д  2 s in  Q +

2(a + 3) r
a  \ 3 
— I s in  Q co s Q

101

u( r ,  Q 

u( r ,  Q

112  u( r ,  Q,p )  = 4 ( r  — r 2  j  y I ° \ q ,  p )  +  ^ 8 — b j Y ^ k Q ,  p ) .

1 1 3  u ( r , Q, p )  = 1- 7  ( r 2 — 2  \ v < 1 > (Q ,p ) +  |  ( 8  — 8  W ' V . v ) .  

u( r ,  Q

srn (  p  + 3  ) .

7 r

s in  100p  s in 100 Q.

p )  = d  — r ) Y? h Q, v )  + 3  ( r 2 — * )  Y<-V(Q, p l -

П
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