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Исследуется задача минимизации суммы относительных задержек на 
множестве параллельных приборов. Доказывается NP-трудность в сильном 
смысле для общего случая исследуемой задачи. Выделяются полиномиально 
разрешимые случаи. 
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ПОСТАНОВКА  ЗАДАЧИ 
 

Исследуемая задача может быть сформулирована следующим образом. В об-
служивающую систему, состоящую из m параллельных идентичных приборов, по-
ступает n требований. Для каждого требования известен момент поступления jr , т. е. 

момент времени, начиная с которого требование может обрабатываться приборами, и 
время ,jp  необходимое для обработки требования в системе. Каждое требование в 

произвольный момент времени может обслуживаться только одним прибором. Каж-
дый прибор, в свою очередь, может обслуживать не более одного требования одно-
временно. При обслуживании требований допустимы прерывания, т. е. обслуживание 
любого требования может быть прервано и возобновлено в более позднее время и, 
возможно, другим прибором.  Необходимо построить расписание, при котором ми-

нимизируется сумма относительных задержек ∑
=
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, где jC  – момент завершения 

обслуживания требования j . Данная задача обозначается ∑ jj Spmtn,rP . Если 

рассматривается задача с одним прибором, то используется обозначение 

∑ jj Spmtn,r1 . Критерий ∑
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, который ин-

туитивно можно трактовать как стремление к тому, что вне зависимости от времени 
поступления в обслуживающую систему требование с более длительным временем 
обслуживания будет находиться в системе дольше требования с меньшим временем 
обслуживания.   Подобная задача возникает при компьютерном анализе биологиче-
ских данных, в частности, при исследовании геномных последовательностей в вы-
числительной сети, содержащей кластеры разной производительности [4]. 
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Рассматриваемая задача является частным случаем задачи ∑ jjj Cwpmtn,rP , 

которая NP – трудна в сильном смысле [3].  
 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ  СЛОЖНОСТЬ  ЗАДАЧИ 
 

Можно доказать, что справедлива  

Теорема 1. Задача ∑ jj Spmtn,rP является NP-трудной в сильном смысле. 

Доказательство получается путем полиномиального сведения задачи о 3 – раз-
биении к данной задаче. 
 

ПОЛИНОМИАЛЬНО  РАЗРЕШИМЫЕ  СЛУЧАИ 
 

Для задачи ∑ jj Spmtn,r1 справедливы следующие утверждения: 

Утверждение 1. Если количество различных значений jr  является фиксиро-

ванным, то оптимальное расписание строится за полиномиальное время. 
Утверждение 2. Если количество различных значений jp  является фиксиро-

ванным, то оптимальное расписание строится за полиномиальное время. 
В обоих случаях можно построить алгоритмы динамического программирова-

ния, полиномиальное время работы которых обусловлено тем, что все множество 
требований можно разбить на линейно упорядоченные подмножества. Причем коли-
чество таких подмножеств будет фиксированным, а требования из каждого подмно-
жества будут обслуживаться в заданном порядке.  

Обобщение данных результатов на случай с произвольным числом приборов не 

является тривиальным. Отметим только, что задача ∑= jjj Sp,pmtn p,rP эквива-

лентна задаче ∑= jjj Cpmtn p,p,rP , которая может быть решена за полиноми-

альное время [1– 2] при помощи следующей задачи линейного программирования: 
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Предполагается, что моменты поступления упорядочены nrr ≤≤1 . 
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Значения i
kC  для zink ,,0,1,,0  =+=  и значения [ ]( )i
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допустимое решение. При этом значение i
kC  можно определить следующим образом: 
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а значение [ ]( )i
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j CCv 1, +  полагается равным времени выполнения требования j  на 

приборе q  в интервале [ ]i
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Таким образом, можно доказать, что справедлива  

Теорема 2. Задача ∑= jjj Spmtn p,p,rP является полиномиально разре-

шимой. 
При доказательстве теоремы существенным является тот факт, что в опти-

мальном расписании можно фиксировать порядок обслуживания всех требований. 
Оказывается, что если указан порядок завершения требований, то исследуемая 

задача ∑ jj Spmtn,rP  является  полиномиально разрешимой. Таким образом, спра-

ведлива  

Теорема 3. Задача ∑≤ jnj Spmtn ,CC,rP 1 является полиномиально раз-

решимой. 
Доказательство данной теоремы основывается на сведении указанной задачи к 

задаче линейного программирования. 
Результаты, изложенные в данном докладе, были получены при поддержке 

Белорусского республиканского фонда фундаментальных исследований,  договор    
№ Ф10МС – 006.   
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