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|{усть г - конечно-поРохценна'! гРугг!та. )(оро_
1цо и3ве9гно (см. [1 - 3])' что для пРои3вольной ли-
нейной аглгебрагтнеской гРуппьт 6, опРеделегтной
над полем 

'(, 
мнох(ество всевозмо>кнь!х представ_

лений р: г _) ск мох(ет бьгть отохде9гвлено с
мно)кесгвом &точек д(г' 6)к некоторого ^с(-опре-
деленного псногБофазия л(г, с), назь[ваемого
многообразием представлен ут*. ?ем
самь]м многообразне ^с?(1', с), являк)щееся одн[{м
из основнь|х объектов геометРит!еской теории
представ.тте}! 8й, дает есге 9гвенну|о параметриза-
ци!о совокупносги всех пРедставлентдй | 3 6, [! по-
это},{у' пол)д!ив о11исан$е ,?(г, с), мь1 получаем
обобщен}г_ую птнформацт1!о о представлениях [.

Б настоящей работефазбиРается случай, когда
| = 1-, есть фугцамент:шть|{а'п т$:па компаг:тнот?
ориентиРованной повеРхности рода 8, 1'.€. групг!а,
заданная копредставлениеь{ вида

г3 = (х: '!ь...,$3,7'| [х:,у:] ... *',}'] = 1),

где [х, у} = ху{'г'. 3десь многообр 
^з2!е 

вещесг-
веннь|х уни!у{одулярнь!х представлений
д(г, 5ь(к)) возн!!кает в теоРии Римановь1х по_
веРхностей' а !!ме}{но' так назь[ваемое простРа[1-
сгво Фрике' тесно связанное с многообразием мо-
дулей' является область}о на:?(1', 5ь(к)) (см. [4]).
йьп даем описание многообразу|я п-мернь|х пРед-
ставлений к"(г) = д?(|, 6[-) и соответегв}гощего
многообразия п-]ъ{ернь[х хаРактеРов &(г) для
случая' когда основное поле имеет характерис_
тику 0.

[ля матРиць| а € м, обозначим через !.(}') ее
характерист|{ческий полином , !'(},) = 6е1(}''Б' - а),
и пустБ б: (а.),..., ф (а) _ коэффициенть[ !"(}"), т.е.

['(х) = }{ * б: (а) Р- | + ... * 6'(а).
|{усть }т е $\; обозначим: тп-}1ногообразие в Б',
опРеделяемое системой " ,

б:(с) = б:(|та),..., ол-'(с) = б, -'(!та). (1)
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мАтвмАтикА

€формулиРуе}' сгдеА}!ощие два услови'1 :

1) существует негусгое Ф-откРь[тое по 3арис*
скому подмнох(е0гво [] с $ц такое' что для лк}-
бого }т е (/ многообразие 7д н9приводимо;

2) для лтобьт*, .т, у € сц мнох(е9гво х70), где
2(у) - центраг[!1затоР у в сц, содеР>кит Ретл яР-
ттьтй элемептт (т.е. такой элеьде[гг ?, чт€€ 6|тп\э) = 

').? е о р е м а |. [7реёполож$:*!, чг!1о вьвполне,{ьа
условсд.п |) ш2}. !оаёа !*}со?оо6роаше &,(\ явл.*еп'-
с я {а б с о л,о 7пн0) непР !1в о ё са:у'ь |# Ф - Р ,цц о н {2]эьнь сд1

л1!1о?оо62азшР-}!!, р&\л1ернос7пь коупоРо?о рввна
{2в -]')уэ2+!эърсл8> \-шравн(г п2+ппрцв- 1.

?еор е.ма 2. в усло&[*яхп!еоре*{ь'\ прш в> 1

.*1ноаообразше х"(|) пвлпеп'ся непрцвёайьшс
Ф-опреёелеу{ньь}4 .ино?ообрвз,|ел{ рв3*{еРнос{ц
€з _ ?;;е2. 17рц л/?|ол{ по{'е раццональнь|х футакц1.!й
щ (х, ( г) ) [1 8.;! 8€!7 ! с я ч[: с 

'п 
о !т'р анс ценё е нп1нь 1!+4 Р 6 с -

1#с1|-;:][{!!&\с у!.аля Ф(Ё,;{ {''- ')), 
а0е Рэв -2 - сво6оё.

н{1а, ?ру!'па р{гл€ёа 2я *- 2.

!{а.ггее: й1'1 показь!ваем, что условъте 2} "почти
всегда'' вь[подняется автоматически, т.е. о1!о з3-
в3домо справедливо' если элемент у по;!угтр1)ст
(предлох(ение 4). Р1спользуя этот факт, у'дается
пРоверить справедливо9гь |)' 2) при п 

-< 
4. с дРу_

гой сторонь1' при п 34 многообразие х'(Р^) яв}я-
ется Рациона]1ьнь!м для ллобото уп (см. [7' 8]). ?еьд
самь]м мь[ получаем

с л е д с т в и е. Брш8 > \, 0 < 4 мно?ообразне
&(г) Раццонально наё Ф.

|-{еРеходим к доказательству сформулирован-
нь|х теоРем. Флучай 8 = 1 в тео{е*Ё : ра!о''рае'с"
легко' поэтому вск)ду нпх(е 8 > 1 и п> 1. |1ервь1м
нетр}1ви€ш1ьнь1м фактом здесь является неприво-
димосгь многообр а3пя 

'?'(г).0бозначим: Р -подгРуггпа Б [, поро>кд€ЁЁа[}1;
}:, ..., хв-,, }в-1; [1 9: /?"(|) -+ 

'?"(о - соответству-
тощий морфизм м}{огообразптй представлений.
{'р'!шо извест8,Ф, что Р -свободная {Руппа Ранга2(в 1) (см. [5])' с]тедоватедьно' многообразие

с|-"!...х6|-,
Р''(п совпадает с пРоизведе!!|{ем

2{в - 1) ра3
|1, 1] частносг!1' неприводимо. € другой сторонь!,
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из того' что любой а.гпемент гР}ггш!ьт 5\ является
ком}{угатором в сь (см. [6])' вь|текает с}оРъек-
тив!1ость 9.

|{р е дл о )ке н и е |.,4лялуо6ойнепрцвоёш-
мой компоненп1ьс| с'?"(п цлее.*{9Ф = '?'(4.|!редло)кение 2. 17усгпьёля!те 5|, мно-
еообразше тп непРшвоёс:*оо. [оаёа пРц вь|7!олне'
нцц услов!ш 2) лсно2оо6разше '||/^ 

= { (х, у) с 6[-, х
х 61-, ! [х, }] = [о| тпа!сп|се непРшвоёслл+о.

а
||усть тепеРь 8"(п = \)|' Разлох(ение на

непРиводимь1е компо"""# :' 
'> 

1. |1оло)ким {}:=

- |;\ (ц |,}, ; - 1, ..., а, и густь {!о = у-1(щ, гце
!*1

{] -- открь1тое }1нох(ёство !1з усг;овия 1), а
?: 61-в х ... ! 6!,', :+ 5!, - морфизм' задаваемьпй

форьлулой
?(х:'}1, ,..э$3-п,}з-:) = [х''у'] ... [хв-у,!з_:].

?1з предлох<ения 1 с учетом неприводимосги л"(о
:1олучаем' что пересечение 9({/:) п 9(0э) А {}оне-
пусто; густь а - принадлех(ащш1 это}у{у пересече-
ни1о точка. ?огда отой 7 - 9-'(с) изоморфен мно-
гообрази[о {*@уи поэтому в с1{,пу на1ших постРое-
нтлп! !1 предлох(ения 2 является неприводимь1м.
Фтстода с,[едует, что 2 с' |,, лля подходящего с9 е

€ { 1' ... , а|. Ёо с = 9(и:) = Ф(иэ) для подходящих
;{, € {};, ! = \,2, так что 1!у 1!.т € 7, Фднако кФкдая
из ?Ф{€!( |{1: 42 $ё;як:*1т ли1шь на одной непР|{води-
ьдой компоненте' откуА8 71 = у:, = |э1 пРотиворе-

чие.

доказательство прсдло)кену\я 1.

[остаточно показать' что .лтобая непРивод1{ма'1
компонента | сл"(г) обладает так[1м нещсть[м
открь1ть1м подмнох(еством 76, 9?о для лгобой то'д-
ки у е 7о Аифференциаг[ 4,/Р: тАп + 7цФ(л"(о)
с}оръективен. |{ре*де всего у0ганавливается

л е мм а |. |7усгпь у= (х:,!\,...о13:}') е л'(1)-
п|акая п'очка 

' 
чп!о элел1енп'ь0 $ в 4 | 

' 
явля!о77'ся ре'

?улярнь!}1ш и 6!гп(7(х') 
^70')) = |. 7оаёа опуо6ра-

э|сенце *,р: тАп"(л) +[ ц,)(л"(о) сторъекп![!вно.

|[редполо)ким теперь' что для неприводимой

компонентьт| сл"(п и}{еем 9б * п^(п. Фбо-
значим: у| - откРь!тое подмногообРазие в у, со-
стоящее и3 таких точек (х:, !у . , ., *3, ! 

'), 
что 1в Б ! в

{, 3.л'1! [Ф т ся р егул яр нь1 ми эл еме нтами ; из ус.то в пя 2)
вь|текает, что у| * о. ?огда в с'1лу леммьт 1

|тсвь:'-2 х [,,тде|= {(;,у) с 6|'х61-, !хуцу
регулярнь1 и 6|гп(7(х) 

^7(о)) 
> 1}.

|[ е м м а 2. 1) с!гп |-, <2п2 - 2(п - 1);

2) ёля луобоао А е 5!, ра3л]ерносп'ь лто6ой неп-
рссвоёслдцой компоненп!ьс 7 с ||, закл1очена в пре-
ёелах-о2 + 1 5 0[гпт < п2 + гт;

3) 6!гп у>(2в - |)п7 + 1.

докг{Адь1 АкАдвмии нАук том 329 }-г9 2 \99з
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1/;зутвеР)кдений 1) \42) леммьт2 с помощь1о то-
оремь] о размерносги с]|оев морфизма получаем'
что

6!гп у < 2(в - 2)п2 + п2 + п + 2п2 - 2(п _ 1 ) =

= (2в - 1)п' - п * 2.

€равнпвая это неравенсгво с утвеРх(дением 3)
леммь[ 2, полг!аем п
образФй, непРиводимосгь '?"(п доказача. Размер-
но0гь ,?'(г) легко подсчитать' Рассмот?ев моР_

физм Б: 6!'х 61-, -+ $ц, Б(;, }) = [х, у]. |!оскольку
6 с:оръективен [6]' то по теореме о РазмеР}|осги
с]1оев суще0гвует такое откРь[тое || с. 5|,,, что
6!гп Б-1(ту) = 2п2 - (п' 1) = п2 + 1 для л:обого }у €

е||.|]олохс.1м 0о=у-1(и), |А€ Р : сь:'-2 + 5|,,

ошРеделяется фор}"{улой 9(х:, }:' ..., *в-т, !3-:) =

= [х:, }:] ,,. -{|, - у, !в- т]. [огда для лгобого у е |уо

!!меем 6!пп 9-'(у) = п2 + |, так что 6|гп л'(п =

= 6!гп '?,(о + п2 + 1 = (2в _ 1)п'+ 1.

[оказатель0гво Рациона.'[ьности д"(п основа_
но на сглеА}1ощем утвеР)кдении.

|1р едл о х(е ни е 3. €ущес7пвуе|т0п!акое не'
пустпое Ф-оупкрьс7пое поёмно1{сес,т'во в с 5!,

"Ао 
ёля луо6оао рас,11шренця Ё / Ф ц луо6ой пуоч-

ксц !т е $у мноаоо6разше'|{1являеп'ся непРшвоёш-
.|[4ь!]+1 Ё-рац17ональнь|]+1 л1но?оо6разце.|11 ра3!}{еР'
носп!1! п2 + 1.

[ о к а з а т е л ь с т в 0. 0бозначи}{: 81 _ Ф-от-
крь1тое поцмнох<ество в 5ц со следующими свой-
ствами:

1) 31 состоит из рецляРньх* полупРость[х эле-
ментов'

2) для !э.е 8, многообРазие | 1неприводимо' а
многообраз*те'|| 1,имеет Размерность п2 + 1.

|{усть /а € 31. Рассмотрим проекц}1ю 7с: 

'уь 
-+

-+ 6! 
',!0(.\,}) = !,Бполо)ким[ = 1гп п. |1усть 1 0

(соответственно тл - открь1тое подмнох(ество в

7 (соответственно 7 ,, (\ 6|), образованное рец-
лярнь1ми полупрость|ми элементами. [[егко ви-

деть, ":' 7 с!п!\|0 с т! .1гп 7с, так что в дей-

ствительности то = т оь. |[оскольку' от1евиАЁФ,

[о*Ф, то *1з неприводимости ть вь!текает' что
[ = |ь А6!,,, в частносги 7 открь|то 8 |ь.

Фбратимся теперь к ан[ш1изу системь[ (1)' зада-
гощей |р Аз определения характеРист|{ческого
полинома['([) маФиць\^а = @[]) вь|текает, что его
коэффициент 6,(а) пРи х^-'с точность}о до знака
есть сумма всех главнь|х миноРов порядка г. Раз-
ло>кив по элементам первого столбца те главнь!е
минорь|' которь|е содер}кат 4п'мь[ получим для
с .(а) пРедставление вида

6,{а)=*',,4су* 9,,
|= 1

гв омвтРичвск 
^я 

твоР ия пРвдстАв]1вний
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где Р', 2, е @= к|а,;1!=1,...'п. |1усть 4,' -эле-
]=2,"'' п

мент' стоящий на позиции (', л в матице Аа.
1огда

6.(па) =*'1, 
',, 

+ 9'*

где Р1', 9', полиномь[' полг|а!о11р1еся подсга-

новкой а]; вмесг, а;!. ]{спользуя вь1рФке[1ие а'!! ,

чеРе3 4;;э |ё|1еРь легко уотановить существование

таких Р'''0, . Ф, что

6,(Аа) = *,,,4:т*Ф,.
|= !

?аким образФй, мь| вид!!м' что с!{сгема (1) сводит-
ся ксисгеме 0- 1линейногоуравне11у1я относи-
тельно элементов пеРвого сголбца матиць| 4:

!',.,,'=1., г=|,...10-1, (2)

|=1

где Р!., 4, € 0.
Фбозначим: в2 - подмно>кество в 5|,, сосгоя-

щее из таких п, что соответствующая с*\Феь:а (2)
имеет ранг п - 1. .[егко убедиться, что в2 Ф-от-
крь1то и непусто. |[оках<€й, что Ф-открь1тое под-
мно>ке9гвов =Б1п 8'*Ф в5ц яв!1яется иско-
мь|ь!. ||усть }т е 8. [огда в матрице сиетемь1 (2),

задак)щей многообразие [ 
', 

найдется миноР по-

рядка п 1, тох(дественно не равньтй нул}о. ||з
правила 1(рамера вь|текает' что этот минор отли-
чен от нуля йа [ п|а что связаннь]е с ним координа-
ть| 4'''' ... , 41,-'| мотт бьтть рациона.}1ьнь]м обра-

зом вь1рах(ень1 чере3 ост;ш1ьнь]е. [ем самьтм }{ь1

установ|{ли Рацион€ш1ьносгь 7 
', 

а спедовательно'
Б7,ибо 7 открь1то 87ь' Фтсгода ух(е автоматичес-
к1{ вь!текает Рациона.]тьность 0.^, ибо нахохден||е
первой координать1 точки (х, у) е [п пРи фиксу[-
Р0ва}1ной втоРой свод|\тся к ре1шени1о матично-
го уравнения ху = Аух' котоРое эквив8ш1ентно ли-
не:р?ной системе относительно элементов мат-
р1{ць! х' предлох<ение 3 доказано.

?еперь }о|(е нес]1о)кно завер1шить доказатель-
ство теоРемь1 1. Рассмотрим "общие" (п х п)-мат-
риць1 $у, !у' .. . , |в - т, ! в- 1: Фбозначим: к _ поле' по-

рохценное над Ф элементами этих матри{, !! по-
строим матрицу |1 = [х:, у'] ... |хе - у, !в- 

'] 
е- 5['(|0.

?о:'да поле ф-р.цион.штьнь|х функций Ф(к,(г))
}1зоморфно полк) &р"ционаг!ьнь1х функций
к('у Ё,). [ак как А является "общей'' точкой груп-

пь1 5!,, над Ф, то }а лежутт в Ф-открь|том подмно-
х(еств е Б' посгроенном в предлох(ении 3, н поэ-

РАпинчук, Бвняш-кРиввц

то}'т согласно этому пРедлох(ен[{к) Р 
^-' '[&у\яется

&рацион:ш1ьнь|м, т.е. растциРение Ё([ г)/ Ё чис-

то тансце}центно. Ёо Ё есть чисто тансце}ц€Ё-
тное Раш11иРение Ф, п9этому Ф(к"(г)) =' к( т# 

^-,)
та|о!(е есть чиспо трансце!центное расшире!п{е Ф.

Ао ка з ател ьств о те о р е м ь[ 2.!1меет
место ко}&гутативн ая дпаграмма

л"(г)5 &(г)
Р!

|
;Б
|

,?"(о ?х,(п'
в которой б, € - ес[€сгвеннь1е пРоек{ии многооб-
Раз\п'[ представлений на соотвеству!ощие мно-
гообраз'1яхаРактеров (см. |2|,8 9, 6 итцуцирова-
нь| ограничениями. !1егхо видеть' что подмно-
)кесгво [о с л"(о непр11водимь1х пРедставлений
является непусть1}! откРь|ть1м Ф-определеннь1м
подмногообразием. |[усть || с х"(Р) - открь1тое
подмнохе0г8Ф, содерх(ащееся в т(Ро) (ясно, что

т| 0п сР;)' |у € ''у, |4, е Б-1(т+). Ёес.гло>кно уста-
навливается' что б и}цуцирует биективнь:й Ф-оп-
Ределенньтй морфизм

6: Р = 9-1 (й) -+ Б-1 (ту) = о.
[ем самь|м с]1ои Р уу Р явля}отся бирацион!ш1ьно
и3оморфньтми над тем полем, над котоРь1м они
оба определень1.

|1усть теперь Р общая точка над Ф мно-
гообр аз|1яп"(п, Ф - б(р) и р = 6(о) _ общ1|е точк!!

&ф н х,(п соответственно' с = Б_1(р) - общий
сглой б. 1ак как и3 усповия 1) 11 предло>кения 2
вь1текает неприводимосгь 6, то поле | = ф(&(п)
изомоРфно пол}о рациона.'1ьнь!х функций к(с)'
где к = Ф(р) = Ф(&(о). 9сно, что существует

такой прообраз 6 € т-!(Ф), Ф = (х', !т, ...
...,13-у,!в-:),что п- [хг,}:] ...|хв-т,!3-п] е 5ц(&).
?оца из сказанного вь1[пе вь|текает' что с изо-
моРфно над д( многообра3и1о Р 

'', 
которое {-ра-

ционштьно' что и даот требуемое.
|[ р е д л о >к е н и е 4. [7усгп6 *,у € сц, пР!1чел{

элел{енп' "у" полупросп!. 7оеёа мно1]сесп'во х70)
с о ё ер э;сш,т' р е?у л яр нь |й по лу пр о супо й э ле ла енп1 .

явнь[е вь1чис'1ения в ках<дом из остав1шихся
с.]1г!аев позволяк)т полность[о провеРить 2) для
п{4.

3 а м е ч а н и е. 8се результать1 настоящет}
статьи остак)тся спРаведливь[ми для щупп г с
п24 образук)щ}1й}| /1: ...1 $7 и одним определя}о-
щим соотно1шение}{ вида г - /\ [х, - 3, $п -т} |х,- 1, #,},
где [1 лех(ит в коммутанте свободной гРуппь|
Р(х'' ... '$'-')'

||ссууедова![ия профинансировань[ Фондом
фугцамент'ш|ьнь1х исс]1едований Республгтки Бе-
лаРусь.

док-т1Адь1 АкАдвми}| нАук то}' 329 }ч 2 1993
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