
З а м е ч а н и е 5. Предложение и равенство cd^ (G)=l (или 2 для произ
вольных G-модулей) показывают резкое отличие когомологического поведения 
группы G относительно простых чисел р и I р. Было бы интересно перенести 
двойственность для Z-примарных модулей на случай /ьпримарных модулей, ис
пользуя, например, плоские когомологий поля К. 
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В . П . П Л А Т О Н О В , В . В . Б Е Н Я IH-K P И В E Ц 

КОЛЬЦА ХАРАКТЕРОВ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
КОНЕЧНО - ПОРОЖДЕННЫХ ГРУПП 

§ 1. Введение и формулировка основных результатов 

Пусть Г g 2 , . . ., gmy — произвольная группа с m образующими. 
Для поля К и линейной алгебраической jfiT-группы G совокупность всех представ
лений Н о т (Г, G (К)) естественным образом отождествляется с üT-точками не
которого алгебраического многообразия. Для каждого g £ Г определим функ
цию на Н о т (Г, G (К)) со значениями в К 

*р(?)=^(?т Р Е Нот (Г, G (К)), 
где через tr X обозначается след матрицы X. 

Рассмотрим кольцо Т (Г, G (К)), порожденное функциями хд (более точно 
было бы писать %G

g вместо i g , но из контекста каждый раз будет ясно, о представ
лениях в какую группу идет речь). Оно называется кольцом характеров пред
ставлений группы Г в G (К). Впервые это кольцо для случая G (K)=SL2 (С) изу
чали Г. Фогт [9] и Р. Фрике [4] почти сто лет назад. В настоящее время кольцо 
Т (Г, SL 2 (С)) принято называть кольцом характеров Фрике для группы Г• 
Обзор результатов о кольце Т (Г, SL 2 (С)) и его применениях к различным зада" 
чам теории групп и линейным дифференциальным уравнениям содержится 
в статье В. Магнуса [6] . Интересные применения в трехмерной топологии даны 
в недавней большой работе [3]. 

Мы рассматриваем здесь более общую, но также классическую ситуацию: 
кольца характеров Т (Г, GLÄ (К)) и Г (Г, SLn (К)) для произвольных и специ
альных n-мерных представлений. Одним из центральных здесь является вопрос 
о конечной порожденности колец Т (Г, GL n (К)) и Т (Г, SL, (ÜT)). В 1972 г. 

ф В. П. Платонов, В. В. Веняш-Кривец, 1090. 



Р. Горовиц [5] показал, что кольцо характеров Фрике Т (Г, SL 2 (С)) конечно 
порождено. Вопрос о конечной порожденности колец Г (Г, Ghn (К)) и Г (Г, 
SLB (К)) обсуждался X. Бассом и А. Любоцки [2]. 

Решение задачи о конечной порожденности колец Т (Г, Ghn (К)) и Г (Г, 
SLn (К)) содержится в двух следующих теоремах настоящей работы. 

Т е о р е м а 1. Пусть группа Г обладает бесконечной циклической фактор
группой. Тогда для поля К нулевой характеристики справедливы следующие 
утверждения: 

1) для всех n ^ 2 кольцо Г'(Г, GLn (К)) не является конечно-порожденным; 
2) для п ^ 4 кольцо Г (Г, SLn (К)) не является конечно-порожденным* 
3) при п=3 кольцо Т (Г, SL 3 (К)) конечно порождено для любой группы Г. 
Во второй теореме рассматривается случай поля К положительной характе

ристики. При этом отметим сразу, что для конечного поля К кольцо Т (Г' 
G (К)) конечно порождено для любой группы Г. Это легко следует из того факта' 
что группа Г обладает лишь конечным числом подгрупп фиксированного ин
декса. Через ТК(Г, GLn (К)).ж Тк (Г, SLß (К)) будем обозначать iT-алгебру ха
рактеров для соответствующих представлений. 

T e о p е м а 2. Пусть К — бесконечное поле характеристики р > 0. Тогда 
справедливы следующие утверждения: 

1) для любой группы Г кольцо Т (Г, GLn (К)) конечно порождено при n <С Р, 
а кольцо Т (Г, SL№ (К)) конечно порождено при п < 2р; 

2) если группа Г обладает бесконечной циклической фактор-группой, то К-
алгебры Тк (Г, GL n (К)) и Тк (Г, SLa (К)) не являются конечно-порожденными 
соответственно при п ^ р и n ^ 2р. 

Обратим внимание на утверждение 2) теоремы .2, которое показывает, что 
результаты К. Прочези [8] об инвариантах конечного набора пХп матриц не 
распространяются на случай полей произвольной положительной характери
стики. 

Краткое изложение основных результатов настоящей работы опубликовано 
в [1]. 

§ 2. Кольца характеров представлений 
над полями нулевой характеристики 

Отметим вначале, что для любой подгруппы H с GL„ (К) кольцо Т (Г, Н) 
является гомоморфным образом кольца Т (Г, GLW (К)), в частности, из бесконеч
ной порожденности кольца Т (Г, SLn (К)) следует бесконечная порожденность 
кольца Т (Г, GLn (К)). Аналогично если ср : Гг Г 2 — эпиморфизм, то он ин
дуцирует эпиморфизм ср * : T G (К)) -> Т (Г 2, G (К)), где ср* (т,)== V * > , 
g Ç I V В частности, из бесконечной порожденности Т (Г2, G (К)) следует бес
конечная порожденность T (l\, G (К)). Очевидно, что среди групп с m образую, 
щими самое большое кольцо характеров будет у свободной группы. 

Для доказательства сформулированных выше теорем нам понадобятся 
следующие леммы. 

Л е м м а 1. Пусть поле К бесконечно, T=<^gy— бесконечная цикличе^ 
екая группа и KX~DK. Тогда кольцо Т (Г, Shn (К)) (соответственно Т (Г/ 
Ghn(K))) конечно порождено тогда и только тогда, когда конечно порождено 
кольцо Т (Г, SLÄ (КГ)) (соответственно Т (Г, GL, (Kj))). 

До к аза те ль ст во. Пусть, например, хд%, —Z ̂  i ̂  /, — конечная система 
образующих кольца Г (Г, SLn(K)). Тогда дл<я любого заданного Z мы имеем 
равенство 

Хдт — Р(хд-1, . ., V ) , (1)" 
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где P £ Z [ у ^ , ...,[/,]. Поскольку Г —циклическая группа, то (1) эквивалентно 
равенству 

ЪтХт^Р(1хХ~\ ...,1хХ1), (2) 

где Х= [xh) — произвольная матрица из SL„ (К). Равенство (2) в свою оче
редь эквивалентно условию Q (х^)=0, где Q — некоторая регулярная функция 
на (К). Из бесконечности поля i t вытекает, что 

Qix^^iàetX-iyQ^x^ 

откуда видно, что Q обращается в нуль на SLn (Кг). Следовательно, равен
ство (2) выполняется для любой матрицы X из SLW а это означает, что 
функции i9\ — I ^ i ^ Z, порождают кольцо Т (Г, SL Ä (Кх)). Обратное утвер
ждение леммы следует из сделанных нами выше замечаний. 

Л е м м а 2. Если кольцо Т (Г, GL„ (К)) {соответственно Т (Г, S L e (К))) 
не является конечно-порожденным для некоторого п, то для любого m ^>п 
кольцо Г (Г, G L m (К)) (соответственно Т (Г, S L m (К))) бесконечно порождено. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что кольцо Г (Г, GLn (К)) не является 
конечно-порожденным, а для некоторого т^>п кольцо Т(Г, GLm (К)) поро
ждается функциями тт., l ^ i ^ s , Y . G r - Рассмотрим стандартное вложение 
GLJtf) в GLm (К) 

(X О 

Кольцо Г (Г, e(GLn(K))) является эпиморфным образом кольца Г (Г, GLm(K)) и, 
следовательно, порождается функциями т .̂, 1 ̂ / ^ 5 (одним штрихом будем поме
чать функции из Т (Г, в (GLn(K))): двумя штрихами — функции из Т (Г, GLn(K)))-
Таким образом, для любого g £ Г мы должны иметь равенство 

,;=-_яК,....,:,), (3) 
где Р £ Ъ [yv . . ., уя]. Поскольку -f m — п для любого Y Ç Г, равенство (3) 
можно записать в виде 

..-^;s)+i, (4) 

где• JP 1CZ|y 1, i/J —полином без свободного члена. Покажем, что I делится 
на п. Взяв единичное представление, имеем из (4) 

п = Р1 (п, . . п) + /, ' ^ 

откуда видно, что / = г п , r £ Z . Поскольку % = где е — единица группы Г, 
то / = г - т " . Из равенства (4) теперь следует, что функции TJ, Т^, . . поро
ждают кольцо Г (Г, GLw(/f)), что противоречит сделанному нами предположению 
о том, что Г (Г, GL^(K)) не является конечно-поро еденным. Лемма Доказана. 

Л е м м а 3. Пусть Г — бесконечная циклическая групНа. Тогда для поля К 
нулевой характеристики кольцо Т (Г, G L n (К)) не являетсЛ конечно-йорожден
ным для всех n JJ> 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное: некоторый конечный 
набор функций igi, -T-Z ^ i <; Z, порождает кольцо Г (Г, ОЬт(К)). Тогда для 
любого m > Z мы должны иметь равенство 

( * 1 * « ) , . с 

где — l ^ i j ^ l , 7 = 1, • . s> a t i Так как группа Г — бесконечная цик
лическая, то (5) эквивалентно равенству 

t r X m = 2 atx . . ; ^trJT l . .*. trX'*, - (ö) 
(h ч) 

m 



где X=(x.j) — произвольная матрица из GL„ (К). Лемма 1 позволяет в ка
честве X взять «общую» матрицу с независимыми элементами x.j. После умно
жения обеих частей (6) на подходящую степень det X получим два полинома 
от x.j, которые принимают одинаковые значения на G L , (К) и, следовательно, 
равны. Так как полином в левой части является однородным, то и полином 
в правой части должен быть однородным, а из сравнения степеней следует, что 
для каждого набора . . . , ig) должно выполняться условие ^-f. . . - H , = m . 
Поскольку иг > Z , то s ^> 2. Положим Х=ЕЛ в равенстве (6), тогда 

Последнее равенство невозможно, поскольку правая часть делится на п2, 
а левая — нет. Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Пусть Г — бесконечная циклическая группа, К — поле харак
теристики 0. Тогда для n ^ 4 кольцо Т (Г, SLn (К)) не является конечно-
порожденным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 2 достаточно рассмотреть случай 
гс=4. Предположим, что для некоторого Z функции %д%, — I ^ i ^ I, порождают 
кольцо Т (Г, S L 4 (К (#))), где х — трансцендентный над К элемент. Тогда для 
любого m > Z мы должны иметь равенство 

v» = 2 <w + 2 v . . « . v » • • • v * . ( 7 ) 

где / = 1, . . ., s, и Рассмотрим представление 

p:#h->X = diag(.r, af1, ж""1). (8) 

Очевидно, что tr Xd = 2 (xd x~d) для любого cZÇZ. Для представления (8) мы 
получаем из (7): 

2(xm + x~m) = 2 2а4{х*+х-<) + 

+ 2 2 ' а , . . + . . . (x**+ *-<•). (9) 

Так как m > Z, то равенство (9) может быть записано в виде 

Р{х) + Р(±) = 0, (9') 

где P Ç Z [ # ] , причем Р ф 0, поскольку коэффициент при / в Р отличен от 
нуля. Невозможность равенства (9') достаточно очевидна. Полученное проти
воречие с учетом леммы 1 и завершает доказательство. 

Л е м м а 5. Для любых g, h £ Г в кольце Т (Г, S L 3 (К)) выполняется соот
ношение 

V * = V * A — V I X * + V ' * - ( Ю ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольную матрицу А £ S L 3 {К) 
и корни a v а 2 , а 3 ее характеристического полинома. По теореме Гамильтона— 
Кэли, А удовлетворяет уравнению 

А9 — Л 2 tr А + А ( а х а 2 - f 040С3 - f а 2 а 3 ) — Е = 0. 

Заметим, что 

« А + a i a s + а 2 а з = + - ~ + ~ - = tr Л"*1, 
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поскольку a ^ O g s i . Таким образом, мы имеем равенство 

А3 — А2ЬтА + АЬтА"1 — Е = 0. (11) 

Умножим обе части (11) на А~гВ справа, где В £ S L 3 ( Ä ) , и возьмем след: 

tr Л 2 £ = tr\A tr AB — tr A"1 tr В + tr А~гВ. (12) 

Равенство (12) выполняется для любых матриц А, В £SLZ(K), из чего не
медленно следует справедливость равенства (10). 

Равенство (10) часто удобнее использовать в виде 

Ztgh = ZgXth — Ъ-^д-Ч + (13) 

который получается из (10) заменой h на g'xht. В двух следующих леммах 
группа V=(gv . • ., gmy предполагается свободной. Для произвольного сво
бодно редуцированного слова W С Г положим s. (W)=(n2, . . nt), где n x , 
. . ., п9 — все показатели, с которыми образующая g. входит в W, d4 (W)= 
г,= \пг\+ • • • + | n t L Если gt не входит в W, то положим s. (PF)=(0), dt (W)= 

Л е м м а 6. Пусть g = gr — некоторая образующая группы Г и W == AB — 
такой элемент Г, что dix (A) = dit(A) = . . . = dik (А) = 0 для некоторых 
•h* • • -> h (набор (iv . . . , ik) может быть и пустым). Тогда xw = P(zWx% . . , , x # l ) j 

где Р£Ъ[ух, уЛЪ W4 = Aßi9 dix (А.) = . . . = = dijc (А4) = 0, 5 , 6 { ß , е } | 
^ ( Л . ) < 2 , l < i < 5 . 

Доказательство леммы проведем индукцией по dg (А). Если d (А) ^ 2, то дока
зывать нечего. Пусть лемма справедлива для всех W9 у которых d {А)<^п. 
Рассмотрим W — AB, dg(A)=n. Пусть sg(A) = (nv . . ., пг). 

Предположим, что для некоторого i, скажем, для £ = 1, \ п х \ ^ 2 . Пусть для 
определенности п х ^ 2 . Тогда W — Uxgn^U2B и, применяя (13), имеем: 

Поскольку dff(Uxg^U2)<dg (Uxg^U2) = dg(A), dg(Uxg^W2)<dg(A) и 
dg(UxgNL-zU2)<^dg(A), то, по индукции, получаем требуемое утверждение. 

Пусть теперь | п. | ^ 1, т. е. п. £ (—1, — 1 } , —1 ^ i ^ г , и для некоторого i <С г 
n. = ni+x = s. Это означает, что А = UxgsU2g*U2, причем dg(U2) = 0. С уче
том (13) 

V — XUi(j*Ux){y*UaB) = Zg*ufüigWzB lg"^UiU2

 lUzB + Ztixlfix

9-*U2lU&-

Положим Ах = g*U2> A2=Ulg'Us, A3 = g~sU-2\ A^UJJfU* Ab=UxU?g-'X 
XUf-U*. Поскольку аДА4)<^ад(А), l ^ i ^ 5 , то в силу индуктивного пред-
положения для *w справедливо утверждение леммы. 

Осталось рассмотреть последний возможный случай: п4£{—1, 1} , 1 ^ * ^ г , 
ni+1 = —п4 для всех £ = 1, . . . , г — 1. Поскольку dg(A) — n>2, то г > 2 и А 
можно записать в виде 

А = U^U^Ü^U,, где d,(U,) = dff(U2) = dg(Us) = 0. 

Тогда, согласно (13), 

V = XAB = ^UtfHUtf-WsgWiB) ~ Zg*ZUlUig-tUsg*ülB 

^g-^Utf-bUtf-tUtfWiB + ХЬ\д'^и^и^и,В' 
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В свою очередь 

ZUlg-**l\g-*V59*UlB — ^(Utf-tHg-zU^ig-zUsffHW = ''g"4\ZU\g'^U9gW\В 

ZUl V^l^'cjVg/ffé* + ZUig~eÜ21gtÜ2 1ü^ü4ß-

Таким образом, имеем равенство 

V = Zg*ZA1B Zg-zZAh9B + у^ ' г^з* V # 2 ^ 4 * + ZA5B, 

где Ax = UxU2g^UzgBUv A^Ug-Utf-U^Ub A ^ U ^ U ^ U ^ Л 4 — 
= Ulg-U?U#*Ub Аь = и#-*и??и?и#шиг Очевидно, что dg{Ax)<dg{A)r 

dg(Ai)<Cdg(A). Далее, хотя dg(A2) = dg(A^) = dg(Ab) = dg(A), но, поскольку 
sg(A2) = ( — £ » — £ > 5 Л Л з ) = (—2е, е, . . . ) , sg{A5)={—s, s, в , . . . ) , то, как 
мы уже показали выше, для функций zA<iB, хАзВу хАьВ справедливо утверждение 
леммы. Тем самым, учитывая индуктивное предположение для функций XAIBT 

xAß, получаем утверждение леммы для xw. Лемма доказана. 

Лемма 7. Пусть W £ Г — п р о и з в о л ь н о е слово. Если dx (W)-{-. .. + 
mo *w = P(*i/yij . . ^ J , P f % ! , . . -, yt\ причем все WJ9 1 < / < > , обладают 
свойством 

<*i (Wj) + . . . 4 4 + ( W,) < 3«. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся индукцией по dt.+1 (И/). Если di+l(W) = О,, 
то утверждение леммы очевидно. Пусть утверждение леммы справедливо для 
всех W ç Г, таких, что ^ (И7) + • • • + d. (W) <^ n, d.+1 (W) < г. Предположим 
теперь, что di+1(W)—r. W можно записать в виде W = Uxg^ . . . Ukg**Uк+ъ 

j = i , . . . , k , da(UJ=0, l < s < î , 1 < т < & + 1 / Так как\* = 
= x W i „Ä, томы сразу мо кем считать, что Uк х = /. Далее, dx(W) -f-. . . + 

-f- (P )̂ = 1^14- . . . + I /гА I ^ w. Следовательно, k ^ n . Если d t > 1 (£/y) ^ 2 

для всех y = l , . . . , Ä, то dM (W) < 2A < 2n и ̂  (W) + . . . - f d. (W) + d M (W) < 
^ n -\- 2n = 3/2. Поэтому предположим, что для некоторого /, скажем, д л я / = 1 , . 

d . - + i ( C 7 i ) > 2 - Положив A=UV B=gn

nf2...Ukgn

i^ g=gi+v мы имеем из; 
леммы 6, что xw = Р (т^, . . ., T Ĵ, где Р £ Z Q ,̂ . . ., г/J, И .̂ == Л у В у , ^ = . . .-.= 
= йДЛ .̂) = 0 ; Б, равно либо 5 , либо e, а\.+ 1(Л^)<;2, / = 1, 2, Если 
Я, = е, то < М ^ . ) + . . . + й Л ^ ) + ^ + 1 ( ^ ) < 2 < З л . Если Д , = £?, то. 
<*,+i ( ^ ) = <*,+i (Л^) < dM (W) - d, + 1 (Ux) + 2 < d, + 1 (WO, a (W,) + . . . + • 
-f-a!t. (FTy)^ д. В силу предположения индукции утверждение леммы справед
ливо для гвсех функций *zw1^/^Cs, а следовательно, и для t w . Лемма 7 
доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Утверждения 1 и 2 теоремы непосред
ственно следуют из лемм 3, 4. Утверждение 3 мы сейчас докажем с помощью* 
лемм 6, 7. Достаточно рассмотреть случай свободной группы Г. Если W£Vy 

то, по лемме 6, т ^ ^ Р ^ , . . v j , рС.г[Уи • • -0.1» d i ( w j X , 2 , 7 = 1'. 2, . . .,"si 
Таким образом, мы можем считать, что d 1 (VT)^2. Из леммы 7 следует, что 

T „ = F ( X v . . . , х , г ) , FeZfy» . . . , y r i 

^ (V,) + d 2 (F,.) + . . . + dm (V{) < 2 - 3 " - \ 1 < i . < r. • 

Остается заметить, что dx (V{) + . . . -f- dm (У4) есть длина слова ViT а слов огра
ниченной длины в группе Г конечное число. Итак, функции , . . ., i w 9 где 
Wx, . .., Wa—'все различные слова длины, не превосходящей 2 • 3W~X, поро кдают 
кольцо Г (Г, SLg^)) . Теорема 1 полностью доказана. 
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, § 3 . Кольца характеров представлений 
над полями положительной характеристики 

В случае полей положительной характеристики ситуация несколько услож
няется и требует более деликатного исследования. Контраст по сравнению 
с полями нулевой характеристики проявляется, например, в том, что К-ш-
гебра Тк (Г, GLa (К)) для поля нулевой характеристики всегда конечно по
рождена, в то время как для поля положительной характеристики эта алгебра 
может не быть конечно-порожденной. 

Введем следующие обозначения: Сг={1, 2, . . ., r} , Dr={o : Сг -> Ср\а инъ-
ективно}. 

Л е м м а 8. Пусть k — поле характеристики р > 0, . . . , пг) — такой 
набор целых чисел, что г <; р и пг+п2+ • ' • +пг ф О (mod р) . Тогда рацио
нальная функция 

2 * " (1 )# (2 ) • • • • • t"(r) 6 к (tv . . t) 

не равна нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку от перестановки чисел в наборе 

{пх, . . ., пг) рассматриваемая нами рациональная функция не изменяется, 
то без ограничения общности можно считать, что числа n v . . ., пг расположены 
в неубывающем порядке, т. е. 

Легко видеть, что каждая из s групп равных показателей содержит меньше р 
показателей, потому что в противном случае мы имели бы г = р и пх=п2= 
^ . . . =п , т. е. пг+ . . . -\~пр = 0 (mod р) вопреки условию леммы. Дру
гими словами, i Ä — E Ä - i + l < р для k=ty 2, , . ., s. Пусть теперь ср, oÇ Dr* 
Рассмотрим два одночлена: 

Цт) - - - ttf(r) — 4<o) ' ' * ' * * • ' 

И 

Эти одночлены будут равны в том и только в том случае, если одинаковые 

переменные входят в них с равными показателями, что выполняется тогда 

ил Только тогда, когда числа ср (&y - i+l ) , . . . , ср (ij) являются перестановкой 

чисел o - ( î y - i + l ) , . . . , о (ij) для всех / = 1 , 2, . . s. Следовательно, для лю

бого заданного одночлена из суммы 2 'фп*- - - ' Ог>. в э т о и сумме имеется 

ровно 

Чпх = —*о + 1) ! & - к + !) ! • • • '('.-*.-! + !) ! (14) 
равных ему одночленов (включая и рассматриваемый). Число c ( l f b . . . . Я г ) не зависит 
от выбора одночлена, а полностью определяется набором (nv . . ., пг). Очевидно 
*то С(пи п г ) #'0(àod'p), поскольку "ff — f ^ + l O Д^я J Следова' 
тельно, рассматриваемая рациональная функция не равна нулю. Лемма 8 до
казана. . '• • ' • 

Т е о р е м а 2. Пусть К — бесконечное поле характеристики р > 0 # 

справедливы следующие утверждения: j 
1) для любой группы F кольцо Т (Ра GLÄ (К)) конечно порождено при n < р 

й^польцо T (Г, ShH (К)) конечно порождено jipu п < 2р; 



2) если группа Г обладает бесконечной циклической фактор-группой9 m# 
K-алгебры Тк (Г» GL„ (К)) и Тк (Г, SL n (-ЙГ)) не являются конечно-порожден
ными соответственно при п^ р и п^ 2р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение теоремы 2 t а именно утверж
дение о конечной порожденности кольца Т (Г, GLU {K))f может быть выведено 
из следующего результата К. Прочези [7 ] . Пусть Хг, Х2, . . ., Хт — набор 
из m общих матриц в Мя (S), где Q ZD К. Прочези доказал, что кольцо Ау 
порожденное всеми функциями о{ (W), î = l , 2, . . гг, где о. обозначает 
i-й коэффициент характеристического полинома матрицы W, a W пробегает 
все одночлены от Х х , . . Хт, является конечно-порожденным. Из условия 
n << р следует, что всякое о. (W) можно выразить в виде полинома от tr W* 
tr И 7 2 , . . ., tr W1 с коэффициентами из поля Z/pZ. Значит, кольцо А может 
быть порождено конечным числом следов tr Wx, . . ., tr Wd. Относительно 
системы образующих gx, . . ., gm группы Г мы можем без ограничения общности 
предполагать, что вместе с каждым gi она содержит и gj1. Используя специа
лизацию Xi~^gi, мы получаем, что функции т ^ , . . ., zwd порождают кольцо 
Т (Г, GL n (К)), где W обозначает элемент группы Г, получающийся из одно
члена W в результате специализации X. g.. 

Конечная порожденность кольца Т (Г, GLn (К)) в случае n < р влечет 
конечную порожденность Т (Г, SLn (К)). Если же p ^ п < 2р, то сделаем 
следующее наблюдение. Пусть X — произвольная матрица из SLÄ (К). Тогда 
если p ^ i < тг, то о. (Z)=(l/det X) он_. {Х~1)= оа_4 {X"1). Поскольку тг—i << р, 
то оп_. (X"1) можно выразить через tr tr Z ~ 2 , . . ., tr Хг~п с коэффициен
тами из поля IlsIpli. Отсюда с учетом теории Прочези следует конечная порож
денность Т (Г, SL„ (К)) для p ^ п < 2р. 

Основная тяжесть в доказательстве теоремы 2 ложится на второе утвержде
ние. В соответствии с леммой 2 достаточно доказать это утверждение для п—р. 
Кроме того, можно считать, что Г — — бесконечная циклическая группа. 
Предположим противное, т. е. пусть существует конечная система образующих 
V » —2 ̂  î ^ Z, алгебры Тк (Г, GL p (К)). Тогда для m ç Z, m > /, (m, p)—lr 

мы имеем равенство 

•. -, *s) 

где — l ^ i j ^ l , j — U 2, . . ., 5, ail^i3(m)^K. Как и при доказательстве 
леммы 3, замечаем, что ix -f- i2 + . . . + i8 = m, в частности, в каждом наборе 
(/j, . . . s ^ 2. Если для произвольной диагональной матрицы t — diag (tv . . t e ) 
рассмотреть представление g*-*t, то из (15) получим" равенство 

«1 *ш) У=1 

которое выполняется для любых / 1 Э . . ., tp(<K*. 
s 

Произведение XI (*r + • • • + t4/) можно преобразовать к следующему виду: 

П № + • • •+#) = I Жг/Х'Ч 2 • • • t h ) , (i7> 

где пх -f- п2 + . . . + nr = m и суммирование ведется по неупорядоченным набо
рам (nv ..., пг). Равенство (17) получается следующим образом: если перемно
жить скобки в левой части (17), то мы поЛучим сумму m р8 одночленов,, причем; 
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вместе с одночленом t*' . .. t*£ в эту сумму входят и все одночлены вида fifa... 

**<V)> aÇZ>r; таким образом, получаем сумму 2 • • • #(r)> а целое число 

bnî'/.yi^ показывает, сколько таких одинаковых сумм наберется после перемно
жения скобок в левой части равенства (17). 

По лемме 5, ни одна из сумм 2 ^( i) • •-. Cfr) не равна нулю и входящие 

в нее одночлены отличны от одночленов аналогичной суммы для другого набора 
(mv . . ., mç) =7̂ = (лг1, . . . , пг). Левая часть равенства (17) есть сумма р* одночленов 
вида £*1 . . . tTr, а правая часть представляет собой сумму из 2 ^я*1'..*'.'*^ I & r \ 

(»1 , . . . , я г) 
таких одночленов. Следовательно, 

(я,, пг) 

Поскольку I DR | = p \}(р — r)!, a s J>2, то 

2 bi\r/Xs)j^{j^ü(modp). (18) 

(•i »r) 
Преобразуем равенство (16), используя (17): 

*:+•••+*;= 2 **,... iS и ri +...+#)= 

(<!,....<«) V(»i *r) Verehr / / 

= 2 c»1...«rf2 • • • #("гЛ, 

(«i, . . . , я г ) \ » е л г / 
(19> 

где 

«,= 2 а . . . . . . - ,Н^". : :«г ' , , бйг . 
.... ч) 

Пользуясь (18), получим следующее равенство: 

V с { p " i ) l - S " S a (mifr ('""''' } fr-1)1 — 
(•i, *r) (%,..., «r) **) 

•-..<*) ЯВ) / 

С другой стороны, из (19) следует, что cm = 1, а все сЙ1 # W r = 0 при r ^ 2 L 
Следовательно, 

Полученное противоречие завершает доказательство бесконечной порожденности 
алгебры Г* (Г, GLp(K)). 

Чтобы завершить доказательство теоремы 2, необходимо показать,, что 
алгебра Г2г(Г, SL2p(K)) не является конечно порожденной. В силу леммы 1 
поле К можно считать алгебраически замкнутым. Рассмотрим вложение 

(X 0 \ 

• :GLF(Ä)-»SL^(JT), Х~\0 а Е J 

1 2 ТРУДЫ Математического ин-та, т. CLXXXIII j.7.7 



где a = (detX)-^. Поскольку t r X = t r e (X), то ТК(Г, GL p (К)) = ТК (Г, e (GL ,̂ (К))). 
Так как Тк (Г, s (GL^ (К))) является гомоморфным образом А'-алгебры 2V (Г, 
SL2p(K)) и, как мы уже показали,'#-алгебра Г^(Г, GLp(К)) не является конечно-
порожденной, то jfiT-алгебра Тк (Г, SL 2 p (Ä~)) также не является конечно-порож
денной. В силу леммы 2 ff-алгебра 7У(Г, SLW(Ä")) не является конечно-поро
ждённой для всех п^2р. Теорема 2 доказана. 
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Д. A . С У П Р У Н Е Н К О 

О СОПРЯЖЕННОСТИ В СПЕЦИАЛЬНОЙ ЛИНЕЙНОЙ Г Р У П П Е 

1. F— произвольное поле, F*—мультипликативная группа поля F, а 
H—подгруппа полной линейной группы GL(n, F). С подгуппой H свяжем 
группу определителей Det# ее матриц: 

D e t # = {XÇ/?|X = det&, (1) 

где det h — определитель матрицы h. Ясно, что Det H — подгруппа F*, а при 
ff=GL (n, F), как легко видеть, Det H=F*. Пусть L — подмножество группы 
GL (n, F), обладающее следующим свойством: для каждого смежного класса К 
группы F* ПО подгруппе Det H в L имеется одна и только одна матрица а, 
такая, что det а £К. Очевидно, \L\--= \F*/Det Н\. 

Пусть теперь ib — класс подгрупп GL (тг, F), сопряженных в GL (n, F) 
fc подгруппой Н. Введем совокупность $Ъ0 подгрупп специальной линейной 
группы SL (/г, F), положив 

&о = {HanSL (n, F) [Я (2) 

Как легко видеть, jb 0 представляет собой объединение некоторого множества 
классов сопряженных подгрупп группы S Lin, F). Обозначим это множество 
классов через ЭУ1 (5Ь0). 

. 2. Лемма иПусть Ha=gßgll

y gpHgp1, где ga, gß£GL(n, Ffcaielg^ 

и det gр принадлежат одному и тому же смежному классу группы Р*\Ц0 под* 
группе Det Я. Тогда подгруппы H^f]SL(nr- F) и H^Ç\SL{ny F) сопряжены 
eSL(n,F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, 

" H^g^HAg^r1- (3) 
Д78 * О Д . А . Супруненко, 1990. 


